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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHMATIQUËS. 


On  entend  souvent  parler  des  comètes  et  de  la  détermi- 
nation provisoire  de  leurs  orbites  paraboliques  au  moyen 
de  trois  observations.  Je  crois  être  agréable  à  nos  lec- 
teurs en  leur  oflrant  pour  étrennes  un  calcul  de  comète 
d'après  la  méthode  d*01bcrs  perfectionnée  par  Gauss. 
Nous  sommes  entrés  dans  une  ère  de  calculs,  soit  :  je 
crois  quHl  vaut  mieux  que  la  jeunesse  s^occupe  de  cal- 
culs concernant  les  afTaires^-^H^^  ?^  ^I^^  ^^  ceux  qui  se 
rapportent  aux  affaires  dij^|dOi  n'est  pas  là  To- 

monde-,  niais  j,e]pcnspiyàCp^'^lol  lin  qu'il  fau 


pinion  du  monde -,  mais  j,e]pcnsfî;iyàp'^lol lin  qu'il  faut 
enseigner  dans  les  collèges  jïrmQipBiïeçiçm  ce  qu'on  n'ap- 
prend pas  dans  le  monde  et  qu,eîqi^^î>  '^iième  Topposé  de 
ce  qu'on  y  apprend . 


OBSERVATIONS  DE  LA  SECONDE  COMÈTE  DE  L'ANNÉE  1813, 

Faites  dans  TObsenaloire  de  Gottiogoe , 

Arec  qiel4|aes  aiioUlions  relatites  aa  calcol  des  orbites  paraboliques  ; 

Paa  Charles- Frédéric  GAUSS. 


Lu  à  la  Société  royale  des  Sciences,  le  lo  septembre  iS  1 3. 

A  partir  du  7  avril,  j'ai  commencé  h  observer  moi- 
même,   à  notre  observatoire,   la  comète  découverte  Je 


(6) 
li  avril  de  cette  année,  par  mon  très-cher  collègue 
M.  Haitling ,  dans  la  constellation  du  Taureau  de  Ponia- 
towski.  Voici  les  déterminations  qu'il  a  été  possible  d'ob- 
tenir au  moyen  d'un  microscope  circulaire  adapté  à  un 
télescope  de  lo  pieds  : 


t8l5. 

T.  M.  DE  GOTTING. 

ASC.   DR.  APPAR. 

DÉCLIN.  APPAR. 

Avril    7 

9 
II 

i4 

21 

h       m      1 
l3..l2.    2 

i3. 35.40 

13.17.43 

i3.  7.36 
i3. 23.00 

0      /       // 
271.    7.19,3 

270.10.33,5 

269.     1.19,9 

266.44.  5,5 

256.39.19,3 

5?34.'36r7bor. 

4.11.  3,4 

2.33.  0,7 
0.33.  0,8  auat. 
12.57.56,0 

Ensuite  Hardi ng  a  fait  au  quart  de  cercle  mural  les 
observations  suivantes  : 


1815. 

T.  M.  DSGOTTING. 

ASC.    DR.   APPAR. 
0      /     // 

256.34.19,6 

248.23.21 

244.44.43 

DÉCLIN»   APPAR. 

Avril  21 

24 

25 

h      m      S 

i5.  7.21 

14.22.50 

14.  4. ai 

0       /     // 

i3.  2.26,5  aust. 

21.45.    2 
25.10.42 

Le  24  etle^S,  la  comète  était  extrêmement  remarquable  à 
Toeil  nu;  les  nuits  suivantes,  un  ciel  couvert  de  nuages 
et  le  mouvement  rapide  de  descente  au&trale  de  la  comète 
mirent  fin  aux  observations. 

U  me  parait  superflu  de  consigner  ici  les  éléments  pa- 
raboliques que  j*ai  déduits  toutde  suite  des  trois  premières 
observ.ations,  car  j'ai  confié  le  soin  de  calculer  ces  élé- 
ments avec  beaucoup  plus  d'exactitude  à  un  calculateur 
très-exercé,  au  docteur  Gerling.  C'est  à  lui  que  nous  de- 


(7) 
vons  les  éléments  corrigés  suivants,  adaptés  autant  que 
possible  à  toutes  nos  observations  et  à  celles  que  nous  a 
transmises  Olbers. 

Logarithme  de  la  distance  périhélie. . . .  0,0849212 
Temps  du  passage  au  périhélie  au  méri- 
dien de  Gottingue,  mai  i8i3 ig,44^7 

Long,  du  périhélie 197^*4^'  7^,7 

Long .  du  nœud  ascendant 4^  •  4^*  ^^ >^ 

Inclinaison  de  Torbite 81 ,  2. 1 1 ,8 

Mouvement  rétrograde. 

Observations  tTOlbefs. 


1815. 

T.  M.  DB  BRI». 

A9C.  DB.  APFAB* 

DtCLlM.   APPAB. 

h     m     • 

0      /      » 

^        1     It 

Avril  i4 

i3.3i.  4 

266.42.51,2 

0.34.    2,8BUSt. 

i5 

la. 14.29 

365.48.47,9 

1.46.  4,5 

>9 

11.38.00 

260.40.39,1 

8.15.23,7 

31 

12.00.35 

256.51.59,3 

12.42.54,3 

a4 

11.58.38 

248.43.57,7 

21.25.   9,8 

25 

ii.4i.3o 

245.  8.18,0 

24.49   «,4 

12.  5.38 

245.  4*  3,0 

24.54.16,4 

Obserpation  de  Bouvard  à  l'Observatoire  de  Paris. 


1815. 

T.M.DBPABIS. 

ASC.  DB.  APPAB. 

DÉCUR.    APPAB. 

Avril  i3 

h    m    • 

16.22.    2 

267.27' 18* 

0.24.46  bor. 

Le  tableau  snivant  contient  les  différences  entre  les 
observations  et  celles  qui  résultent  des  éléments  rappor- 
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tés  ci-dessus  : 


• 

MFPÉRENCES. 

OBSEKVATEDRS. 

Ate«aiion  droite. 

DécllMifOB. 

Avril  7 

-H     S'^S 

-^  8-;5 

Gaus«. 

9 

H-     3,0 

+  34.3 

Gauss. 

11 

-    5,3 

-  «7»7 

Gaiiss. 

i3 

-     1,6 

-  ^,4 

Bouvard. 

'4 

-    7.4 

—  28,6 

GausB. 

-♦-     2,7 

-    8.4 

Olbers. 

i5 

—    0,9 

-+-  28,7 

Olbera. 

'9 

-25,1 

-»-io3,9 

Olbers, 

31 

—  56,6 

-59,a 

Olbers. 

-30,1 

-    5,2 

GauBS. 

-22,8 

-24,1 

Harding. 

2.'j 

-45.2 

-  41,4 

Olben. 

-^  0,4 

-  11,6 

Harding. 

2D 

-23,3 

-  67,8 

OlberB. 

-    9.4 

-   27)4 

Olbers. 

-+-    9»7 

-+-    1.4 

Harding. 

On  a  tenu  compte  de  Taberration  et  de  la  parallaxe. 

On  me  permettra  d'ajouter  ici  quelques  abréviations 
de  calcul  dont  j'ai  fait  souvent  usage  dans  la  première 
détermination  de  Torbite  parabolique  selon  la  méthode 
d'OIbers,  abréviations  qui  rendent  cette  méthode ,  déjà 
si  expéditîve,  encore  plus  courte  et  mieux  propre  aux 
applications  numériques.  Ces  abréviations  sont  relatives 
4a  calcul  des  rayons  vecteurs  et  principalement  au  calcul 
de  la  corde  qui  joint  le  premier  au  dernier  lieu  observé. 
Olbers  fait  usage  d'expression  s  de  cette  forme  ^J-hgp-hhp* 
et  détermine  les  coefficients  y,  g^  A  par  des  opérations 
assez  simples,  mais  qui  exigent,  pour  obtenir  une  préci- 
sion suffisante,  les  grandes  Tables  de  logarithmes  avec  sept 


(9) 
OU  du  moins  avec  six  figures  décimales.  J'ai  remplacé  ces 
expressions  par  d'autres  qui  paraissent  être  quelque  peu 
plus  commodes  pour  le  calcul,  et  présentent  aussi  cet  avan- 
tage de  ce  que  les  petites  Tables  de  logarithmes  avec  cinq  dé- 
cimales peuvent  suffire  k  toutes  les  opérations.  Le  point 
essentiel  porte  sur  les  considérations  suivantes.  Soient  : 

0v  ©'»  P"»  les  longitudes  du  Soleil  dans  la  première, 
deuxième  et  troisième  observation  ; 

R ,  R',  R",  distances  du  Soleil  à  la  Terre  5 
a ,  a' y  oP^  longitudes  géocentriques  de  la  comète  \ 
6,  6',  Z'\  latitudes  géocentriques  de  la  comète^ 
r,  /*',  7*^,  distances  de  la  comète  au  Soleil  \ 
p,  p'y  p"j  distances  raccourcies  de  la  comète  à  la  Terre^ 
tj  i\  t"^  temps  des  observations  ^ 

kj  corde  qui  réunit  le  premier  Max  au  troisième  lieu  de 
la  courbe; 

P 
Cela  posé ,  on  voit  facilement  que  Ton  a 

(1)  r=  ^(pcosa— RcosO)'-h(psina  —  RsinO)*-hp'  tang- 6, 

,,_     /[(Mpcosa"— R"cosO'7-H(Mpsina"-R"sin071 
^'"'''"^VL  ^-M»pnang'6%  J 

/r     (Mpcosa"  — pcosa—  R"cQS0"-f-RcosO>"| 
(3)it=  i  /  j  +(Mp.sina''— psina— R"sin0"H-RsinO)^  1; 
V    L-t-(Mptang6''  — plangB)'  J 

les  équations  (i)  et  (a)  développées  prennent  cette  forme, 


V  cos'( 


•2pRco8(a  — O)  -f-R', 


'"=  \/c^'&  -  ^^^P ^"  ''''  (""-^  O"^  -^  ^" 


En  posa  ni  donc 

C0S6  CCS  (a  —  0)  =r  COSTp , 

cosr  cos  (a''—  O")  =  cosf , 
R'^sinf  =  B'% 
nous  aurons 


'•=\/(^6-*«»»+)+'»'- 


Introduisons  cinq  quantités  auxiliaires  g^G^  A  )  H  ,  ^ 
déterminées  par  ces  équations , 

R"  cosO"  —  Rcos©  =  g'cosG, 
R"  sin  O"  —  R  sin  O  =  ^«n  G , 
M  cosa"  —  cosa  =  h  cos  C  cos  H ,  "] 
M  sin  a"  —  sin  a  =  a  cosC  sin  H , 
M  tangg''  ~  tangg  =  h  sin(. 

La  formule  (3)  se  change  en  celle-ci  : 

/r(pAcosi;cosH  — g'cosGJ^-Hfp/icosÇsinH— g'sînG}*! 

~VL  -+-p'*'sin>p  J 

=  ^p»A'  —  2p  hgcosK  cos  (G  —  H)  4-  g''. 

Ainsi,  si  nous  posons 

cosCcos(G  —  H)=:cosf,     g^sin^r^A, 
ou  aura 

it  =  V^(pA  — ^cos(p)'-f- A». 

Si,  de  plus,  nous  posons  (fh  —  g  cosf  =  k  , 


Nous  croyons  qu'il  sera  agréable  à  un  grand  nombre 
de  lecteurs  si  nous  indiquons  non-seulement  la  liaison 
bien  ordonnée  de  toutes  les  opérations  relatives  à  ces 
transformations ,  mais  encore  si  nous  y  ajoutons  les  opé- 
rations finales  de  manière  que  Ton  trouve  ici  réuni  tout 
ce  qui  est  exigé  pour  le  premier  calcul  des  orbites  para- 
boliques. Nous  éclaircirons  en  même  temps  les  règles  par 
des  applications  numériques  prises  dans  les  observations 
sur  notre  comète.  Nous  choisissons  celles  des  7,  i4  et 
21  avril.  La  réduction  de  ces  observations  fournit  les 
données  suivantes  : 

f=   7,55ooi,  O  =  i7M7'4»^ 

r'=  14,54694,  o'=  4-  38.45, 

/"=  21, 59931,  0''=  3i.3i.35, 

a  =  27I^I6^38'',  log  R  =  0,00091 , 

a' =  266.27.22,  log  R'=  0,00175, 

a"=:256.48.   8,  log R"=  0,00260. 

6  =  H- 29».  2'.  o", 
6' =  4- 22.  52. 18, 
6''=-*.    9.53.12, 

I.  La  première  opération  consiste  dans  la  détermina* 
tion  de  la  valeur  approché  de  M  ,  au  moyen  de  cette  for- 
mule, 

^_f"  —  f  tangg^  sin  (g  —  0)  —  tang  6 sin  [a!  —  Q') 
*~  r'  —  /  tang 6"  sio  (a'—  ©'  )  —  ^^6^'  siu(a''--  Q"  ) 

Dans  notre  exemple,  on  trouve 

logM  =  9,75799. 

IL  II  faut  déterminer  maintenant  les  quantités  ^,  G, 
hj  H,  ^par  les  formules  suivantes,  qui  sont  équivalentes 
à  celles  qui  ont  été  données  ci-dessus ,  mais  qui  sont  plus 


commodes  pour  le  calcul  : 

R"cos(0"-0)-R  =  ^cos(G-0), 
R"sin(0^-0)=^sin(G-0), 
M  —  cos(a"  —  a)  =  A  cos Ç  ces  (H  —  a'') , 
8in(a"  — a)  =  /*cos;sin(H  —  a"), 
M  tangS"  —  tang6  =  h  sinÇ, 

Ou  a 

G=ii3<»43'57% 
>og  5^  =  9»  ^8029, 

H  =109-.  5'.49", 

ç  =   44.  i3.  9, 
log/i  =9,81477. 

m.  Ensuite  nous  poserons 

cosÇ  CCS  (G  —  U)  =  cosf , 
cos6  cos(a  —  O)  =  co$^[*, 
.     cos6"tos  { a"-  O")  =  cosf , 
^sin(j>  =  A, 
Rsin>^=B, 
R"8inf' =B". 

Si  9  par  hasard,  les  cosinus  des  angles  f  9  4^9  4^^  diflerent 
peu  de  runité)  il  faudra  se  servir  de  Tables  à  six  ou 
même  à  sept  figures  décimales. 

D'ailleurs,  il  n'est  pas  nécessaire  d'évaluer  ces  angles 
en  degrés,  minutes  et  secondes*,  il  suffit  de  passer  tout  de 
suite  des  logarithmes  des  cosinus  aux  logarithmes  des  si- 
pus. 

Dans  notre  exemple ,  on  trouve 

l"gA  =  9»22527, 
logB  =9,98706, 
IogB"=9,86o38. 


{  «3  ) 

IV.  Enfin  ,  on  pose 

h  ces  6  =  A , 
/<cas6'       ,„ 

^cos^ —  b  R  cosip  =  c, 
^cosy--6''R"cos+''=c". 

Dans  noire  exemple,  on  a 

logi»  =  9,75645, 
lopA"=6,o5o28, 

c  ==  H-  o ,  3 1 365 , 

f"=-*- 0,95443. 

V.  Tout  étant  ainsi  préparé,  les  rayons  vecteurs  r,  r" 
et  la  corde  k  dépendent  de  Tinconnue  u  par  ces  relations. 


*  =  >/«>  H- A». 

On  détermine  celte  inconnue  u  par  des  essais,  de  manière 
qu'elle  satisfasse  à  Téqualion 

OÙ  m  désigne  un  nombre  de  jours  9,6887401 ,  et 
log  /it  =7  o  ,9862673 . 

Il  faut  donner  le  signe  +  à  la  quantité  (r  -h  r"  —  /r)', 
si  le  mouvement  héliocentriquc  de  la  comète  dans  Tin- 

(*)  Célèbre  théorème  d*Eu1er  sur  les  propriétés  dynamiques  des  cordes 
de  la  parabole,  généralisé  par  Lambert  pour  tontes  les  coniques.  Nous 
donnerons  une  démonstration  du  théorème  (général.  Th, 


(a) 

tervalle  t"  —  t  surpasse  Tangle  i8o  degrés^  mais  ce  cas 
ne  peut  jamais  arriver  dans  les  suppositions  sur  lesquel- 
les est  fondée  la  première  détermination  dQ  l'orbite.  Il 
est  presque  inutile  d'avertir  que  pour  calculer  r  on  intro- 
duit un  angle  auxiliaire  9,  tel  que 

d'où 

_    B 

et  de  même  pour  r''  et  A  :  et  chacun  voit  facilement  com- 
bien il  est  extrêmement  commode  de  pouvoir  faire  usage 
dans  ces  calculs  de  notre  Table  pour  trouver  immédiate- 
ment les  logarithmes  des  sommes  et  des  différences. 
Dans  notre  exemple,  on  a 

f** t 

log =  o,  16139, 

m 

et,  après  un  petit  nombre  d'essais,  on  trouve 

M  =  o ,  24^^  - 

VI.  La  quantité  u  étant  connue ,  nous  aurons 

«-4-gcosy       „./_M^ 
p  = ^ i,     p   =  Mp, 

logp  =  9,8o364,     logp"  =  9,56i63. 

Les  opérations  resuntes  sont  assez  connues;  mais,  pour 
que  tout  s^y  trouve,  il  nous  parait  convenable  de  consi- 
gner encore  les  formules  restantes  dont  nous  avons  cou- 
tume de  nous  servir. 

Soient  donc  : 

X  V\  les  longitudes  héliocentrîques  de  la  comète  dans 
la  première  et  la  troisième  observation  ; 
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^j^"f  les  latitudes  héliocentriqucs  ; 

r,  r'^,  les  longitudes  dans  Torbite  ; 

Q,  longitude  du  nœucf  ascendant; 

I,  Tinclinaison  de  l'orbite  k  prendre  entre  o  et  90  degrés 
si,  selon  le  mode  ordinaire,  nousdistinguonslemouvement 
direct  et  rétrograde  \ 

oi>,  longitude  du  périhélie-, 

T,  temps  du  passage  au  périhélie; 

^,  distance  dans  le  périhélie. 

VII.  On  trouve  les  positions  héliocentriqucs  par  les  for- 
mules 

pcos(«— ©)  — R  =  rcospcos(>  — 0), 

psin  («  —  0)  =  ''«»p8in(li  —  ©), 
Ptangp  =  r8inp, 
p'cos(a'^-.0")-R''  =  '^co8p"cos(r  — O''),   • 
p''  »in  (a"  —  O")  =  /^  cosp'^  sin  (V  -  0''), 
p''iang6*  =  /^sinp". 

L'accord  des  valeurs  des  rayons  vecteurs  r,  r"  déduites  de 
ces  formules,  avec  les  valeurs  trouvées  ci -dessus,  peut 
servir  de  contrôle.  Le  mouvement  est  direct  où  rétro- 
grade, selon  que  X^  est  supérieur  ou  inférieur  à  X. 
Dans  notre  exemple  nous  trouvons 

)^=2a5»4'.22*',     p=4-  l4^5l^39'',     logr=o,i38g6, 
r=  223.6.55,       ?"=-+•    2.49.28,      logf^'ss  0,11068; 

ainsi  le  mouvement  de  la  comète  est  rétrograde. 

Vn.  Pour  trouver  la  longitude  du  nœud  et  l'inclinai'* 
son ,  on  prend  les  formules 

±t^iigp=staiigi8in(X—  Q), 

le  signe  supérieur  est  pour  le  mouvement  direct  et  Finfé* 
rieur  pour  le  mouvement  rétrograde. 


(  .6)  ^ 
Ensuite,  les  longitudes  dans  Torbite  se  déduisent  des 
formules 

tan£'(X  —  D)  ,  ^, 


COS' 


p  —  Qyi^"  —  Q  doivent  se  prendre  respectivement  dans 
le  môme  quadrant  dans  lequel  se  trouvent  X —  Q  et 

Pour  notre  comète,  nous  trouvons 

Q=    420.40'.  8% 

f=    81.    I,   3, 

M  =  237.43.  7, 
1*"=  225.  3i  .32 

IX.  Les  formules  suivantes  donnent  la  longitude  du 
périhélie  et  la  distance  dans  le  périhélie  : 

^;  =  ;^cosi{.'--), 
cot  j(p''— 0)       I 1 

pour  notre  comète , 

«=  197*37' 5 1",     log7  =  0,0846g. 

X.  Enfin,  on  déduit  des  Tables  de  Barker  les  meuve"- 
ments  moyens  qui  correspondent  aux  anomalies  vraies 
i/  —  ûD ,  i'"  —  w  ou  « l',  0)  —  u*\ 

Représentant  ces  mouvements  moyens  par  Met  M^\ 
on  a 

les  signes  supérieurs  si  dans  le  mouvement  direct  (^[>>  co, 
v»"^  w  ou  dans  le  mouvement  rétrograde  »^  <^  m,  »/'<[«, 


(»7) 
et  les  signes  inférieurs  dans  le  cas  opposé.  La  quantité  n 
est  constante  et  son  logarithme  égale  0,0498723.  L'accord 
des  deux  valeurs  de  T  fournit  un  moyen  de  contrôle. 
Dans  notre  exemple,  nous  trouvons 

T=49,5i8, 
T  =  49,517; 

Ainsi  on  peut  adopter  pour  le  temps  du  passage  par  le 
périhélie  :  mai  19,5175. 

Si,  au  moyen  de  ces  éléments,  on  calcule  le  lieu  géo- 
métrique pour  l'observation  intermédiaire  (i 4  avril),  on 
trouve  pour  longitude  266°  27'  1 5'',  latitude  22°  52'i8  bor. 
Celle-ci  ne  diflère  que  de  7  secondes,  l'autre  s'accorde 
entièrement  avec  l'observation. 


RÉSOLUTION  DBS  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES  (Fia) 

(voir  tomo  XIV.  page  394). 


3*  Exemple  : 

X —  tangor  =  o, 

équation  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  oscilla- 
tions des  corps  élastiques  et  dans  la  théorie  de  la  chaleur. 
On  peut  écrire 

or  ces  X  —  sin.r 


cosx 


=  o, 


cl  démontrer  comme  ci-dessus  que  les  racines  de  ré<iua- 
tion 


cosx 


n'appartiennent  pas  à  l'équation  ;  il  suffit  donc  de  consi- 

Ann.  de  Mathémat.,  t.  XV.  (JnnTÎcp  185^).)  2 


(i8) 
dérer  seulement  Téquaiion 

X  cosa:  —  sin  x  =  o . 

A  chaque  racine  a,  correspond  une  racine  —  ol\  on  n^a 
donc  besoin  que  de  chercher  les  racines  positives.  La 
plus  petite  de  ces  racines  est  zéro. 

/"(jc)  =  — •  (orcosx  -h  sinx), 
/'  [x)  =:  —  xsmxy 
f[x)  =  xcosx  -r  sin-c, 

tù  étant  une  très-petite  quantité,  on  obtient 

r{x),  r(x),  /(x), 

(«).... 

(90'') -  -  -h 

il  n'y  a  donc  pas  de  racines  entre  o  et  180",  et  non  plus , 
évidemment,  entre  90  et  180  degrés. 
On  a 

(180"  4-  w) -h   H 

(270°) H-   -h'-h 

II  y  a  donc  une  racine  entre  ces  limites^  en  les  resserrant, 
on  trouve 

H-  H-  — 

(4>4) 2,3,    4>'87,       0,4006, 

(4,5) 1,92,  4,398885,   0,028949. 

(Il  faut  se  rappeler  que  Tare  dont  la  longueur  est  4,4 
[rayon  égale  i] ,  contient  252^  6'  5" ,  etc.) 

2,3 

0-3-^=0,2,     X  =  o,     «=,, 
limite  extrême  égale  4^5. 


(  19) 

0,0x8  , 

-— — -rr  =  0,00...  'car  7,n  ^-  A  =0). 

4,398 

1  *'"  approximation  :  ^ 

4,5  —  0,01=4,49,    /(4,49)<o» 

ainsi  la  racine  est  entre  4)49  et  4)5. 
4,5  est  encore  limite  extrême  : 

1^  =  0.0065    ,4.  +  »  =  4). 
2""  approximation  : 

4,5  —  0,066  =  4,4934,  /(4, 4934x0 , 

ainsi  la  racine  est  entre  4)4934  et  4)49^5  ; 

/(4,4935)  0,000396339  or   /û  ,         ox 

r%^  =  -47386Ï7     ="'"°"^^^  (8«+*  =  8). 
3*^  approximation  : 

4)49^^  ~"  0,00009036  =  4  94934^^4  > 

exacte  jusqu'à  (--)'  près;  cette  valeur  correspond  à  un 
arc  de  'xS'j^ay'  i2'',9268.  Euler  trouve 

257*»  27'  1 2"  =  4 ,  49340834  ; 

Poisson  trouve  4)4933 1,  expression  déjà  fautive  à  la  qua- 
trième décimale,  il  faut  lire  probablement  4949341  (^)* 

On  trouve  de  la  même  manière  les  autres  racines  qui 
sont  en  nombre  infini. 

4*  Exemple  : 

(4  —  3x^)  sinx —  /^x  cosjT  =  o. 


{*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  VUI,  p.  420. 
Poisson  donne  pour  valeur  de  la  seconde  racine  7*73747  ;  inexact  dis 
la  seconde  décimale.  La  vraie  valeur  est  7,725. 

2. 


(  .o  ) 
Cette  équation  se  présente  dans  la  théorie  des  oscillations 
d'une  sphère  élastique. 

Â  chaque  radne  positive  a  correspond  une  racine  né- 
gative —  a.  Il  sitfBt  de  chercher  les  racines  positives. 

/(x)=:(4 —  3x^)siiix  —  ^xço%x^ 
/'{x)z=:  —  a:(3 xeosx-H  asinx), 
/*(x)  =  (3a?»  --2)sinx  —  Sxcosx; 

la  fonctiony*"  (x)  reste  toujours  négative  dans  l'inter- 
valle de  a:  =  o  à  X  =  45*^. 

Dans  cet  intervaUe/(x)  peut  être  prise  pour  fonction 
déterminante  ;  o)  étant  un  très-petit  arc,  on  obtient 


H 

(45-) 

il  n'y  a  donc  pas  de  racines  entre  o  et  45  degrés. 

y"  (x)  change  de  signe  dans  Tintervalle  de  45  à  90  de- 
grés ;  on  ne  peut  donc  prendre/''  (x)  pour  fonction  déter- 
minante; on  pourrait  diviser  cet  intervalle  en  d'autres 
intervalles  plus  petits  et  de  manière  que/"  {x)  ne  change 
pas  de  signe,  mais  il  est  plus  court  de  prendre  les  déri* 
vées  supérieures. 

f"[x)  =  (  3x'  —  10  ;  cosjr  +  i4xsinx, 
/'^(x)  =  (24  —  3x')sinx  -h  20XCOSX, 

f^"  (x)  reste  constamment  positive  entre  o  et  90. degrés  \ 
on  a  les  deux  suites 

(o)   . . . .      H- 

(90*) H-  -♦-  H 

Il  y  a  une  variation  dans  chaque  suite ,  par  conséquent 
point  de  racines  entre  o  et  90  degrés. 

Dans  l'intervalle  de  90  à  180  degrés ,/"  [x)  reste  posi- 


(  2.  ) 

tive  el  l'on  a     . 

(90") -^ 

(i8o«) +  -|_  +  4.  -4- 

II  existe  donc  une  racine  entre  90  et  180  degrés ,  c'est-à- 
dire  entre  x  =1,5707951  et  j:=  3,1415927.  Resserrant 
ces  limites,  on  trouve 

-h  H-  — 

(2,5) 26,04»   12,029,  0,816, 

H-  4-  -t- 

(2,6) 27,2,      14,707,   0,519. 

'-^ =1,...,      ^=—1,      /i=i; 

2.12,029 

ainsi  la  condition  n  ^  i  —  A*  n'est  pas  remplie.  Resser- 
rant encore  les  limites , 

H-  -4-  — 

(2,56) 26,81,   13,901, 

-I-  H-  -t- 

(2,57) 26,92,    13,88437,   0,09057. 

26,92  , 

^-^=0,9,     ^  =  0,      «  =  2; 

la  condition  est  remplie-,  la  limite  ex^r^me  est  2,57,  le 
quotient 

^1^  =  0,0065,     (2/,+  *  =  4). 

1''''  approximation  : 

2,57  —  0,0066  =  2,5634, 

valeur  trop  petite. 

Dans  ropération  suivante,  on  obtient  la  valeur  «exacte 
jusqu'à  la  huitième  décimale  (4«  -t-  Ar=  8). 


{^11  =  °r°^'^^  =  o,oooo65,6. 
/'  ( 2 , 5635)       1 3 , 7095609  ' 

Ainsi  la  2*^  approximatiou  est 

2,5635  —  0,00006577  =  2,563434213. 

Poisson  trouve  2,56334  (Mémoires  de  V Académie  dès 
Sciences,  t.  VIII,  p.  4^o), 

Il  n'y  a  pas  de  racines  entre  1 80  et  270  degrés  ;  il  en 
existe  une  dans  le  quatrième  quadrant  et  f"{x)  reste 
toujours  négative  dans  cet  intervalle  *,  on  |)eut  donc  la 
prendre  pour  fonction  déterminante. 

—  —  -*- 

(6,0) 75,7,     100,34,  6,01, 

(6,0 67,95,   107,53,  4,38. 

On  déduit  successivement  : 

i"  approximation 6,o5 

2*°  approximation. 6,o586 

3"   approximation...    ..     6,0586701 

Poisson  trouve  6,05973. 

Le  nombre  des  racines  est  infini  \  la  n**'"''  est  comprise 
cînlrc  [n  — \)t:  et  /itt. 

Observation.  Dans  la  dernière  édition  de  Texcellente 
Algèbre  de  M.  Bertrand,  on  donne  une  théorie  simple 
des  approximations  pour  les  équations  transcendantes , 
convenable  aux  examens ,  très-utile  aux  candidats,  Kn 
fait  d'approximations,  les  méthodes  générales  ne  dispen- 
sent jamais  d^maginer  dos  procédés  particuliers  pour  des 
r,is  partit  II liers. 
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SUR  UNE  ASSERTION  DE  60LDBAGH  RBLATIVB 
AUX  NOMBRES  IMPAIRS^ 

Par  m.  STERN, 

Professeur  à  Gottingue. 


Dans  la  Correspondance  mathématique  et  physique 
de  quelques  célèbres  géomètres^  on  lit  (t.  I,  p.  SpS)  un 
théorème  sur  les  nombres  que  Goldbach  avait  trouvé  par 
induction,  savoir  que  tous  les  nombres  impairs  sont  de 
la  forme  p  +  aa*,  où  p  désigne  au  nombre  premier, 
a  un  nombre  entier  ou  zéro.  Si  ce  théorème  était  vrai ,  il 
s'ensuivrait  donc  que  tout  nombre  impair  non  premier  est 
de  la  forme  p  -h  ai* ,  p  étant  un  nombre  premier  et  b  un 
nombre  entier  plus  grand  que  zéro,  pendant  que  les 
nombres  premiers  ne  sont  pas  tous  de  cette  forme.  Euler, 
auquel  Goldbach  avait  communiqué  ce  théorème,  dit 
Tavoir  vérifié  pour  tous  les  nombres  plus  petits  que  looo 
et  il  ajoute  qu'il  a  examiné  beaucoup  de  nombres  plus 
grands  sans  trouver  une  exception ,  et  que  par  cette  rai- 
son il  croit  ce  théorème  généralement  vrai  sans  pourtant 
le  vouloir  garantir  (/&.,  page  Spô).  D'un  autre  endroit 
(p.  606)  on  doit  conclure  qu  Euler  a  examiné  au  moins 
tous  les  nombres  jusqu^à  2600. 

Il  y  a  quelque  temps,  j'étais  conduit  à  répéter  le  cal- 
cul d' Euler  sur  tous  les  nombres  plus  petits  que  1000  et 
je  remarquai  alors  que  les  nouibres  premiers  plus  petits 
que  cette  limite  qui  ne  sont  pas  de  la  formtî  p  -h  a  /->*, 
sont  tous  de  la  forme  6  «  -i-  5  :  ce  sont  les  nombres  17, 
137,  227,977,  P*'*ida»l  T*''^  existe  beaucoup  de  nombres 
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premiers  qui  sont  en  même  temps  de  la  forme  6  n  -t-  5  et 
de  la  forme  p  -^  ^b^^  comme,  par  exemple,  le  nombre 
4i.  C'est  pour  cela  que  j'engageai  plusieurs  jeunes  géo- 
mètres étudiant  à  Gottingue  à. continuer  le  calcul.  Ils  ont 
d'abord  examiné  tous  les  nombres  jusqu'à  6000 ,  et  cela 
a  conduit  au  résultat  remarquable  que  le  théorème  de 
Goldbach  est  faux.  En  effet,  on  trouve  dans  l'intervalle 
indiqué  deux  nombres  impairs  composés  qui  ne  sont  pas 
de  la  forme  p4-ai",  le  nombre  6777  =  53.109  etJe 
nombre  SygS  =  i3.46i .  Mais  nous  avons  pu  remarquer 
en  même  temps  qu'encore  dans  cet  intervalle  tous  les 
nombres  premiers  ou  composés  qui  ne  sont  pas  de  la 
forme ^  +  ai* ,  sont  tous  de  la  forme  6/1  -+-  5.  Il  y  en  a 
huit,  savoir:  17,  187,  227,  977,  1187,  1493,  6777, 
5993.  Le  calcul  continué  jusqu'à  9000  n'a  plus  donné 
aucune  exception  à  la  règle  de  Goldbach  ;  c'est-à-dire  que 
tous  les  nombres  impairs  renfermés  entre  6000  et  9000 
sont  tous  de  la  forme;?  +  ai*.  Il  est  donc  prouvé  par  le 
calcul  que  tous  les  nombres  impairs  plus.petits  que  9000 
qui  ne  sont  pas  de  la  forme  6/i  -h  5,  sont  de  la  forme 
/>  4-  a  i*,  et  l'on  peut  demander  si  le  théorème  de  Gold- 
bach n'est  pas  au  moins  généralement  vrai  sous  cette 
restriction. 


PROBLÈME  SUR  LES  COURBES  DU  TROISIÈME  ORDRE  ^ 

Par  m.  poudra. 


Deux  courbes  du  troisième  ordre  passent  par  les  quatre 
points  communs  «,  i,  c,  c?,  en  outre  la  première  pas.sc 
par  les  cinq  points  i,  2,  S,  4  ,  5,  el  la  deuxième  parles 
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points  i',  2',  3',  4' 5  5',  ce  qui  déiermine  complètement 
les  deax  courbes.  On  demande  de  trouver  la  section  co- 
nique qui  passe  par  les  cinq  autres  points  inconnus  d'in- 
tersection des  deux  courbes. 

Par  les  quatre  points  a^b^c^  d^  on  trace  les  cinq  co- 
niques qui  passent  successivement  par  chacun  des  cinq 
points  I,  a,  3,  4>  S- 

De  même  par  les  quatre  points  a ,  6 ,  c ,  J  et  les  cinq 
1',  a',  3',  4'i  5',  on  fait  passer  cinq  autres  coniques. 

En  un  des  points  communs ,  tel  que  a ,  on  mène  les 
tangentes  n  ces  deux  séries  de  cinq  coniques.  On  a  ainsi 
deux  faisceaux  de  cinq  tangentes. 

On  détermine  dans  le  plan  le  point  P,  d'où  les  cinq 
points  I,  a,  3,  4r^  ^^^  ^^^  ^^^'  ^^  faisceau  homogra- 
phique  à  celui  des  cinq  premières  tangentes  \  et  de  même 
le  point  P',  d'où  les  cinq  points  i' ,  2',  3',  4'!»  5'  sont  vus 
sous  un  faisceau  homographique  a  celui  des  secondes  tan- 
gentes. On  sait  que  le  point  P  appartiendra  à  la  première 
courbe  du  troisième  ordre  et  le  point  P'  à  la  seconde. 

Si  l'on  voulait  déterminer  une  infinité  de  points  de  ces 
deux  courbes  ,  on  ferait  passer  par  les  quatre  points  a , 
b^  c^d  une  infinité  de  coniques.  On  déterminerait  leur 
tangente  à  un  point  commun  a.  On  aurait  un  faisceau  de 
tangentes,  auquel  correspondrait  au  point  P  un  faisceau 
de  droites ,  homographique  avec  celui  des  tangentes  \ 
mais  de  même  au  point  V[  on  aurait  un  autre  faisceau, 
homographique' avec  ce  même  faisceau  de  tangentes  :  donc 
ces  deux  faisceaux  ayant  pour  sommet  les  points  P  et  P', 
seront  homographiques  entre  eux;  par  conséquent,  les 
rayons  homologues  se  couperaient  suivant  une  section 
conique  C  passant  par  P  et  P'.  Or,  d'après  la  description 
des  courbes  du  troisième  ordre  donnée'  par  M.  Chasles, 
chaque  rayon  de  chaque  faisceau  coupe  la  conique  corres- 
pondante en  deux  points  de  la  courbe  du  troisième  ordre , 
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donc  on  peut  ainsi  déterminer  un  nombre  infini  de  points 
des  deux  courbes  du  troisième  ordre;  parmi  les  points, 
se  trouvent  les  cinq  points  communs  dUntersection  de  ces 
deux  courbes  correspondant  à  cinq  coniques  communes  : 
donc  ces  cinq  points  se  trouveront  sur  la  conique  C  ci- 
dessus  qui  passe  par  les  points  P  et  P'^t  qui  contient  tous 
les  points  d'intersection  des  deux  faisceaux  dont  ces  deux 
points  sont  les  sommets. 

Ce  problème  peut  servir  à  résoudre  le  suivant  : 
Etant  donnés  les  cinq  points  ayb ,  c,  d,  e  communs 
à  deux  courbes  dti  troisième  ordre,  déterminer  les 
quatre  autres  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes. 
On  construira  :  i°  la  conique  ci -dessus  relative  aux 
quatre  points  a^b^a^d,  puis  celle  qui  est  relative  aux 
quatre  points  a^b^  c  et  e.  Ces  deux  coniques  se  cou- 
peront généralement  en  quatre  points  qui  seront  les  points 
cherchés. 


QUESTIONS  D'AGRÉGATION  AUX  LYCÉES.  OCTOBRE  1855. 


Mathématiques. 

Similitude  des  figures  planes. 

Physique. 

1**.  Galvanomètre  multiplicateur. 
2°.  Ammoniaque. 

Histoire  naturelle. 

1^.  De  la  digestion  des  mammifères. 
'i'\  Fonctions  des  racines. 
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QVKSTIOll. 
314.  Construire  la  courbe  à  équation  polaire 

et  en  donner  ad  libitum  Taire. 


SOMATWN  BIS  BHIX  SUITES 

n  =.  n  n  =  n 

«  =*  I  n  =  I 

Pab  le  p.  PEPIN,  S.  J. 


Le  P.  Riccatî,  dans  son  Mémoire  De  seriebus  summam 
algebraicam  vel  exponentialem  recipientibus,  donne  la 
somme  de  la  série 

Je  me  propose  d^exprimer  aussi  par  un  nombre  limité  de 

termes  algébriques  ou  exponentiels  la  somme  de  la  série 

plus  générale 

11  =  11 

2(fl+«- 1)*/'"-'. 


(*)  C'tfsl  le  P.  Lecoiiilu  qui  m'u  fait  connaître  celle  série  et  qui  m'a  en- 
pajîc  à  cnlrcpreiidro  IViuilo  dont  jv  donne  ici  les  principaux  ré»«« liais. 
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(1  OÙ  Ton  pourra  déduire  la  somme  des  puissances   sem- 
blables des  termes  d'une  progression  arithmétique ,  ainsi 
que  la  somme  d'une  série  analogue 

n=zn 

2[« +  „_,]« A-,  - 

11  =  1 

en  désignantavec  Vandermonde  par  [a  +  »  — 1]«  la  fac- 
torielle 

(a-^n-^i)(a'hn^z)  .,.  (a -\- n  ^  a) 

!a  et  /i  sont  entiers  et  positifs  ; 
a  et  h  sont  quelconques. 

1 .  Considérons  la  suite 

n  =  I 

En  différentiant,  nous  trouverons 

n  =  n 
n=  I 

Si  donc  nous  indiquons  par  le  symbole  [hHiY,  que  Ton 
doit  répéter  p  fois,  une  opération  qui  consiste  à  prendre 
la  dérivée  par  rapport  à  ft  et  à  multiplier  le  résultat  par  A", 
nous  obtiendrons  successivement 

Et  comme 

/•«-Hi  /.« 

X,  =  ^--f-X-+'4-... +  *•+»-' =i- i, 

•  /•  —  I 


(=»9) 

on  aura 

nz=:n 

X«  =  2(a  +  «  —  i)«  *•+»-  =  {i  D,)« 

»  =  I 

Posons  enfin 

k=h-^Ty 

h  désignant  une  constante  et  r  une  variable  infiniment 
petite;  nous  aurons  pour  la  série  proposée 

n  =  n 


=  A-  X  valeur  de  [{h  -+-  t)  D.f  (^  H- t^"-- (/i  4-t)-^ 

n  -f-  T  —  I 

pour  T  =  o. 

2.  Supposons  qu'en  développant  la  fonction 

A  —   1  -i-T 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  r ,  on  ait  obtenu 

=  A,  -h  A,  T  4-  A,T»  -h  AjT»^-. . .  +  A«t«  H- 

Désignons  par  A"'.t3«,«  la  valeur  que  prend  Fexpression 

I .2.3. . . m 
quand ,  après  avoir  effectué  les  opérations  indiquées ,  on 


(  So) 
pose  T  =  o.  On  a  évidemment 


si  m  est  plus  grand  que  a  -^  l'ëquation  obtenue  précédem- 
ment deviendra  donc 


(1)     I 


3.  Calcul  des  coefficients  At ,  A,,  As  v-*9  A». 
Supposons  d'abord  que  h  ait  une  valeur  diflférente  de 
r  uni  té,  nous  aurons 

en  posant,  pour  abréger, 

Le  coefficient  de  t'*  sera  donc  dans  ce  développement 

ni  =  /* 
m=  O 

Si  A  =  I ,  on  a 

T  I 


(3.  ) 
le  coefficient  de  r**  est  donc  dans  ce  cas 

4.  Calcul  de  la  fonction  ar„,a  définie  par  Téquation 
[/w]".A*  ^m^g^  =  valeur  de  [(h  -f-  t)Dt]".t«,  pour  t  =  o. 

En  effectuant  une  différentiation,  on  trouve 

=  {  mA.KA  4-t)  Dr]"-' .T"- -f- m  [(/i -h  T)Dr  f-' .T-jt  =  o 
On  a  donc ,  en  divisant  par  [m]'"  A"*, 

On  reconnaît  aisément  que 

d'oji  Ton  conclut 

Cette  condition  jointe  à  Téquation  (A)  définit  complète- 
ment la  fonction  a^^a  et  permet  d^en  calculer  les  valeurs 
successives.  Pour  trouver  son  expression  générale  en 
fonction  des  nombres  a  et  m ,  nous  emploierons  la  mé- 
thode des  fonctions  génératrices  de  Laplace. 

Multiplions  par  .r''  les  deux  membres  de  Téquation  (A) 
et  faisons  la  somme  des  résultats  obtenus,  en  donnant 


(3a) 
à  OL  les  valeurs  successives  i,  a,  3,...,ra,  nous  trouvons 

a  =  n  a  =  n 

2(-..«*")='«'2K.-.'"-') 

«  =  I  a  =  I 

a  =  n 

a  =  I 

ou  bien,  en  posant 

a  =  n 

«=  I 

U«  =  /wx. U«  -f-  A-.  U«-i  H-  X  [ w  cr«,,  -f-  or«-i..] 

Si  Ton  convient  de  ne  donner  à  m  que  des  valeurs  supé- 
rieures à  l'unité,  on  aura 

tïy«,i  =  o. 

On  déduira  donc  de  Féquation  précédente, 

I  —  mx         I  —  mx 
On  aura  ainsi  successivement 

Uj  = 1 

\ IX  I  —  2X 

'"^        (i-2x)(i  — 3x)"    ■' 
(i—  2x)(i—  3jr)(i—  4^)' 

(i — 2jr)(i— 3x)  .  .  .{i  —  wîx)"' 


(33) 
F  (x),  F,  (x) ,.. .,  /  {x)  désignant  des  fonctions  entières 
de  la  variable  x.  D'ailleurs  la  condition  cari^oc  =  <   nous 
donne 


U,  =  JC  -h X»  4- . .  .•+■  Jc«  = : 

I— X       I — jt' 

on  aura  donc  définitivement 

"      (i  —  x)  (i — 2t)  (i — 3x)...(i — mx)' 

F  (x)  étant  une  fonction  entière  de  x.  Cette  équation 
étant  identique  par  rapport  à  x,  le  coefficient  n^,»  de 
x«  dans  U^  doit  être' égal  au  coefficient  de  x*  dans  le  se- 
cond membre.  Or  si  nous  supposons  n  ^  a ,  ce  coefficient 
ne  dépend  que  de  la  fraction 


(i  —  x)(i  —  2x)  4 . .  (i  —  mx) 
r,  c,  Cp 


I  —  X       I  —  2x  I — px  I  —  mx 

On  aura  donc 

Pour  déterminer  la  constante  Cp ,  multiplions  par  i  — px 
les  deux  membres  de  l'équation  précédente  et  faisons 

I 
x  =  -, 

P 

nous  trouvons 

"^•(-r)(-;)-(-¥)(-'T)-(-T)' 
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(4) 


(34) 
d'où 


[p-i?-['»-pr-^ 


et,  par  suite, 


p=« 


p=i 

(m  —  i)"    '  -H  ^ ^ '  (w— 2)"    '  — . 

I  1.2^' 


1.2.3. 


5.  Les  formules  (i),  (2),  (3)  et  (4)  donnent  la  solu- 
tion complète  du  problème  propos».  Pour  une  valeur 
quelconque  de  h ,  différente  de  l'unité,  on  aura 


2  («+"-')"•*-' 


m  =  a  111  =  m 

A  — 1  2à 


[pf./l'*.(l—  h)'"-f' 


/A=0 


/l 


Si,  dans  le  cas  où  A  =  i,  on  remplace  a  par-  et  qu'on 

multiplie  les  deux  membres  par  r«,  on  aura  la  somme  des 
puissances  semblables  des  termes  d'une  progression 
arithmétique  dont  le  premier  terme  est  a  et  dont  la  rai- 
son est  r  : 


(35) 


a'  +  {a  +  r)*  +  {a  +  7.rf  -+- .  .  .  -f-  [a  -f-  («  —  i)V]' 


m  -f-  I 


=-2 

—    I     .  V    M  ■  f'W l)f/W— 2)    ,  \/y-_.l  I 

I       ^  '  1.2 


1.2.3...  (m  —  1) 

Cette  formule  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par 
M.  Puiseux  dans  le  XI°  volume  du  Journal  de  M.  Lîou- 
vîllc. 

Toutefois  l'expression  générale  (4)  de  la  fonction  cy^^^ot 
est  fort  mal  appropriée  au  calcul.  Le  plus  simple,  dans 
les  applications,  sera  de  former  pour  cette  fonction  un 
triangle  arithmétiquç,  analogue  à  celui  de  Pascal  pour 
les  coefficients  binomiaux.  En  voici  un  pour  les  dix  pre- 
mières puissances  : 


a  :=  1    a   5 

4 

^67 

8   9  10  1 

3 

4 
5 

6 

7 
8 

9 
10 

I 

I 
3 

I 

I 

I 

3i 

90 
65 
i5 

1 

63 
3oi 
35o 
140 

ai 

1Q7 

966 
1701 
io5o 

266 
28 

I 

I 

7 
6 

1 

i5 

10 

1 

255 

3035 

7770 
6951 

5ii 

9330 
34105 

4a525 

2646 

22827 

462 

19980 

I 

36 

750 

45 

1 

(38) 
ou  obtient  la  sumiue  cherchée 


n=  I 

Si  /i  =  1 ,  cette  formule  donne  le  résultat  coqnu 

n  =z  n  I 

a  -+-  I 

n=  I 

7.  On  peut  obtenir  sous  d'autres  formes  Texpression 
de  la  fonction  cy,„,a«  En  eflel,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

:F(x), 


(i  —  x)(i —  2x)..  .(i  —  mx) 


C7,i,,a  ^'sL  le  coeilicient  de  x*  dans  le  développement  de 
x"*.F  (x)  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x: 
ou  aura  donc  autant  de  manières  de  Fobtenir  qu'il  y  a  de 
manières  d'eflectuer  le  développement  de  x^.F  {x). 

Or  si  nous  désignons  généralement  par  ^„  la  somme 
des  produits  n  k  n  des  nombres  i,  2,  3 ,.••)  'tz,  nous  au- 
rons 

(I  —  x)  (i — 2-r)(i —  3x)  ...  (i —  mx) 

=  I  — piX  -+-/>ix' — />3X*+y»4X*  — .  .  .db/?«x*=  I  —  X 

vu  posant 

PiX^ptX^'^p.x^  — .    .ip/»^ar-'=X. 

Ou  aura  donc 

F  (x)  =:=  — ^.  =  I  4-  X  -h  X^  4-  X*  -h  X*  +  .  .  . 

=  I  -h  PiX  -\-  {p]-'p')x'  -^  {p'^—^p^p,-^  Pi)  X^  -h  '  ' 


m  im  -hi) 
m  .  — ^ ^1 

2 


(39) 
et ,  par  suite , 

C'a,*  =^  ï  >                      ^m,m-^\  ^Pu 
CT«,a-H  =P\—  Py       «»iii,«+8  =/>!  —  ^P\P%  -^Pi  } 

D'ailleurs 

m=  I 

m  =m 

2/iï(/w—  n 
m.  ^— ), 

2  «71  /w(/ll  —  l) 

En  appliquant  la  formule  générale  , 

m  =  m 


2t».i-=iiî^, 


m  =  a 

on  trouve 


2i/w(//i—  i)(/n  — a)  I 

j— i ^ i^m(m--'i)^ 

m=z2 
■~      2.4      "^         3  24 

m  =  3 

_  [m  +  i]'   ,  [/«  +  !?       [/»-■?   .    [m  +  ■]' 
~      48      "^       lo      "^       i5      "*■       4     " 

(«1  4-  i)'  mi'. {m  —  i)(««  —  2) 

-  p 


(4o) 

On  aura  par  suite 

m  (m  4-  i)(mH-a  )(3m  -¥-  i) 

Vîm.m^  —  ^ » 

_iyi'(/«-f-  i)'(j»4-2)(/it-4-  3) 

48 


Om 


Eu  comparant  ces  valeurs  de  €i«,»,,  ïym,m+i>  C7i»»«»fii 
cT,„,m4.s , .  •  -  9  ^^^  celles  que  fournit  la  formule  (  4  )  9  on  ob- 
tient les  relations  données  par  M.  Puiseux  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité. 

On  reconnaît  aussi  que  o^^k  =  o  si  m  est  plus  grand 
que  a.  On  a  donc  ce  théorème  : 

m  désignant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque^ 
si  n  est  un  nombre  entier  et  positif  plus  petit  que  m  —  i , 
on  a  la  relation 

mn (m—  i)"-f-^ ~ ^(w— 2)«— ...±i=o 

I      ^  1.2' 


SUR  LES  SECTIONS  CIRCULAIRES  DO  TORE 

et  dfs  sirbces  de  révolition  âlgébriipes  d'ordre  qielcoiyie; 

Pa&  m.  breton  (de  Champ), 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

J'ai  eu  la  curiosité  de  rechercher  par  l'analyse  toutes 
les  sections  circulaires  du  tore.  On  sait  que  M.  Yvon  Vil- 
la rceau  en  a  trouvé  pour  ces  surfaces  qui  ne  sont  ni  des 
parallèles^  ni  des  méridiens.  Tai  reconnu  que  ces  sections 
sont  les  seules  de  ce  genre  que  Ton  puisse  trouver  pour  \v 
tore,  et  que,  parmi  les  surfaces  algébriques  de  révolution 


(  4i  ) 

à  équation  irréductible  d^nadegré  supérieur  au  quatrième, 
aucune  n'admel  des  sections  circulaires  obliques  à  Taxe, 
ni  même  des  sections  planes  dont  Tordre  soit  inférieur  à 
la  moitié  du  nombre  qui  marque  le  degré  de  Téquation 
de  la  surface.  Cette  proposition  peut  être  démontrée  assez 
simplement  comme  il  suit. 

Lorsqu'une  surface  de  révolution  admet  une  section 
circulaire  qui  n'est  pas  un  parallèle,  cette  section,  en 
tournant  autour  de  l'axe,  engendre  nécessairement  la 
surface  elle-même.  Soit  donc  une  circonférence  tournant 
autour  d'un  axe  situé  d'une  manière  quelconque  par  rap- 
port à  elle.  Je  prends  pour  axe  des  coordonnées  l'axe  de 
révolution  et  deux  autres  droites  perpendiculaires  entre 
elles  situées  dans  le  plan  de  la  circonférence  décrite  par 
le  centre  du  cercle  mobile.  Parmi  toutes  les  positions  de 
ce  cercle,  je  choisis  celle  où  la  trace  de  son  plan  sur  le  plan 
des:c)'  est  parallèle  à  l'axe  des^.  Cela  posé,  j'appelle  a, 
j3  l'absbisse  et  l'ordonnée  du  centre ,  p  le  rayon ,  et  y  l'in- 
clinaison du  plan  du  cercle  sur  celui  des  xy.  Ce  cercle 
résultera  évidemment  de  Tintersection  de  la  sphère  qui  a 
pour  équation 

(i)  (a:-a)»-h(r-p)'-+-*^  =  p' 

avec  le  plan  qui  a  d'autre  part  pour  équation 

(2>  z  =  (j:  — a)  tangy; 

X  étant  le  rayon  d'un  parallèle  quelconque  de  la  surface 
décrite ,  on  aura 

(3)  X^^x'-^jr'- 

Si  donc  on  élimine  xei  y  eijtre  ces  trois  équations,  la  re- 
lation entre  X  et  ^  que  l'on  obtiendra  sera  l'équation  de 
la  section  méridienne  de  la  surface. 

A    cet  effet,  je  développe  les  deux  carrés  de  l'équa- 


(4M 

lion  (i) ,  je  remplace  x*  -h^*par  X*etx  para  H 

ol  il  vient 

et ,  par  suite , 

\       tangy/       4p»L  tangf  »^     ^J 

Cette  équation  est  du  quatrième  degré ,  et  lorsqu'on  y 
remplace  X*  par  x*  -4-j'*  pour  avoir  celle  de  la  surface, 
son  degré  ne  change  pas ,  de  sorte  que  la  surface  dont  il 
s'agit  est  du  quatrième  ordre,  de  même  que  sa  section  mé- 
ridienne. On  voit  par  là  que  si  une  surface  de  révolution 
d'un  ordre  n  supérieur  au  quatrième  admettait  une  sec- 
tion circulaire  qui  ne  fût  pas  un  parallèle,  le  premier 
membre  de  son  équation 

F(x,7,  «)  =  o, 

supposée  mise  sous  forme  rationnelle  et  entière,  serait 
divisible  par  un  facteur  tel  que 

tangç;^4p«L         ^  tongy         ^P       PJ 

ce  qui  est  la  seconde  partie  de  la  proposition  énoncée  ci- 
dessus. 

Plus  généralement,  si  au  lieu  de  Téquation  (i)  nous 
en  considérons  une  de  degré  n , 

et  que  nous  Ja combinions  avec  Téquation  (a) ,  nous  au- 
rons une  courbe  de  degré  n ,  laquelle  tournant  autour  de 
Taxe  des  z  engendrera  une  surface,  et  en  éliminant  x  et 
y  à  Taide  de  Téqualion  (3) ,  on  aura  Téquationde  la  sec- 


(43) 
tion  méridienne  de  cette  surface.  Or  f  étant  du  degré  n  , 
la  substitution  de  ^X'  —  x*  au  lieu  de' /donnera  une 
équation  au  plus  du  degré'  2/1  après  la  disparition  des  ra- 
dicaux. D'ailleurs  le  degré  ne  s'élèvera  pas  en  faisant  en- 
suite 


X  =  a  -f- 


tangf 


donc  la  section  méridienne  sera  t<fut  au  plus  de  l'ordre  2  n . 
Et  comme  cette  élimination  n'introduit  évidemment  que 
des  puissances  paires  de  x ,  il  en  sera  de  même  de  Tordre 
de  la  surface.  Donc,  toute  section  faite  dans  une  surface 
algébrique  de  révolution  à  équation  irréductible  par  un 
plan  oblique  à  Vaxe  est  d'un  ordre  égal  à  la  moitié 
au  moins  du  degré  de  l'équation. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  examiner  quelles  sont  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  données  a,  |3^  p  et  f 
pour  que  la  surface  décrite  soit  un  tore,  et  par  là  nous 
connaîtrons  toutes  les  sections  circulaires  que  le  tore  ad- 
met. Développons  l'équation  (4)  ^  elle  devient 

^  '       tang  ç  ^  ^ 

(H  son  premier  membre ,  si  la  surface  est  un  tore,  doit 
être  divisible  par  un  facteur  de  la  forme 

(X  — R)»-f.(«  — c)»  — r>, 

car  en  égalant  ce  facteur  à  zéro ,  on  a  une  circonférence 
de  cercle.  Mais  il  doit  être  divisible  en  même  temps  par 


(  46  ) 
d'où 

R'  =  p»,     c=o,     r'=R»sin'tp, 

Cette  solution  donne  précisément  le  système  de  scc« 
tions  circulaires  découvert  par  M.  Yvon  Villarceau ,  et 
on  voit  en  même  temps  que  le  tore  n*en  admet  pas  d'au- 
tres. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  308^ 
Pa»  m.  combescure. 

Professeur  au  lycée  de  Bourges. 

Inscrire  dans  un  arc  de  section  conique  trois  cordes 
consécutives  formant  trois  segments  équivalents. 

(Chasles.) 

1°.  Parabole,  L'équation  de  la  parabole  rapportée  à 
son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet  étant 

un  segment  correspondant  aux  points  (xj,  /i),  {^t^yt) 
aura  pour  expression 

(a:,  —  j:,)  (7,4-j,)       2 


OU 

3^,r. 

2 

jx.r. 

g  (*./,-« 

y.)  +  ^i'< 

r.  — /.x,) 

> 

ou, 

à  cause  de  l'équation  de  la  parabole, 

^p    i 

3        ^^< 
3 

/ 
\ 

(r. 

1 
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Donc  si  Ton  veut  inscrire  dans  un  arc  de  parabole  n  cor- 
des saccessives  donnant  lieu  à  n  segments  égaux,  il  suffira 
de  diviser  la  partie j^rt^.! — j  de  Taxe  desj^,  qui  représente 
la  projection  de  Tare,  en  7i  parties  égales,  et  de  mener  des 
parallèles  à  Taxe  par  les  points  de  division.  La  jonction 
successive  des  points  où  ces  parallèles  coupent  la  para- 
bole donnera  lieu  aux  segments  demandés. 

2®.  Hyperbole.  On  peut  se  borner  à  l'hyperbole  équi- 
latère,  sauf  à  transporter  la  solution  à  une  hyperbole  quel- 
conque au  moyen  d'une  projection  cylindrique.  Soit  donc 

l'équation  d'une  pareille  hyperbole.  Un  segment  a  pour 
mesure 

' — :; — -'(ra+r.)  — «Mog--, 

X, ,  j-i ,  Xt ,  yt  désignant  les  coordonnées  des  extrémités 
de  l'arc.  D'après  l'équation  de  l'hyperbole,  cette  expres- 
sion peut  s'écrire 

I     .r,  Xt  Xi)   . 

OU 

flî  ? log—  . 

Donc ,  si  Ton  considère  n  segments  successifs  et  que  ï  on 
pose 

Xi         X^  Xi  ^n-t-i  * 


d'où 


'9 
X,         X,         JTj  Xn  m 


2*'  —  m"  -^^  =  o , 

Xt 
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tous  les  segments  dont  il  s'agit  seront  équivalents.  On 
voit  que  la  division  d^un  arc  en  n  parties  répondant  k  n 
segments  équivalents ,  revient  à  l'insertion  de  n  moyens 
proportionnels  entre  les  abscisses  extrêmes  Xi  et  x,^i. 
On  reconnaît  d'ailleurs  tout  de  suite ,  sur  la  figure ,  que 
le  mode  de  division  est  unique.  Dans  le  cas  de  n  =  3 , 
en  écrivant  x  pour  z ,  on  aura  à  résoudre  l'équation 


OU ,  en  posant 

— ="' 

à  chercher  Tintersection  de  la  parabole 

of*  =  mjr 
et  de  rhyperbole  donnée 

Quant  à  m,  on  prendra  la  quatrième  proportionnelle 

axt 
ûi  =  —  ï 

puis  la  moyenne  proportionnelle 
m'  =  aoi . 

Si  a  désigne  l'abscisse  du  point  d'intersection  de  la  para- 
bole auxiliaire  avec  l'hyperbole  donnée ,  on  aura  par  des 
quatrièmes  proportionnelles, 

ax,  ax, 

Xt  := 1       J^a  =  ^—  • 

m  m 

3^.   Ellipse.  L'équation  delà  courbe  étant 
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si  Ton  décrit  un  cercle  sor  le  grand  .axe  comme  diamètre, 
les  ordonnées  Y, ,  Yt  qui  répondent  sur  ce  cercle  aux 
abscisses  Xi ,  Xt  des  poînts^(a:i ,  j^i) ,  (x^ ,  y, )  de  Tellipse 
déterminent  avec  Taxe  du  cercle  correspondant  et  Taxo 
des  X  une  aire  qui  est  Taire  elliptique  homologue  dans 
le  rapport  de  a  à  & .  En  désignant  par  (fi ,  f  i  les  angles 
que  les  rayons  du  cercle  relatifs  aux  deux  extrémités 
de  l'arc  circulaire  font  avec  Taxe  des  y^  Taire  elliptique 
dont  il  s^agit  aura  donc  pour  expression 

^r  ,/  V      û»  .    ,  ,      Y,^Y,, 

c'est-à-dire 

Le  segment  elliptique  a  donc  pour  expression  de  sa  me- 


sure 

ab 


[(?»—  ?i)-^«n(f>  — ?.)!• 


Donc,  si  Ton  veut  diviser  un  arc  d'ellipse  en  n  pariic» 
telles,  que  les  segments  correspondants  soient  égaux ,  il 
suffira  de  prendre,  attendu  que  le  mode  de  division  est 
unique , 

c'est-à-dire  qu'il  faudra  diviser  en  n  parties  égales  Tare 
de  cercle  déterminé,  comme  il  a  été  dit,  par  les  ordonnées 
extrêmes.  Les  perpendiculaires  à  Taxe  des  x  menées  par 
les  points  de  division  détermineront  sur  Tare  elliptique  les 
points  dont  la  jonction  successive  donnera  la  solution  dv 
la  question.  Dans  le  cas  de  n  =  3 ,  la  trisection  de  Tangic 

Ànn.  (U  Mathémai,,  t.  XV.  (Février  i8f»6  )  4 


(5o) 
pent  se  faire,  comme  on  sait,  de  diverses  manières  par 
Tîntersection  de  coniques*  Je  ne  m'arrêterai  pas  là-des- 
sus. 


NOUVELLE  lABilfiRK  DÉVALUER  LAIRB  D'DR  TRIANGLE 
SUR  LE  TERRAIN; 

Pak    m.    BAILLY, 

Professeur  k  l'Institution  Barbet. 

Menons  du  sommet  Â  d*un  triangle  ÂBC  deux  obliques 
AD ,  AE  au  côté  opposé  BC ,  chacune  faisant  avec  ce  côté 
un  angle  de  60  degrés.  Le  triangle  équilatéral  ADE  ayant 
même  hauteur  que  le  triangle  ABC ,  on  a 

BC 
aire  ABC  =  ■=-=_  •  aire  ADE. 

Prenons  pour  uuité  de  surface  Faire  du  triangle  équila-- 
téral  qui  a  pour  côté  l'unité  de  longueur ,  alors 

aire  ADE  =  DE, 

^c'est-à-dire  autant  il  y  a  d'unités  dans  DE\  autant  Taire 
ADE  renferme  d'unités  superficielles;  donc 

aire  ABC  =  BC. DE. 

A  Taide  d'une  équerre  d'arpenteur,  de  forme  hexago- 
nale, il  est  facile  de  trouver  sur  le  terrain  les  points  D  et 
E  ;  sur  une  telle  équerre ,  on  peut  pratiquer  des  rainures 
formant  des  angles  de  90  et  de  60  degrés  ;  après  avoir  n&e- 
sure  et  jalonné  la  base  BC,  on  marchera  avec  Téquerre 
en  partant  de  B,  une  des  rainures  étant  constamment  di- 
rigée vers  C,  et  on  s'arrête  lorsqu'à  travers  la  rainure  de 


(  5.  ) 
6o  degrés  on  apercevra  le  sommet  A  -,  on  jalonne  ainsi  le 
point  D,  et  de  même  le  point  E.  Après  avoir  mesuré  DE, 
le  produit  BC.DE  indique  le  nombre  de  fois  que  Taire 
ABD  contient  Taire  du  triangle  équilatéral  pris  pour  unité 

<le  surface  -,  celle  dernière  est  égale  à  -7-  \  donc 
aire  ABC  =^- BC.DE. 

4 

Ce  produit  donne  le  nombre  de  mètres  carrés ,  si  le  mètre 
est  Tunilé  de  longueur.  Après  avoir  jalonné  le  point  D, 
ou  peut  se  servir.de  Tangle  de  90  degrés  de  Téquerrt? 
et  jalonner  le  point  F,  d'où  Ton  aperçoit  A  sous  Tangle  de 
90  degrés  j  alors 

DF  =  i  DE 

2 

et 

aire  ABC  =  — BC.DF. 

2 

Par  cette  méthode  ,  on  n*a  pas  besoin  de  se  transporter 
au  point  A ,  et  Ton  peut  trouver  Taire  du  triangle  ABC 
lorsque  le  point  A  <^st  inaccessible. 

Note  du  Rédacteur,  Ce  procédé  est  annoncé  d^une 
manière  singulière  dans  un  recueil  qui  fait  autorité  dans 
la  science  :  «  M.  Bailly  présente  des  considérations  sur  la 
»  mesure  des  surfaces  et  sur  V erreur  dans  laquelle,  sui- 
»  vant  lui ,  les  géomètres  seraient  tombés  â  cet  égard.  )» 
(Comptes  rendus,  t.  XLI,  i855,  p.  io63.) 

On  peut  faire 

ADE  =  45"; 
aloi*s 

AF  =  DF 
et 

aire  ABC  =  1  BC.DF. 


(54)     • 
r origine,  et  supposons  que  Von  ait  tracta  une  leiunîscatc 
dans  le  plan  des  xy  eu  prenant  pour  ligne  focale  le  dia- 
mètre dirigé  suivant  Taxe  des  x.  Cette  courbe  sera  re- 
présentée par 

(2)  a  =  o. 

Pour  obtenir  la  projection  stéréographique  de  cetie 
courbe  sur  la  sphère,  il  faut  imaginer  un  cône  dont  le 
sommet  serait  le  pôle  du  grand  cercle  sur  lequel  on  a 
tracé  la  lemniscatc  et  dont  la  directrice  serait  cette  courbe 
elle-même. 

La  génératrice  de  ce  cône  dont  le  sommet  est  le  point 
2=  —  a,  a:  =  o,y=;o,  aura  des  équations  de  la  forme 

(3)  xz=:my^ 

(4)  (2-hû)  =  /ir. 

Eliminant  x,  j,  z  entre  les  quatre  équations  précédenlos, 
nous  obtenons  la  relation  qui  doit  exister  entre  m  et  n 
pour  que  la  génératrice  s*appuic  sur  la  directrice. 
On  a  ainsi 

(5)  (m«  -h  i)'  =  (m'—  \)în'n\ 

Si  maintenant  nous  éliminons  entre  les  équations  (3) , 
(4))  (5)  les  quantités  m  et  n  qui  seules  particularisent 
la  génératrice,  la  relation 

(6)  (x«-f-r'r  =  («H-'')'{^'-/'), 

à  laquelle  nous  parvenons,  sera  Téquation  du  cône.  D'ail- 
leurs la  sphère  est  représentée  par 

(7)  J-'  4-r'-H2'  =^''. 

I/ensemble  de  ces  deux  équations  (6),  (7)  représente 
donc  la  projection  slércographiquedclalcmuiscalc  donnée. 
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Cherchons  maintenant  la  projection  de  Pinteraection 
des  deux  surfaces  sur  le  pian  des  ^.  Il  faut  alors  élimi- 
ner X  entre  les  équations  (6)  et  (7) ,  ce  qui  conduit  à 

2  (z-4- a )»  (  —  «' -H  «s  — /«)  =  o, 

c^est-à-dire ,  d'une  part ,  le  point 

♦     a  =  — fl,     ar  =  o,     y^Q 

qui  est  le  sommet,  et,  d'autre  part,  le  cercle 
•  s»  -^  7»  —  as  =  o. 

11  faut  maintenant  chercher  Paire  de  la  partie  restante 
de  rhémisphère  lorsqu'on  enlève  la  portion  qui  est  inté- 
rieure à  la  courhe  d'intersection  des  deux  surfaces.  Con- 
sidérons seulement  la  portion  de  sphère  située  dans 
Tangle  des  coordonnées  positives.  La  projection  sur  le  plan 
zojr  de  Taire  cherchée  est  la  surface  du  quart  de  grand 

cercle  moins  le  demi-cercle  de  rayon  -• 

Pour  simpliGer  les  calculs,  nous  ferons  usage  des 
coordonnées  polaires  dans  le  plan  des  zoy  en  prenant 
Porigine  pour  pôle. 

Le  cercle  de  rayon  -  est  alors  représenté  par  le  sys- 
tème 

X  =  o ,     r  =  fl  cos  0 , 

çt  on  a  de  plus 

d*après  Péquation  de  la  sphère. 

Considérons  dans  la  projection  sur  le  plan  zoy  de  Paire 
que  nous  cherchons  un  élément  superGciel  du  second 
ordre  rdrdO^  on  r  représente  la  distance  à  Porigine.  Cet 
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clément  est  la  projection  d'un  élément  de  la  surface  sous 
un  angle  égal  à  celui  que  forme  le  plan  des  zy  avec  le  plan 
tangent  à  la  sphère  au  point  déterminé  par  la  position  de 
Télément  considéré.  Donc,  en  divisant Télément  rdrdO 
par  le  cosinus  de  cet  angle,  nous  aurons  l'expression  de 

rélément  même  de  la  surface.  Or  ce  cosinus  est  ici  - 

a 

ou ;  il  suffit  donc  de  calculer 


Si  Ton  attribue  d'abord  à  6  une  valeur  constante ,  on 
aura  alors  un  élément  d'un  secteur,  et  faisant  la  somme  de 
pareils  éléments  depuis  r^=:a  cos  9  jusqu'à  r  =  a ,  et  in* 

tégrant  de  9  =  o  à  Oz=-,  on  aura  Taire  totale.  On  a 

successivement  dans  ce  double  calcul 


et 


■X 


a  I      sïnBdBsrza*, 


Ainsi  dans  le  quart  de  l'hémisphère  l'aire  cherchée  est 
a*  ;  donc  dans  Thémisphère  entier  elle  sera  4 a*  ou  le 
carré  du  diamètre  de  la  sphère. 

c.    Q.    F.   D. 

L'analogiede  ce  problème  avec  celui  de  la  voûte  cai*- 
rable  de  Viviani  est  évidente.  Yiviani  traçait  deux  cercles 
sur  les  rayons  OA ,  OA'  comme  diamètres,  puis  il  consi- 
dérait ces  cercles  comme  bases  de  cylindres  dont  les  géué- 
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ratrices  étaient  parallèles  à  oz.  Ces  cylindres  enlevaient 
à  chaque  hémisphère  une  portion  de  la  surface  sphérique  \ 
la  partie  restante  était ,  comme  ici ,  égale  à  4  a**  Les  pro- 
jections de  Tintersection' dés  cylindres  et  de  la  sphère 
sur  les  plans  de  coordonnées  étaient  les  mêmes  que  les 
projections  de  la  courbe  que  nous  avons  obtenue  ici , 
mais  elles  se  présentaient  différemment.  Ainsi  sur  le  plan 
des  zx  on  trouve  dans  la  question  que  nous  avons  traitée 
la  parabole 

X*  -f-  «r —  fl'  =  o, 

et  dans  Tautre  la  même  parabole  dont  le  sommet  a  tourné 
de  90  degrés , 

*'  4-  ox  —  a*  =  o . 

Sur  le  plan  des  x^dans  le  problème  de  Viviani  on  trouve 
le  cercle  r  ==a  cos  0  qui  est  la  projection  sur  le  plan  zoy 
de  la  courbe  que  nous  avons  obtenue  ici  ;  et  enfin  cette 
même. ligne  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  la 
courbe  qui  est  la  projection  de  la  fenêtre  de  Viviani  sur 
le  plan  zoy.  Cette  courbe  est  représentée  par  Féquation 

z*  —  a*  r*  H-  û*^'  =  o. 

Elle  offre  un  nœud  à  Torigine  et  rappelle  lalemniscate 
par  sa  forme  générale.  L'aire  de  cetie  projection  est  égale 

a  ^  a*,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  d'après  son 

équation. 

Connaissant  la  solution  du  problème  de  Viviani,  on 
pouvait  vérifier  immédiatement  le  théorème  énoncé^  car 
la  projection  stércographique  de  la  lemniscate  est  repré- 
sentée par 

(i)  4?» -4-7' -f.  r-^  =  fl% 
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et  la  fenêtre  de  Viviani,  en  supposant  les  génératrices  des 
cylindres  parallèles  à  ox,  est  donnée  par  l'équation 

(3)  jr»^r»— az  =  o 

jointe  à  Téquation  (i). 

Or,  en  éliminant  x  entre  les  équations  (i)  et  (  a)  ,  on 
trouve  précisément  l'équation  (3).  Donc  la  projection 
stéréographique  de  la  lemniscate  n'est  autre  chose  que  la 
fenêtre  de  Viviani ,  puisque  ces  deux  courbes  se  trouvent 
représentées  par  les  mêmes  équations.  Mais  nous  avons 
préféré  donner  une  solution  directe  du  problème. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DB  LA  QUESTION  296 

{TOir  l.  XIV,  p.  BO); 

Pae  m.  poudra. 

Étant  donnés  sur  un  plan  A  sept  points  désignés  par 
a ,  by  c,  «i,  e,  /,  ^  et  sur  un  autre  plan  A'  sept  autres 
points  a\b'^c\  d\  e\f\g\  correspondanu  respective- 
ment aux  premiers  :  on  demande  de  trouver  dans  chacun 
de  ces  plans  A  et  A'  un  point  P  et  P'  tels,  que  le  faisceau 
formépar  les  sept  rayons  Pa,  Pft ,  Pc,  P<i,  Pe,  Py,  P^ 
soit  bomographique  avec  le  faisceau  formé  de  même  par 
les  sept  rayons  P'a',  P'  h\  P'c',  P'rf',  P'e',  P'/',  P'^'. 

Considérons  d^  abord  les  six  points  a^byC^d^e^fex.  les 
points  respectivement  correspondants  a\b\c\  d\  e\J\ 
et  cherchons  les  lieux  des  points  p  et  p'  qui  dans  les  deux 
plans  A  et  A'  sont  tels,  que  les  six  rayons  pa^pb^pc^  pii^ 
pc ,  ]tf  forment  un  faisceau  bomographique  à  celui  des 
rayons  p' a'^p'b*^  p' c\  p' d' ^  p'^'iP'/^^  ces  lieux  saut 
des  courbes  du  troisième  ordre  passant  chacune  par  les 
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six  points  donnés,  comme  l'a  démon trc  analytiquement 
M.  Abadie(i.XlV,p.  142). 

Transformons  la  figure  A'  en  une  autre  figure  homo- 
graphique  située  sur  le  plan  A  cl  telle,  qu  aux  quatre 
points  a',  6',  c^  d^  de  cette  figure  correspondent  les  qua- 
tre points  a,  6,  c,  c?  de  la  première.  Les  deux  autres 
points  e\f  deviendront ,  dans  cette  transformation ,  deux 
points  e, ,  f\  situés  sur  le  plan  A.  Si  Ton  joint  alors  par 
des  droites  les  deux  points  tt  et  c,  et  ceux/* et  f\^  le  point 
/)(  d'intersection  de  ces  deux  droites  sera  bien  tel,  que  les 
six  droites  P\a^P\h  ^pxC^p^d^p^e^px  /formeront  un 
faisceau  homographique  avec  celui  qui  est  formé  par  les 
droites /7|  a,  pib^  piC,  ptd^p^  e\^pi  f\  puisqu^ilis  sont 
superposés.  A  ce  pointai  de  la  figure  A  correspondra  dans 
1.1  figure  A'  un  point  p'qui  sera  donc  un  des  points  de  la 
courbe  cherchée.  Or,  comme  on  a  deux  couples  de  six 
points ,  on  peut  faire  la  transformation  ci-dessus  de  quinze 

'  manières  différentes.  On  aura  donc  ainsi  quinze  points 
de  chacune  des  courbes  cherchées  et  qui  en  outre  passent 
respectivement  par  les  six  points  donnés,  ce  qui  fait  en 
tout  vingt  et  un  points.  Mais  en  nous  aidant  de  ce  prin- 
cipe que  la  courbe  est  du  troisième  ordre,  il  suffira  dVn 
déterminer  trois  par  cette  méthode,  ce  qui,  avec  les  six 
points  donnés,  formera  neuf  points  avec  lesquels  on 
pourra  construire  chacune  de  ces  courbes  par  une  des 
belles  méthodes  données  par  M.  Chasles. 

On  construira  de  même  deux  autres  courbes  du  troi- 
sième ordre  lieu  des  sommets  des  faisceaux  homographi- 
ques passant  par  les  six  points  a^  b ^c^  dy  e  el  g  qX  par 
les  points  correspondants  a\  V  ^c\  d\  e\  ^. 

Les  points  d'intersection  des  deux  courbes  du  troisième 

'  ordre  situés  dans  le  plan  A  et  ceux  respectifs  dans  le 
plan  A'  seront  les  points  cherchés  tels,  que  le  faisceau 
passant  par  les  sept  points^,  A,r,  //,  /?,/',  ^  de  la  fi- 
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gure  A  sera  homographique  à  celui  de  la  figure  M  pas- 
sant par  les  sept  points  respectifs  a\  b\  c\  d\  e\f'^^'. 
Les  deux  courbes  du  troisième  ordre  de  chacjue  plan 
ont  dëjà  cinq  points  communs  a,  6,  c,  r/,  e  et  a',  i\ 
c' ,  rf',  e'  ;  comme  elles  se  coupent  en  neuf  points ,  il  n'eu 
reste  que  quatre  pour  la  solution  de  la  question.  Or  comme 
d'après  M.  Chasles  il  ne  doit  y  avoir  que  trois  solutions, 
il  faut  qu'il  en  existe  encore  une  étrangère  à  la  question. 


THËORfiMB  SBGMBNTAIRB  SUR  LB  TRIANGLB; 

Pae  m.  MâNHEIM, 

Officier  d*artiilerie. 

i ".  Soit  ABC  un  triangle  rectiligne  \  par  un  point  inié- 
rieurD,  menons  les  droi  tes  D  A,  DB,  DCet  prolongeons  cha- 
cune jusqu'au  côté  opposé  ;  soient  a ,  a  '  les  deux  segments 
formés  eu  D  sur  la  droite  venant  de  A  5  de  même  b  et  V^ 
c  et  c'.  Si  l'angle  ADB  est  droit  et  si  Ton  mène  par  Dune 
droite  transversale  AIN  perpendiculaire  a  CD,  et  soient 
oL ,  a!  les  deux  segments  de  cette  transversale  formés  au 
point  D,  on  aura 

a*\  Toute  sphère  tangente  à  la  surface  enveloppe  d*uno 
sphère  tangente  à  deux  plans  et  à  une  sphère  donnée, 
touche  cette  surface  suivant  une  circonférence  ou  la  coujm' 
suivant  deux  circonférences.  Lorsque  les  deux  plans  sout 
parallèles,  la  surface  enveloppe  est  un  tore,  et  dans  it 
cas,  lorsque  la  sphère  langeutr  devient  im  plan,  on  a  It 
ihcorèmc  de  M.  Villarccau. 
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SIR  LES  QUBSTiONS  311  BT  3«2 

(▼0lrl.XlV,p.  l8S)i 

Par  m.  BRIOSCHI. 


SoieDt 

les  équations  des  côtés  successifs  d'un  hexagono^  en  sup- 
posant que  chaque  point 

Oi  soit  déterminé  par  r:=z  p=z  o, 
flfj  —  r  =  «f=  o, 

Oi  —  tf  =  *  =  o , 

tf,  —  J  =  P  =  0, 

a»  —  f  =  jv  =  o , 

et  en  choisissant  convenablement  les  constantes  a,|3,  y, 
â ,  Téquation 

a  rj/ -I- p  ttpr -h  7  rf w -H  ^  tt(»ir  z=  o 

représentera  une  ligne  du  troisième  ordre  qui  passe  par 
les  neuf  points  ai ,  At ,  a^^,,.,  a,. 

L'équation  d'une  conique  C.  menée  par  les  points  a, , 
as ,  ^s ,  04 ,  ai  sera 

C-  =  {ii9)i  rs  —  (  rs)i uif=zo, 

(/*5)«  étant  la  valeur  de  rs  correspondante  au  points,,  et 
(ui^)i  la  valeur  correspondante  de  uu.  Mais  si  le  point  a,- 
est  situé  sur  la  ligne  du  troisième  ordre ,  on  aura  iden- 
tiquement 
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et ,  par  conséquent , 

Ci=z{(xii  H-  y'(*^i)rs  -+-  (p/,  -h  Jiv,)  ttv  =  o. 

Le  rapport  anharmonique  des  polaires  d'un  point  quel- 
conque relativement  aux  coniques  Cs,  C«,  €?>  Ct  sera 
donc 


?  = 


(fv^r,  —  fv,rj)(«'gfj  — iv^r,)  ' 


Wi  est  la  valeur  de  ti^  en  y  mettant  les  coordonnées  du 
point  ai  et  ainsi  des  autres ,  ëvidenunent  égal  au  rapport 
anharmonique  du  faisceau  que  Ton  obtient  en  joignant 
par  des  droites  le  point  a^  aux  points  a» ,  âe ,  a? ,  ag.  En 
effet,  la  droite  (a,  a.)  est  représentée  par  Téquation 

*v/  r  —  tiV=  o. 

On  sait  que  le  lieu  géométrique  du  point  a^ ,  déterminé 
par  la  propriété  d'êti^  le  centre  d'un  faisceau  de  droites 
menées  par  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique 
est  donné,  est  une  conique  sur  laquelle  sont  situés  les 
quatre  points.  Soit 

T  (  ^»  ^«  <»7  ^»  )  =  o 

Téquation  de  cette  conique.  Analoguement  on  aura  une 
seconde  conique 

sur  laquelle  sera  situé  le  point  a^. 

Le  point  a^  sera,  par  con5éc[uent ,  le  quatrième  point 
d'intersection  de  ces  deux  coniques  dont  les  trois  autres 
sont  ae  )  ^7>  ^8* 
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NOUVELLE  SOLUTION  SYNTHfiTIOVB 
DD  PROBLÈME  DE  LA  ROTATION  DES  CORPS; 

Par  m.  p.  SAII^T-GUILHEM  , 

Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 


i.  Le  problème  dont  il  s^agit,  et  qui  a  pour  objet  la 
détermination  du  mouvement  d*un  corps  de  figure  inva- 
riable autour  d'un  point  fixe,  est  considéré  par  les  géo- 
mètres comme  un  des  plus  importants  et  des  plus  diffi- 
ciles de  la  mécanique  rationnelle.  Toutes  les  solutions  de 
cette  question,  jusqu'à  celle  de  M.  Poinsot,  avaient  été 
déduites  de  Tanalyse  par  des  calculs  plus  ou  moins  com- 
pliqués, plus  ou  moins  élégants. 

Dans  un  Mémoire  lu  àTInstitut  en  i834)  Tillustre 
auteur  de  la  Théorie  des  couples  a  exposé  une  solution 
synthétique,  remarquable  par  les  vues  élevées  et  les  con- 
sidérations ingénieuses  qu'elle  renferme.  Cette  solution , 
présentée  sous  une  forme  très-simple  et  dépouillée  de 
r appareil  des  calculs ,  est  entrée  sans  objection  dans  le 
domaine  de  la  science  où  elle  a  tenu  jusqu'à  présent  une 
haute  place. 

Aujourd'hui  uii  de  nos  savants  confrères  à  l'Acadé- 
mie de  Toulouse,  M.  Gascheau,  conteste,  avec  toute 
Tautorité  quedonnent.de  grandes  lumières  et  un  esprit 
rigoureux,  la  solidité  d'un  des  principes  fondamentaux 
sur  lesquels  elles  reposent^  il  n'attribue  qu'à  une  com- 
pensation d'erreurs  l'exactitude  des  résultats  auxquels  elle 
conduit. 

Nous  partageons ,  après  un  examen  réfléchi ,  Topimou* 
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de  notre  savant  confrère  *,  Tassertion  qu'il  a  émise ,  à  la- 
quelle nous  avons  d  abord  refusé  de  croire,  est,  pour 
nous,  maintenant  parfaitement  justifiée  :  une  applica- 
tion très-àimple,  placée  à  la. fin  de  ce  Mémoire,  met  vu 
évidence  l'erreur  {*)  du  principe  auquel  nous  faisons  al- 
lusion. 

Nous  nous  proposons ,  dans  le  travail  suivant,  de  pré- 
senter une  solution  synthétique  nouvelle  du  problème  de 
la  rotation  des  corps  ^  elle  nous  parait  ne  rien  laisser  à 
désirer,  tant  pour  la  simplicité  que  pour  la  rigueur. 

Définition, 

2.  Lorsqu'un  point  matériel  soumis  à  des  forces  c^i  à 
des  liaisons  quelconques  est  en  mouvement,  une  fonv 
unique  qui  produirait  le  même  effet  que  les  forces  ei  lo 
liaisons  sur  ce  point  devenu  libre,  sera  la  force  tuf  ah 
qui  sollicite  ce  point.  La  résultante  des  forces  qui  solli  > 
citent  un  point  matériel ,  sans  égard  k  Y  effet  des  liaisons , 
sera  la  ybrce  motrice. 

Une  force  fictive  qui  serait  appliquée  à  un  point  ma- 
tériel dans  le  sens  de  la  vitesse ,  et  qui  aurait  pour  me- 
sure le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse ,  sera  la  quan- 
tiié  de  mous^ement  du  point  matériel. 

La  résultante  de  plusieurs  droites  sera  la  résultante  des 
forces  qui  seraient  représentées  par  ces  droites. 

Nous  appellerons ,  avec  Poisson ,  axe  du  moment  d'une 
force,  une  droite  menée  par  le  centre  des  moments  per- 
pendiculairement au  plan  du  moment  de  la  force. 


(*)  L'erreur  est  de  supposer  que  la  force  centripète  d*un  point  maté- 
riel qui  fait  partie  d'un  corps  doué  dVn  mouvement  de  rotation    est 
proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  à  Taxe  instantané  ;ello  est  réel- 
lement proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  courbure 
'  dupetit  arc  qu'il  décrit  dans  un  instant. 
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Sa  diœclion  sera  telle,  qu'uu  spectateur  qui  aurait  les 
pieds  sur  le  plan  et  le  dos  appuyé  contre  Taxe,  verrait  la 
force  dirigée  autour  dé  lui  de  sa  gauche  à  sa  droite. 

Sa  grandeur  sera  le  moment  de  la  force. 

L'axe  du  moment  résultant  de  plusieurs  forces  sera 
Taxe  du  moment  de  la  résistance  de  ces  forces,  le  centre 
des  moments  étant  considéré  comme  fixe.    ' 

L'extrémité  de  Taxe  du  moment  résultant  de  plusieurs 
forces  sera  le  pâle  de  ces  forces. 

Un  milieu  relatif  sera  un  espace  indéfini,  mobile, 
dont  chaque  point  reste  invariablement  lié  à  tous  les  au- 
tres. 

Trois  axesox,  o^,  oz  seront  dits  trois  axés  tour- 
nants {*)  lorsqu'ils  seront  disposés  de  manière  qu'un 
spectateur  qui  aurait  les  pieds  au  point  o  et  le  dos  ap- 
puyé contre  l'axe  oz ,  verrait  l'axe  ox  à  la  gauche  de 
l'axe  oy.  De  cette  manière,  l'axe  du  moment  d'une  force 
située  dans  l'angle  xtyy^  on  joz^  ou  zox,  et  tendant  à 
tourner  autour  du  point  o  de  ox  vers  oj^  ou  de  oy  vers 
oz ,  ou  de  oz  vers  ox ,  coïncidera  avec  l'axe  oz  ,  ou  ox, 
ou  oy. 

Lorsqu^un  corps  tourne  autour  d'un  point  fixe ,  nous 
appellerons  caractéristique  du  mouvement  (**)  l'axe  du 
moment  de  la  vitesse  d'un  point  situé  à  Ja  fois  à  l'unité 
de  distance  du  point  fixe  et  de  l'axe  instantané. 

3.  Cela  posé,  soient  : 
o  le  point  fixe  autour  duquel  un  corps  solide 

est  assujetti  à  tourner-, 
ox,  o^,  oz  trois  axes  rectangulaires  tournants  fixes  dans 
le  corps  ; 

(^)  Je  dis  trois  axes  tonrnants,  comme  on  dit  trois  lettres  tournanies 
en  parlant  des  trois  lettres  x,jr,  g  qui  se  succèdent  circulairement. , 

(**)  L'introduction  de  ce  terme  ou  d*un  terme  analogue  en  mécanique 
nous  parait  d'une  très-grande  utilité.  ' 

Ànn.  de  Uathémat.,  t.  XV.  (  Février  i856.)  ^> 
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x,7,2     les  cordonnécs  par  rapport  à   ces   axes   d'un 

point  du  corps  dont  la  masse  est  m. 
Soient  d'ailleurs  au  bout  du  temps  t^ 
n  la  caractéristique  du  mourement  de  rotation  ; 

p  ,  r/,  r     les  projections  de  la  droite  A  sur  les  axes  ox, 

o^î  oz  ; 
G  l'axe  du  moment  résultant   des  quantités  de 

mouvement  des  divers  points  du  corps  \ 
L ,  M ,  N  les  projections  de  la  droite  G  sur  les  axes. 

Propositions  préliminaires. 

4^  Nous  admettrons  comme  démontré  que  Taxe  du 
moment  résultant  de  plusieurs  forces  est  la  résultante 
des  axes  des  moments  de  ces  forces.  Â  Taide  de  ce  théo- 
rème, nous  démontrerons  aisément  les  lemmes  sui- 
vants : 

Lemme  I.  Vaxe  du  moment  résultant  des  forces  to- 
tales est  représenté  à  cliaque  instant  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  vitesse  absolue  du  pôle  des  quantités  de 
mouvement. 

.  En  effet,  la  quantité  de  mouvement  qui  anime  chaque 
point  du  corps  au  bout  du  temps  t+dt ,  est  la  résultante 
de  celle  qui  T anime  au  bout  du  temps  t  et  de  celle  qui  lui 
est  communiquée  dans  Tinstant  dt. 

Donc  Taxe  du  moment  résultant  des  quantités  de 
mouvement  qui  animent  les  divers  points  du  corps  au 
bout  du  temps  t-hdt  est  la  résultante  de  l'axe  du  mo- 
ment résultant  des  quantités  de  mouvement  qui  animent 
ces  points  au  bout  du  temps  t  et  de  Taxe  du  moment  ré- 
sultant des  quantités  de  mouvement  qui  leur  sont  com- 
muniquéc^s  dans  Tinstant  dt. 

Donc,  si  G',  Gyg  désignent  ces  trois  axes.  G'  sera  la 
diaç^onale  du  parallélogramme  construit    sur    les  deux 
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droites  G  et  ^^  donc  g  sera  représenté  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  droite  qui  va  de  Pextrémitë  de  G  à  Tex- 
trémité  de  G^ 

Or  cette  droite,  agrandie  dans  le  rapport  de  i  k  dty 
représente  la  vitesse  de  rextrémité  de  Taxe  G. 

Donc  cette  droite,  agrandie  dans  le  rapport  de  i  k  dt^ 
représente  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  pôle 
des  quantités  de  mouvement. 

D'un  autre  côté ,  si  la  quantité  de  mouvement  commu* 
niquée  en  chaque  point  dans  Tinstant  dt  est  agrandie 
dans  le  rapport  de  i  k  dt  y  elle  représentera  la  force  to- 
tale en  ce  point;  donc  g^,  agrandi  dans  le  rapport  de  i  à 
dty  représente  aussi  Taxe  du  moment  résultant  des  for- 
ces totales  ',  donc,  etc. 

5.  Lemme  n.  Si  F  on  applique  à  un  point  qjielconque 
du  corps  une  droite  égale,  parallèle  et  contraire  à  la 
caractéristique,  l'axe  du  moment  de  cette  droite  repré- 
sentera  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  point 
dont  il  s* agit. 

En  effet,  soient  m  le  point  dont  il  s'agit,  i^  une  droite  qui 
représente  en  grandeur  et  en  direction  sa  vitesse ,  p  sa 
distance  k  Taxe  instantané ,  Si'  une  droite  appliquée  au 
point  m,  égale,  parallèle  et  contraire  à  la  caractéristi- 
que il  (*)•,  V  l'axe  du  moment  de  celle  droite,  on  aura 
évidemment 

D'ailleurs  les  droites  V  et  ^  étant  Tune  et  l'autre  per- 
pendiculaires au'  pbo  qui  pa^sç  par  le  point  m  et  p^r  Taxe 
iustantané ,  sont  parallèles  ;  elles  sont  dirigées  dans  le 
même  sep6,  car  la  droite  Q'  doit  être  dirigée  de  gauche 
à  droite  autpur  de  Taxe  V,  comme  u  Test  autour  de  la 

(*)  Le  bras  du  moment  û.  est  Tunitê.  Ce  moment  est  le  même  que  la 
viiesse  à  KunUé  à^  distânoe  de  Taie.  Tm. 

5. 
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caraolëristique^  oi  cela  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que 
V  et  i^  sont  dirigés  dans  le  même  sens*,  donc ,  etc. 

6.  Problème  I.  Déterminer  les  projections  de  l'axe 
du  moment  d!*  une  force  P  sur  les  trois  axes  coordonnés. 

Soient  m  le  point  d'application  de  la  force  P:  x^y^zses 
coordonnées,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  P  pa- 
rallèles aux  Xjj,  z. 

Ou  démontre  aisément  par  la  géométrie  (en  décom- 
posant la  force  P  en  trois  autres  perpendiculaires  aux 
axes)  que  la  force  P  peut  toujours  être  remplacée  par  ses 
projections  sur  trois  plans  rectangulaires  et  par  une 
quatrième  force  égale,  parallèle  et  contraire  à  la  force  P 
appliquée  à  l'origine. 

De  là  il  suit  que  Taxe  du  moment  de  la  force  P,  estimé 
successivement  suivant  les  axes  des  x,  r,  z,  a  pour  ex- 
pression 

Zj  —  zY,     Xz  — xZ,     Yx  — Xr, 

car  il  coïncide  successivement  avec  l'axe  du  moment  ré- 
sultant des  projections  des  trois  forces  X ,  Y,  Z  sur  cha- 
cun des  plans  coordonnés  yz,  zXy  xy\  et  cet  axe  a  pour 
expression  les  quantités  ci-dessus,  pourvu  que  Ton  re- 
garde les  axes  des  moments  qui  coïncident  avec  les  axes 
coordonnés  comme  positifs  ou  négatifs,  suivant  qu'ils 
sont  portés  du  côté  positif  ou  négatif  de  ces  derniers 
axes. 

7.  Problème  IL  Détertniner  Vajce  du  moment  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement. 

Appliquons  à  chaque  point  m  une  droite  ft'  égale ,  pa- 
rallèle et  contraire  à  la  caractéristique,  l'axe  du  moment 
de  cette  droite  sera  (lemme  II)  égal  et  parallèle  à  la  vi- 
tesse du  point  m  -,  or  la  projection  de  la  droite  ft'  sur  les 
axes  ox,  oy^  oz  étant  —  p,  —  ?>  -r*  ^j  Vsi\^  du  moment 
de  la  droite  il'  aura  pour  projection  les  quantités  qz — rj^ 
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rx  —  pz,  /ÎX"~r7'^î  P^^  conséquent,  Taxe  du  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  du  point  m  aura  pour  pro  - 
jections ,  la  masse  de  ce  point  étant  m , 

'"[(/*/  —  7«^)r—  {rx--  pz)z], 
m  [ (yz  -  r/)  2  —  (/>/—  qx)  .r] , 
fn[{rx  -^pz)x  —  {qz^rf)x]'j 

par  suite ,  si  nous  posons ,  comme  à  Tordinaire, 

lmjrz=Dy  lMzxz=zE,  lmTjr:=zl\ 

Le  signe  de  sommation  S  s'étendant  à  tous  les  points  du 
corps,  Taxe  du  moment  résultant  des  quantités  de  mou- 
vement aura  pour  projections 

iL=  A/>  —  Fr/  —  Er, 
M=B7  —  Dr—  Fp, 
N  =  Cr  —  E//  —  Dq. 

Ces  projections  déterminent  à  chaque  instant  la  gran- 
deur et  la  direction  de  Taxe  du  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement. 

8.  Problème  III.  Déterminer  la  ^vitesse  du  point  du 
corps  qui  coïncide  at^ec  le  pôle  des  quantités  de  mouve^ 
ment. 

Soit  TT  le  pôle  des  quantités  de  mouvement^  appliquons 
à  ce  point  une  droite  fl'  égale ,  parallèle  et  contraire  à 
la  droite  Q, ,  caractéristique  du  mouvement,  l'axe  du  mo- 
ment de  la  droite  OJ  sera ,  lemme  II ,  égal  et  parallèle  à 
la  vitesse  du  point  tt  5  or  les  projections  de  la  droite  fl' 
sur  les  axes  ox,  oy^  oz  étant  respectivement  —  /^,  —  y, 
—  r,  et  les  coordonnées  du  point  tt  sur  les  mcmcs  axes 
étant  L,  M  ,  N  ,  les  projections  de  la  vitesse  du  point  71 
seront   respectivement ,   d'après   les    formules  du   pro- 
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blême  I, 

ces  projections  font  connaître  à  chaque  instant  la  vitesse 
dont  il  s'agit  (*). 

9.  Problème  IV.  Déterminer  la  vitesse  du  pôle  des 
quantités  de  mouvement  dans  l'intérieur  du  corps,  c'est- 
à-dire  par  rapport  aux  axes  ox ,  oy ,  oz. 

L ,  M ,  ^  étant  les  coordonnées  du  pôle  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  ox ,  oy^  oz ,  les  pro- 
jections de  la  vitesse  de  ce  point  sur  ces  axes  sont  respec- 
tivement 

rfL       rfM       £N 
dt'     ~5r'     "S"' 

ces  projections  font  connaître  à  chaque  instant  la  vitesse 
dont  il  s'agit. 

Équations  du  mout^ment, 

10.  Si  Ton  applique  à  chaque  point  du  corps  une  force 
égale  et  contraire  à  la  force  totale  qui  le  sollicite ,  il  est 
évident  que  les  forces  auxquelles  le  corps  sera  soumis  se 
feront  équilibre  ,  conformément  au  principe  de  d'Alem* 


(*)  Nous  avions  démontré  dans  un  précédent  Mémoire,  en  partageant 
Terreur  de  M.  Poinsot,  que  la  ritesse  dont  il  s'agit  représente  en  grandeur 
et  en  direction  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  centripètes.  Cetbéo^ 
rème  n'a  plus  lieu;  mais  on  peut  le  remplacer  évidemment  par  le  sui- 
vant: La  vitesse  du  point  du  corps  qui  coïncide  avec  le  pâle  des  quantités 
de  mouvement  représente  en  grandeur  et  en  direction  Vaxe  du  moment  résul- 
tant des/orees  centripètes,  l'axe  instantané  étant  tout  à  coup  t^ndujixe.  Ainsi 
modifié,  ce  théorème  donne  encore  une  interprétation  de  l'un  des  termes 
de  chacune  des  équations  d'Euler. 

Si  l'on  regarde  la  force  totale  comme  la  rcsultanle  de  la  force  centri- 
pète que  nous  venons  de  considérer  et  d'une  autre  force  ,  il  est  visible 
que  celte  autre  force  ne  hcra  pas  géncralenienl  dans  le  plan  qui  passe 
par  la  force  totale  cl  par  la  force  centripète  réelle. 
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bert  ;  doue  Taxe  du  moment  résultant  des  forces  motri- 
ces coïncide  en  grandeur  et  en  direction  avec  Taxe  du 
moment  résultant  des  forces  totales,  ou,  d'après  le 
lemme  I,  avec  la  vitesse  absolue  du  pôle  des  quantités 
de  mouvement. 

Or  la  vitesse  absolue  d'un  point  situé  dans  un  milieu 
relatif  est  évidemment  la  résultante  de  la  vitesse  de  ce 
point  dans  le  milieu  relatif,  et  de  la  vitesse  du  même 
point  considéré  comme  un  point  du  milieu  relatif^  donc 
Taxe  du  moment  résultant  des  forces  motrices  coïncidera 
en  grandeur  et  en  direction  avec  la  résultante  de  la  vitesse 
du  pôle  des  quantités  de  mouvement  dans  Tintérieur  du 
corps  et  de  la  vitesse  du  même  point  considéré  comme 
un  point  du  corps. 

Traduisons  cette  relation  en  nombres  : 

Si  Ton  désigne  par  P,  Q,  R  les  projections  de  Taxe  du 
moment  résultant  des  forces  motrices  sur  les  axes  ox, 
ojTj  oz,  on  aura,  d'après  les  formules  des  préliminaires, 

dL 
P  =  — -hN7-Mr, 

Ces  équations  coïncident  avec  les  équations  d*Euler  lors* 
que  Ton  prend  pour  axes  coordonnés  les  axes  principaux 
du  corps. 

Elles  déterminent,  avec  les  équations  (i),  les  vitesses 
angulaires  du  corps  k  une  époque  quelconque  autour  des 
trois  axes  ox,  oy^  oz\  il  reste  à  trouver  la  position  des 
axes  mobiles  ot,  oj,  oz  par  rapport  à  trois  axes  rectan- 
gulaires ox',  oy\  oz*  fixes  dans  rcspacc.  A  cet  effet,  re- 
marquons que  le  corps  tournant  autour  de  Taxe  instan- 
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tané  avec  une  vitesse  angulaire  égale  h  £1  pendant  Tin* 
slant  ik  occupe  à  la  fin  de  cet  instant ,  par  rapport  â  Tun 
quelconque  des  axes  ox',  qy\  oz'  là  même  position  que 
si  le  corps  était  reste  fixe  et  que  Taxe  considéré  eut 
tourné  autour  de  Taxe  instantané  pendant  Tinstant  dt 
avec  une  vitesse  angulaire  égale  et  contraire  à  celle  qu'a- 
vait le  corps  autour  de  Taxe  instantané. 

Donc,  si  Ton  prend  sur  Tun  des  axes  ox',  oy',  oz'  un 
point  FTi]  et  qu'on  applique  en  ce  point  une  droite  lîi 
égale  et  parallèle  à  la  droite  Ci ,  Taxe  du  moment  de 
cette  droite  sera  égal  et  parallèle  â  la  vitesse  da  poinl 
mi  \  donc,  si  Ton  appelle  Xi ,  j^s ,  Zi  les  coordonnées  du 
point  m^  par  rapport  aux  axes  ox,  oy^  oz,  on  aura,  en 
observant  que  la  droite  Sty  a  pour  projection  sur  les 
axesp,  ^,  r, 

/  dx, 

Au  moyen  de  ces  relations  ,  on  aura  la  position  de  l'un 
quelconque  des  axes  ox, ,  oy^ ,  ozj  par  rapport  aux  axes 
ox,  oy,  oz  ^  et,  par  conséquent,  la  position  de  chacun 
de  ceux-ci  par  rapport  aux  axes  fixes  dans  Tespace  [*), 

Note. 

M.  Poinsot  suppose,  dans  sa  Théorie  nouvelle  de  la 
Rotation,  que  lorsqu'un  corps  tourûe  autour  d^un  point 
fixe,  la  force  centripète  est  toujours  proportionnelle  à  la 
distance  de  ce  point  à  Taxe  instantané,  et,  par  consé- 
quent, que  cette  distance  est  toujours  égale  au  rayon  de 
courbure  de  Tare  décrit  par  ce  point  en  un  instant.  Le 

(*)  Voir  Stdiih,  Nouvelles  Annales,  t.  X,  p.  4  «9.  Tu, 
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problème  suivant  met  en  évidence  T inexactitude  de  cette 
hypothèse. 

Problème.  Un  cercle  dont  le  centre  est  fixe  et  dont 
le  plan  est  vertical,  tourne  à  la  fois  autour  de  son  dia^ 
mètre  vertical  ei  autour  de  son  centre  dans  son  plan. 
Les  vitesses  angulaires  de  ces  deux  rotations  sont  tou- 
jours égales  entre  elles j  on  demande  de  déterminer: 
1^  la  trajectoire  de  l'un  des  points  de  la  circonférence 
du  cercle  mobile^  2°  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  d'une  position  quelconque  du  point  générateur 
sur  l'axe  instantané  correspondant^  i^  le  rayon  de 
courbure  de  la  trajectoire  correspondant  au  même  point. 

Soient  : 
m  le  point  générateur  de  la  trajectoire ,  point 

que  nous  supposerons ,  pour  plus  de  sim- 
plicité, distant  du  point  fixe  d'une  quan- 
tité égale  à  Tunité^ 
om  le  rayon  vecteur    mené   du   point  fixe   au 

point  m; 
ox,  oy^  oz  trois  axes  rectangulaires  tels,  que  Taxe  oz 
coïncide  avec  om  lorsque  ce  rayon  est  di- 
rigé verticalement  de  bas  en  haut;  que 
l'axe  ox  coïncide  avec  la  position  qu'au- 
rait eue  le  rayon  om  après  avoir  décrit  un 
angle  de  90  degrés  si  le  plan  du  cercle 
était  resté  immobile  ;  que  l'axe  oy  coïncide 
avec  la  position  qu^occupe  réellement  le 
rayon  om  à  la  même  époque  ; 
X,  jr^  z        les  coordonnées  du  point  m   à  une  époque 

quelconque  ; 
?  l'angle  que  le  rayon  vecteur  om  fait  avec 

l'axe  oz  5  angle  toujours  égal  h  celui  que 
la  projection  de  om  sur  le  plan  des  xy 
fait  avec  Taxe  des  x. 
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Au  moyen  de  ces  nolations ,  on  trouve  immédiatement 
les  relations  suivantes  : 

IX  =  siof  cosf , 
r  =  sin>, 
Z  =  COSf . 

De  là  on  déduit  d*abord 

Ces  équations  montrent  que  la  trajectoire  est  Tintersec- 
tion  de  la  sphère  décrite  par  la  circonférence  du  cercle 
mobile  avec  up  cylindre  droit  vertical  tangent  au  *plan  de 
ce  cercle  dans  sa  position  initiale  et  ayant  pour  base  un 
cercle  dont  la  diamètre  est  le  rayon  du  cercle  mobile. 

Cherchons ,  en  second  lieu ,  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  m  sur  Taxe  instantané  corres- 
pondant. 

Pour  avoir  la  position  de  Taxe  instantané  à  une  épo- 
que quelconque  ,*  il  suffit  de  construire  la  diagonale  du 
parallélogramme  dont  les  c6tés  contigus  sont  les  carac- 
téristiques des  deux  mouvements  de  rotation  à  cette  épo- 
que. Ces  caractéristiques  sont,  d'après  l'énoncé,  égales 
entre  elles;  l'une  coïncide  toujours  avec  l'axe  oz,  l'autre 
est  toujours  dans  un  plan  perpendiculaire  au  cercle  mo- 
bile *,  donc  Taxe  instantané  fait  un  angle  de  4^  degrés 
avec  l'axe  des  z  et  reste  toujours  dans  un  plan  vertical 
perpendiculaire  au  plan  du  cercle  mobile. 

D'après  cela ,  si  l'on  désigne  par  h  la  perpendiculaire 
dont  il  s'agit,  on  trouvera  sans  peine 

/«•'  =r  5in'<p  -f-  -  co.s^  ^, 
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d'où 


(3) 


=  ^l±^. 


Cherchons  enfin  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
au  point  m  \  si  nous  désignons  ce  rayon  par  p ,  et  par  5 
Tare  de  la  trajectoire  compris  entre  le  point  m  et  Vaxe 
des  z ,  on  aura 

(4)         p  = 


^(d'x)'  4-  [d'rY  4-  [d'zy  -  (ip  sy 

Or  on  déduit  des  équations  (i)  : 


dx 

de 

d'z 

dsd's 

dm^     ""      ^       ^ 

Au  moyen  de  ces  valeurs ^  la  formule  (4)  devient 


^  ^  p- y  5^3siii> 

Pour  que  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au 
point  tu  toit  égal  ,  comme  le  suppose  M.  Poiiisot,  à  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  Taxe  instantané 
correspondant,  il  faut  que  Ton  ait,  quel  que  soit  f , 

(i  -h  sin'y  )' I 

5  -I-  Ssin'f       2 

Or  cette  équation  n'est  satisfaite  que  par  les  valeurs 

y  =  90°(l  ±2/?)  ; 
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//  éianl  un  nombre  entier  (|uelconque ,  ces  valeurs  cor- 
respondent au  point  unique  où  la  trajectoire  vient  cou- 
per le  plan  des  3Cj. 

Ainsi  la  solution  du  problème  de  la  rotation  des  corps 
par  M.  Poinsot  est  inacceptable. 

Note  du  Rédacteur,  Il  faut  se  i*appeler  que  tout  cou- 
ple est  représente  en  grandeur  et  en  direction  par  son 
axe,  de  sorte  que  Taxe  représente  une  force ^  de  là  Tex- 
pression  de  Fauteur  résultante  des  axes.  Il  n'emploie  pas 
le  mot  couple  et  le  remplace  parle  mot  moment  ^\\  semble 
que  cette  substitution  n'est  pas  favorable  à  la  clarté,  mais 
ne  nuit  pas  à  la  justesse  des  raisonnements.  L'erreur  si- 
gnalée provient  de  ce  que  les  vitesses  dépendent  d^nfini- 
ment  petits  du  premier  ordre ,  tels  sont  les  contacts  des 
tangentes;  tandis  que  les  forces  accélératrices,  et,  par 
conséquent,  les  forces  centripètes  dépendent  d'infini- 
ment petits  du  second  ordre ,  tels  sont  les  contacts  des 
cercles  de  courbures . 


SUR  UNB  QUESTION  D'ALGfiBRE  RELATIVE  K  DEUX 
ÉQUATIONS  CUBIQUES; 

Par  m.  Michael  ROBERTS. 

Etant  données  deux  équations  du  troisième  degré ,  sa- 
voir . 

(I)  x^  —  px^  -h  qx  —  /•  :=  o       (  racines  a ,  a' ,  a"  ) , 

(U)       X'  — y/x'  -4-  q'x  —  /'  =  o       (racines  p,  p',  p"), 

je  vais  discuter  Tcquation  dont  les  racines  sont  les  valeurs 
que  prend  la  fonction 

ap-t-a'p'  -ha"P". 
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^    Désignons  cette  fonction  par  z  et  posons 

M=3/?»7'-4-/»y—  377', 
N  =  2  (  ;?*  f^  -Jt-p'^r)  —  7  (/j^r'  -f  /?'  7'  r)  H-  /^Z  77'  -j-  27  //  ', 

A'=  27r'3-|-  47'^—  «  ^y?'  '■'  -H  4/'.'*  '*'  —  P*^  7' 

(  A,  A'  sont  les  fonctions  qu'on  appelle  aujourd'hui  dis- 
criminants  des  équations  données,  et  la  condition  A  ==0 
exprime  que  Téquation  (I)  a  deux  racines  égales)  :  Té- 
quation  dont  il  s*agit  s'écrit  sous  la  forme  suivante  : 

(III)  Iz^^pp'i»-^  M«  — -Ny^-Jr  Aa'==o. 

Si  Féquation  (I)  a  deux  racines  égales ,  T équation  (III) 
a  ses  racines  égales  deux  à  deux,  ce  qui  se  vérifie  aisé- 
ment à  priori*,  et  si  les  équations  données  deviennent 
identiques,  A  égale  A',  et  l'équation  (III)  se  décompose 
dans  lès  suivantes  : 

s'— /?'r»-hM2  ~-(N-h  a)  =0, 
a3__^i^a^  Mz  — -(N  — A)  =  o. 

Les  racines  de  la  première  sont 

a' -♦-2a' a",      a"-h2aa",      a"»+2aa', 

ce  qu'on  peut  faire  voir  en  éliminant  x  entre  l'équa- 
tion (I)  et  la  suivante  : 

x^  —  arz  -h  2  r:=  o . 

Les  racines  de  la  seconde  sont  évidemment  q  deux  fois 
et  ;>■  —  27. 
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Nous  tirons  aussi  par  diflTéreniiaiion  ^ 

^•^  =  4(a7N-i8MV-t-4/>^/>"), 

et  en  représentant  par  ùk"  le  discriminant  de  l'équa- 
tion 

(IV)  «>-.PP'»»4-M»— -N  =  o, 

nous  avons 

dn  ^  dr'  dr^^ 

ce  qui  exprime  une  relation  entre  les  racines  des  dérivées 
des  équations  (I) ,  (II),  (IV). 
En  posant 

3       "' 
Téqualion  (m  )  se  transforme  en 

(  2i6rfr  '  dr'  ) 

d'où  nous  tirons 

(  i    dùk  d^'V 

mais  on  a 

(^y-.o8A=.6(^'-3^)': 
en  sorte  que 


( 
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ons  maintenant 

,«  p 

i.p 

D,= 

ia''P' 

9 

D,= 

la'p" 
•  «"p' 

la  p" 

D,= 

.a''p" 

f 

D.= 

la'P 
ia"P' 

D,= 


D.:= 


«P' 

«"P 

a'P' 

«"P 


le  produit  P  de  ces  six  déterminants  s'exprime  d'une 
manière  assez  élégante.  En  effet,  nous  trouvons 

■«-'(^')'-''(^7'. 

OU  bien  encore 

P  =  A  (/?'«  —  3  q'Y  —  £k'{p*  —  3  7)^ 

Si  Féquation  (Ili)  n'a  que  deux  racines  égales,  on  a 

A'- v»-3^';  ' 

Note  du  Rédacteur.  Les  six  racines  de  Téquation  (III) 
sont 

ap-hct'p'-+-a"p", 
ap-4-a'p"-4.a"P', 
ap'+a'p  -«-a"p\ 
ap'H-a'p-'-f-a"p, 
ap"-f-a'p  4-a'P', 
ap"-+-a'P'-ha"p, 

et  Téquation  (III)  s'obtient  par  la  théorie  des  fonctions 
symétriques.  Cette  équation  peut  toujours  se  ramener  au 
troisième  degré ,  car  on  a 


yy' »» -4-Mz  —  - N ±: -  v^=  o. 


«»  —  on*  *» 
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Si. 

r  =  r  '  =  o , 
on  peut  supposer 

a  =  p  =  o; 

Téquation  (III)  est  alors  relative  à  deux  équations  du 
second  degré ,  et  en  supposant  p^q^  r  des  fonctions  d'une 
variable  y^  on  est  amené  à  des  propriétés  géonoiétriques 
des  courbes  du  second  et  du  troisième  degré. 


EXERCICES 

snr  la  résolotioB  B9fflériqie  des  tqialions  algébriqies  \ 
D'APRàs  GAUSS. 


Met,  nopa.  integi\  eomm.  GotliDg.  vol.  II,  i8i4-i5,  pa^ea  7:2. 


i.  jt'  — a:  -hTî  =  o. 
6 

X,  =  0,21 1 3248654  o5i  871 , 
Xj  =  0,7886751345  948129. 

«,3,3  I 

a.  jr x'-h  px =0. 

2  5  20 

X,  =0,1 127016653  792583, 

X,  =  0,5 , 

X3  =  0,8872983346  207417 . 

3.   X*  —  2x;*  -f-^x* X  H =0\ 

7  7      ■     70 

X,  =  0^0694318442  029754, 
X,  =  0,3300094782  075677 , 
X3  =  0,6699905217  924323, 
X4  =  o,93o568i557  970246. 


(8i) 

2  9  b  42  252 

X»  =5  0,0469100770  3o668o, 
X,  =  0,2307653449471685, 
X3  =  o,o5, 
X,  =  0,769^346550  5284 1 5 , 

Xs  =  0,9530899229  693320 . 

22  11  11  22  924 

X,  =  0,0337652428  984240 , 
X,  =  0,1693953067  668678, 

X3  =  0,3806904069584015, 
X4  =  0,6193095930415985, 

X»  =r  0,8306046932  33 1 322  , 
X«  =r  0,966234757  I  016760  . 

G.  .^  -  2  .^  +  63   _  1^     ^75   ^  63^ 
?     i3     52   ^143     286 

■^4^''""343;ï  =  '^' 

X,  =  0,0254460438  286202 , 
X,  =  o,  1 29234407  2  oo3o28 , 
x,=:  0,2970774243  ii3oi5, 
X4  =  o,5, 

X»  =  0,7029225756  886985, 
x«  =  0,8707655927  996972, 
X,  =  0,974553966 1  7 1 3798 . 

{Voir Noupei/es  Jnnales,  t.  XII,  p.  319.) 

Remarque.  Nous  donnerons  l'analyse  du  Mémoire, 
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SDR  LE  CALCIIL  DE  tt^ 

Pae    m.    J.-Ch.     DUPAIN, 
Profettaur. 


Permettez-moi  quelques  observations  au  sujet  d^une 
Note  insérée  dans  les  Nouî^elles  Annales^  tome  XIV, 
p.  4^2. 

i^.  Legendre  traitant  le  même  sujet  [Géométrie, 
livre  IV,  prop.  XIII)  emploie  des  formules  qui  diâl^rent 
de  celles  de  M.  Schlomildi, 

A'=  v^ÏTb, 

®-aTT" 

A  et  B  sont  les  surfaces  de  deux  polygones  réguliers  l'un 
inscrit,  l'autre  circonscrit,  A'  et  B'  sont  les  surfaces  des 
polygones  d'un  nombre  double  de  côtés. 

En  adoptant  cette  notation ,  M.  Schlomilch  écrirait 

Ces  formules  peuvent  se  déduire  de  celles  de  L^endrc. 
En  effet 

A_-, 

~^b-»-a'b' 


A"  +  A'B' 
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je  supprime  le  facteur  commun  A'  et  j'ai 

7.A'B 


B'=: 


A'-hB 


2k^.  Appelons  P„ ,  p^  les  périmètres  de  deux  polygones 
réguliers  de  n  côtés,  l'un  circonscrit,  Tautre  inscrit  k 
un  cercle.  On  a  les  formules 

i^/i  'T'  Ph 

que  l'on  peut  écrire 

On  est  conduit  aux  mêmes  calculs  que  M.  Sclilomilch,«t 
ces  calculs  ne  paraissent  pas  différer  essentiellement  de 
ceux  de  Schwab. 

5^.  Si  Ton  forme  une  série  de  termes  commençant  par 
a ,  &  et  telle ,  que  chaque  terme  aoifmoyen  arithmétique 
entre  les  deux  précédents,  le  terme  général  de  la  série 
est 

a  -^  7.b       ,         .    a  —  h 

ce  que  Ton  démontre  aisément  en  admettant  que  deux 
termes  consécutifs  aient  cette  forme  et  en  calculant  le 
terme  suivant. 

Ce  terme  général  a  évidemment  pour  limite  — s 

4^.  La  méthode  de  Schwab  est  généralement  adoptée 
pour  le  calcul  élémentaire  mais  sérieux  du  nombre  tt. 

Quand  il  s'agit  d'indiquer  rapidement  à  des  élèves  la 
possibilité  de  ce  calcul ,  ne  pourrait-on  employer  la  mar- 
che suivante  ? 

(On  est  prié  de  tracer  la  figure.  ) 

G. 
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Dans  un  cercle  dont  le  diamètre  est  a  et  dont  la  sur- 
face sera  ff,  je  trace  deux  rayons  perpendiculaires  OA , 
OC.  Je  divise  en  cinq  parties  égales  la  moitié  OE  de  OA 
et  aux  points  de  division  j'élève  des  ordonnées  ou  demi- 
cordes  perpendiculaires  surOA,  savoir  EDjjQT',  gg'jf^^ 
II',  Ces  ordonnées  sont  moyennes  proportionnelles  entre 
les  segments  qu'elles  interceptent  sur  le  diamètre  : 

ff  =  v^o,6  X  1 ,4  =  >JôM  =0,92, 

gg'  =  v^o,7X  1,3  =  VoTgî  =  0,95, 

hh'  =  v^o,8x  1 ,2  =  ^o,g6  =  0,98, 

//'  =  v^o,9Xo,i  =  \/o,99  —  1 ,00. 

ED  est  la  moitié  du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrh 

î^  =  o,86. 
L'aire  COED  a  pour  valeur  approchée 

o,r  /iDE+//'-hg^A'H-/iA'-h//'-l-^OCj=o,478. 
Le  triangle  ODE  a  pour  mesure 

-OEXDE  =  V  =0,216. 
2  8.         ' 

Le  secteur  COD  éunt  la  différence  entre  COED  et  COE, 
on  a 

aire  COD  =  0,478  —  0,216=  0,262 

Ce  secteur  est  d'ailleurs  la  douzième  partie  du  cercle; 
donc 

w  =  12  X  0,262  =  3,i44* 
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Celle  valeur  est  approchée  à  moins  d'un  centième , 
mais  on  ne  pourrait  l'affirmer  k  priori. 

Si  Ton  voulait  être  sûr  que  l'erreur  com;nise  est  plus 
petite  que  6,  il  faudrait  que  le  nombre  de  divisions  de  OE 
fut  plus  grand  que 

el  Ton  serait  conduit  à  des  calculs  plus  longs  que  ceux 
de  Schwab. 

5^.  Un  auteur  connu  par  de  nombreuses  publications 
vient  d'insérer  dans  sa  Géométrie  une  Note  d'un  profes- 
seur du  lycée  Bonaparte. 

Ce  professeur  calcule  le  nombre  tt  au  moyen  des  péri- 
mètres des  polygones  inscrits  seulement  et  avec  les  Tables 
de  Lalande  [Sicvisum  Supen's),  On  trouve  ainsi  : 

Pour  64  côtés 3, 1894 

Pour  128 côtés.. . .     3,iig 

L'approximation  diminue  quand  le  nombre  des  cotés 
augmente.  M.  le  Professeur  se  gaixle  bien  d'avouer  ce 
fait ,  dans  la  crainte  fondée  d'effaroucher  les  élèves  -,  mais 
a-i-îl  raison  de  le  déguiser  eu  disant  que  le  périmètre 
du  polygone  de  128  côtés  est  aussi  3, 1894?  N'a-t-il 
pas  à  redouter  la  censure  de  ce  juge  sévère  qui  accuse  les 
anciens  auteurs  (tels  que  M.  Blanchet)  de  ne  pas  appli- 
<{\ier franchement  la  méthode  des  limites,  par  ce  seul  fait 
qu'ils  emploient  les  polygones  circonscrits. 

Note  du  Rédacteur,  M.  Saigey  vient  de  publier  une 
uiélhode  de  calculer  TT ,  qui,  conséquence  de  la  méthode  de 
Thomas  Simpson,  donne  la  même  approximation.  Nous 
reviendrons  sur  cette  méthode,  d'une  élégance  el  d'une  sim- 
plicité remarquables.  On  la  trouve  dans  un  ouvrage  inti- 
tulé :  Géomctrw  é/cwtr///rt//Y',paiM.Saigey5  1856,  in- 12 
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de  252  pages  (*).  Géométrie  curieuse.  On  y  trouve  des 
proportions  sans  rapport  et  le  célèbre  axiome  XI  d'Eu- 
clide,  qui  a  résisté  pendant  des  milliers  d'années  aux  ef- 
forts de  tous  les  géomètres ,  y  est  démontré  avec  une  rapi- 
dité électrique,  à  Taide  d'un  mouvement  d'éventail.  C'est 
très^racieux. 


NOTE  SUR  QUELOUES  IDENTITÉS; 

Par  M.   E.   PROUHET. 

Je  me  propose  de  démontrer  quelques  identités  cu- 
rieuses énoncées  sans  démonstration  par  M.Oscar  Weber, 
professeur  à  Dresde  (Archives  de  Grunert,  t.  ILXXHj 
p.  853;  i854). 

Afin  d'éviter  une  trop  grande  complication ,  je  pren- 
drai un  exemple  particulier,  mais  on  verra  sans  peine  que 
le  même  raisonnement  convient  à  tous  les  cas. 

Soient  a^  b^  c^  d,  e  ,f  six  quantités  inégales  et  que 
nous  supposerons  racines  de  Téquation 

x«-h  P,x*-hPjJ:*  -h  P,ar^-+-  P4x'-f-P»^H-P,=  o. 

Considérons  le  tableau  formé  des  diverses  puissances 
de  ces  quantités 

a*         «*  a*  a^         a*         a  a* 


b' 

b' 

b' 

b' 

b' 

b 

b* 

c* 

c' 

r« 

c" 

c' 

c 

f« 

d^ 

d" 

d' 

d' 

rT 

d 

rf» 

/?* 

e" 

e' 

r' 

e' 

e 

e» 

f 

r 

r 

P 

/' 

f 

/• 

(*)  Ëhez  Mallet-Bvchelicr,  quai  des  Aucustini»,  53.  Prix:  ^^  ^çf. 
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Ce  tableau  renferme  quarante-deux  termes,  de  sorte 
que  si  Ton  enlève  une  des  colonnes  verticales ,  il  restera 
trente-«ix  quantités  avec  lesquelles  on  pourra  former  un 
déterminant.  Je  nomme  D  le  déterminant  que  Ton  ob- 
tient après  avoir  supprimé  la  première  colonne  à  gauche, 
Di  celui  qu^on  obtient  en  supprimant  la  seconde,  et  ainsi 
de  suite. 

D'après  un  théorème  de  Vandermonde  (A.  5.,  177^) 
a*'  partie ,  p.  Saa) ,  on  a 

D  =  (fl-*)(i,-.c)...(a-/)(*-c)...{6-/)...(^-/). 

'  D'après  un  second  théorème  du  même  géomètre  (Ibid^ 
p.a54),  on  a 

[b'  6»  b\  b  .^•-| 

C*  C*  c'        C        {^     u 

tt  ip  ip  ii  d^  h 

e'  é"  e^     e     é"    \ 

r  p  r  f  /-J 

Les  déterminants  compris  sous  le  signe  ^^  ont  tantôt 

le  signe  +9  tantôt  le  signe  ^.  Cette  particularité  n'ayant 
aucune  importance  pour  l'objet  que  j'ai  en  vue,  je  me 
contenterai  de  remarquer  que  le  terme  exprimé  a  le  si- 
gne-+-. 

D'après  le  premier  théorème  de  Vandermonde,  on 
peut  encore  écrire 


oti  aura  ensuite 


D.  =  2 


[c>     c'      c     c»  "I 
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et,  par  conséquent , 

on  aura  aussi 

[a*  a*  ««  "1        r  d*  d  d"  ^ 

b'  b^  b*  \x\     é'  e  e»  \ 

f  c*  c^  J        L  P  /  /•  J 

OU  bien 

J),=^a^  b*  c^  (a  ^  b)  {a  •^c)(b-^c)  {d^e)(d^/)  (c-f^,, 

et  ainsi  de  suite. 

Ces  préliminaires  admis,  soit  à  résoudre  le  système  des 
équations  suivantes  : 

P,  a*  -^  P,£ï'  -t-  P3  fl*  -♦-  P4  «*  -f-  P.  a  -+-  P,  =  —  a% 
P.  b'  +  P,**  4-  P3  A»  H-  P4  *'  -f-  P,  ft  4-  P.  =  —  *«, 

P./*4-  P,/*-H  P,/»-4-  P./'-h  P»/-h  P,  =  — rS 

où  Ton  considère  Pi ,  Ps ,  etc.,  comme  des  inconnues.  Le 
dénominateur  commun  de  ces  inconnues  sera  D  :  le  nu- 
mérateur de  la  valeur  de  Pi  sera  le  déterminant  Di  dans 
lequel  on  aurait  changé  de  signe  tous  les  termes  de  la 
première  colonne.  On  aura  donc 

'.=-§■• 

ou,  en  substituant  les  valeurs  de  D  et  de  D,  trouvées  plus 
haut  et  réduisant , 


(89) 
Le  numérateur  de  Pt  sera  le  déterminant  Df  dans  lequel 
on  aurait  transporté  la  première   colonne  à  la  seconde 
place  en  changeant  les  signes  de  tous  ses  termes ,  ce  qui 
n^ altère  pas  la  valeur  de  ce  déterminant. 
On  aura  donc 


p-'*' 

^'-d' 


ou ,  en  réduisant , 


I«^  H-  «f  -#- . . .  -h  ^ 
^y  ■  ^'b^ 

^[a-^c)[a^d)...{a^f)(b^c).,.[b^/) 

On  aura  de  même 

Iabc  -f-  abd  -f- .  •  •  H-  def 

Iabctl  -f-  abce  H- . .  .  -f-  cdef 

Iabcde  -+-...-+-  bcdef 
__  y a^  b^  c'  d^  c" 


(«-/)  {b  ^f)  [c^f)[d^f){e^f) 


Les  formules  (i) ,  (a),...,  (5)  sont  celles  de  M.Weber. 
On  peut  les  renfermer  dans  le  théorème  suivant  : 
Si 

«»       ^>        ^J     "^      A   gy        ',       l 

sont  m  quantités  inégales  et  racines  de  Véquation 

/(')=o, 
la  somme  des  produits  de  ces  racines  prises  n  à  n  ^scru 


(9o) 
égale  à 

^    '^     2é       ,  r{a)rîb).,,r[g) 

Un  peu  d'attention  suffira  pour  voir  que  cet  énonoé 
comprend  toutes  les  formules  particulières  que  nous  ve- 
nons de  démontrer. 

Note  du  Rédacteur.  Ces  identités  sont  d'utiles  exer- 
cices de  calcul  à  donner  aux  élèves  \  développons-en  quel- 
ques-unes : 

a  — fr       0  —  a 

a^  b* 


'  {a  —  b)  {a  -^  c)  ^  (b  -^  a)  {b  —  c) 
'(c^a}{c^by 


6  H-  c4-  d  = 


(a  —  A)  (fl  —  c)  (a  —  d) 

6^ 

■+"(6-fl)(6-.c)(^— rfj 

& 

(l^ 

etc.; 

a-b' 


ab  -h  ac  -k-  bc  = 


(a^c){b-c) 

{a--b)[c-^b) 

b'c- 
[b  —  n)[c  —  a) 


ab-^ac-\-ad-^bC'\'bd'-^cd  = 
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abc  +  abd  -f-  acd  -J-  bcd  = 


{a^c){a^d)[b--c){b-^d) 

"^  (a  —  b){a  —  d)[c  —  b){e-^  d) 

fl»rf» 

"^  (a  -  ^)(«— c)(£/-^A)(rf-cj 

etc.; 


à*c^d} 

^(a  — c)(c— 6)(c  — rf) 


^(6  — a)(c-.tf)(rf  — tf) 
etc. 


NOTE  SDR  L'AIRE  DD  TRUNGLE  SPHÉRIQHE, 

FomledeUiilier-, 
Par  m.  PROUHET. 


1.  Si  l'on  représente  par  a  S  la  surface  d'un  triangle 
sphërique ,  on  pourra  mettre  les  deux  formules  de  De- 
lambre 

A4-B  a-^  b        .A4-B  /i  — ^ 

cos co$ sm CCS 

2       2  2  2 

.    C      "*"  T"'  ~  ~  ~ 

sin  -  cos  —  ros  -  cos  -  ^ 

2  2  2  2 


'  9^  ; 

^oas  la  forme  MÛTanie  : 

SID  I S  ,  CO»  - 


cos 

12;  


.    C  c 

sm  -  co»- 

2  2 

C  r 

co$-  .  roà- 

2  2 


2.  On  déduit  de  Véqiiatioo  (  i  ) 

C        .    /C      ^  \            c            a  -i-  6 
I sdI S)       cos cas  

2  \2  '  s  2 

"c      TTc     Tx""     ï^         Ti+Ti' 

i--+-$in( S)       cos- 

2  \2  /  2 


SIQ- 


•cos- 


ce  qui,  en  changeant  les  sommes  ou  différences  en  pro- 
duits, devient 

S 
Ung-  __ 

(3)  -2__=uiig/ilang^-^. 

lang— — 


Par  une  transformation  analogue,  on  déduit  de  Téqua- 
tion  (2)  la  suivante  : 

,,,  S  C  —  S  n  —  a  p  -^  h 

(4)  taiiy-  liing— ^  z:.  Luij;  '-—  taiij;  —^   • 

Multipliant  les  éipiatious  (3)  et  (4)  membre  «î  membre 
vi  extrayant  la  racine  carrée  du  résultat,  on  obtient 


;  5  j  tari^'  -  =  i  /  lanj»  -  Xaw^  —    -  lang  tani; 


n  —  ^ 


formule  de  Simon  Lhuilier. 
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3.   On  peut  encore  écrire  les  équations  (i)  et  (a)  sous 
cette  forme , 

a  -h  3 

•  c     «        c  .  ^    """-^  .  c 

(6)  sin-cosS — cos-sinS  =  ^ sin -» 

cos- 

2 

a— ^ 

C  .  ,      .  C  .  ,     ^^-^     C 

(  n  )  cos  -  sin  S  -4-  sm  -  sin  S  = —  cos  -. 

^"  a  2  C  2 

cos- 

2 

En  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  cos  S  et 
à  sin  S)  on  aura  ,  après  quelques  transformations  faciles, 

(8)         cosS=-— g j^, 

4  cos  -  cos  -  cos  - 

2  2  2 

/    X         ^in  s  :^  ^^  ^'"  (/?  —  fl)  sin  (;>  -^  ^) sin  (^  —  g). 
^^^  *  abc 

a  cos  -  cos  -  cos  - 

2  2  2 

4>.  Si  Ton  désigne  par  a  a  la  surface  du  triangle  supplé- 
mentaire et  par  a  S',  aS'^,  aS'''^  les  aires  des  triangles 
formés  d'un  côté  du  triangle  proposé  et  des  prolonge- 
ments des  deux  autres  ,  on  aura 


S" 
tang—tang  — 

lo)  tang  -  : 


2 


^         Aapgl'tang^l 
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•iWNISTRATIfN  M  «UÉMHKS  TitMinS  H  I.  STUIEI 

(TOir  t.  XI?.  p.  141  ); 

pab  m.  e.  de  jonquières, 

Lieutenant  de  Tsitseau. 


Théorème  I.  En  tnscriuant  dans  un  quadrilatère 
deux  coniques  f  les  huit  points  de  contact  sont  sur  une 
même  conique. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  ;  EF  les  points  de  con- 
cours de  ses  côtés  opposés;  G  le  point  de  croisement  des 
diagonales  AC ,  DB  \  H  le  point  de  rencontre  de  DE  et  de 
EF-,  1,  a ,  3 ,  4  les  quatre  points  de  contact  de  la  pre- 
mière conique  \  5,6,  7,8  ceux  de  la  seconde  sur  les  côtés 
AD,  AB,  BC,  CD  respectiv^ement.  On  sait  que  les  cor- 
des de  contact  12,  56,  87,  43  concourent  en  H,  et  que 
les  cordes  de  contact  i3,  ^4,  67,  68  concourent  en  G 
(  Géométrie  supérieure,  n°  692). 

Cela  posé ,  par  les  cinq  points  i ,  a ,  3 ,  4  )  5  faisons 
passer  une  conique,  elle  coupera  la  droite  H 5  en  un  point 
qui  sera  le  conjugué  harmonique  du  point  5  par  rapport 
aux  deux  points  H  et  au  point  /i,  où  cette  droite  est  cou- 
pée par  les  diagonales  FF  et  AC  respectivement  [Géom. 
sup.^  n°  698);  or  le  point  6,  qui  est  sur  cette  droite  HS, 
est  précisément  ce  conjugué  harmonique  (Géom.  sup.^ 
u^  693)  ;  donc  la  conique  (i  a345)  passera  par  le  point  6. 

De  même,  cette  conique  coupera  la  droite  G 5  en  un 
point  qui  sera  le  conjugué  harmonique  du  point  5  par 
rapport  au  point  G  et  au  point  g  où  la  droite  G 5  coupe 
EF  (n®  698)  ;  or  le  point  7,  qui  est  sur  cette  droite,  est 
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précisément  ce  conjugué  harmonique  (n°  693);  donc  la 
conique  passe  par  ce  point  7. 

En  considérant  enfin  la  corde  6G8,  on  prouverait  de 
la  même  manière  que  la  conique  passe  par  le  point  8. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

Théobèmb  II.  Une  comifue  étant  inscrite  dans  un 
ifuadrilatèrey  si^par  les  quatre  points  de  contact^  on  fait 
passer  une  seconde  conique^  eUe  coupera  les  côtés  en 
quatre  noui^eaux  points  qui  sont  les  points  de  contact 
d'une  conique  inscrite. 

Ce  théorème  est  le  réciproque  du  précédent.  La  dé- 
monstration s'appuie  exactement  sur  les  mêmes  propo- 
sitions de  la  Géométrie  supérieure;  il  suffit  de  renver- 
ser le  raisonnement  qu'on  vient  de  faire  pour  le  premier 
théorème. 

Théorème  III.  Les  huit  points  de  contact  des  deux 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  donnent  soixante- 
dix  groupes  de  quatre  points. 

Douze  de  ces  points  sont  auec  deux  des  quatre  som^ 
mets  opposés  sur  une  même  conique. 

Ces  douze  coniques  se  partagent  en  six  couples  de 
coniques  tels,-  que  dans  chaque  couple  les  coniques  ont 
un  double  contact. 

On  a  soixante-dix  groupes  de  quatre  points,  parce  que 
c'est  le  nombre  des  combinaisons  différentes  de  huit 
points  pris  quatre  à  quatre. 

Les  trois  diagonales  AC  ,  BD ,  EF  du  quadrilatère  sont 
des  ellipses  infiniment,  aplaties  inscrites  dans  ce  quadri- 
latère; leurs  extrémités  représentent  chacune  deux  points 
de  contact  de  ces  ellipses  avec  les  côtés  du  quadrilatère. 
Donc^  par  le  théorème  I,  les  deux  extrémités  d*unc 
même  diagonale  se  trouvent  sur  la  même  conique  que 
quatre  points  de  contact  d'une  autre  conique  inscrite. 


(f) 

Cela  donne  d'abord  les  six  coniques  : 

(1234AC),     (1234ÉD),     (1234EF), 
(5678  AC),     (5678  BD),     (5678  FF). 

Combinons  actuellement  ces  extrémités  des  diagonales 
avec  quatre  points  de  contact  appartenant  à  deux  coni- 
ques distinctes,  et  choisis  de  manière  que  l'on  n'ait  que 
deux  points  sur  chaque  côté  du  quadrilatère  en  comptant 
ces  extrémités  elles-mêmes;  on  obtiendra  les  six  coniques 
suivantes  : 

(1278AC),     (1476BD),     (i638EF), 
(3456AC),     (3258BD),     (2457  EF). 

Je  dis  ces  six  coniques,  car  il  est  évident  que  les  rai- 
sonnements employés  pour  démontrer  le  théorème  I  s'ap- 
pliquent encore  ici ,  puisque  les  cordes  (12)  et  (78) ,  par 
exemple ,  concourent  au  point  H ,  pôle  de  AC  \  que ,  dans 
le  second  groupe,  les  cordes  (14)9  (67)  concourent  aa 
pd/e  deBD,etque,  dans  le  troisième,  les  cordes  (i3)i 
(68)  concourent  au  pâle  de  EF. 

Et  il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  ce  sont  là  les  seu- 
les combinaisons  possibles.  En  tout  douze  coniques. 

Associons-les  de  la  manière  suivante  : 

(i234AC)  (5678  AC)  (1234 BD) 

(1278AC)  (5634  AC)  (1674BD) 

(5678  BD)  (  1 234  EF )  (5678  EF  ) 

(5238BD)         .(i638EF)  (5274EF) 

Les  deux  coniques  de  chacun  de  ces  six  groupes  ont  un 
double  contact  aux  sommets  du  quadrilatère  par  lesquels 
elles  passent.  Par  exemple,  les  deux  coniques  (1234AC) 
(1278  AC)  se  touchent  en  A  et  en  C.  Ceci  résulte  de  ce 
que ,  dans  ces  deux  coniques ,  la  corde  AC  a  le  même  pôle 
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H ,  et  que ,  par  conséquent ,  elles  ont  Tnne  et  l'autre  pour 
ungmites  en  A  et  C  les  droites  AH ,  CH. 

Et  ainsi  des  autres.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Théorème  IY.  L'énoncé  de  ce  théorème  est  évidemment 
faux  ;  il  faut  lire  : 

Dans  un  quadrilatère  inscrit  à  un  cercle,  le  produit 
des  distances  de  chaque  point  de  la  circonférence  à  deux 
côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  distances  du  même 
point  aux  deux  autres  côtés  opposés. 

n  est  démontré  dans  la  Géométrie  supérieure,  p.  4^3. 

Théorème  Y.  Étant  donné  sur  un  plan  un  système  de 
paraboles  ayant  même  foyer  F  et  deux  points  fixes  A 
et  B,  si  par  ces  deux  points  on  mène  quatre  tangentes 
à  l'une  d* elles,  le  produit  des  rayons  vecteurs  qui  abou- 
tissent aux  points  de  contact  est  constant ,  quelle  que  soit 
la  parabole. 

En  effet,  le  théorème  n^  664  de  la  Géométrie  supérieure 
(p.  49^ —  autrement)  s'applique  aux  sections  coniques 
avec  une  démonstration  identique  et  il  prend  l'énoncé 
suivant  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique, 
si  une  tangente  roule  sur  la  courbe^  le  produit  de  ses  dis" 
tances  à  deux  sommets  opposés  est  au  produit  de  ses 
distances  aux  deux  autres  sommets  opposés  dans  une 
raison  X  qtu  reste  constante, 

La  raison  X  est  égale  au  produit  des  distances  de  l 'un 
quelconque  des  deux  foyers  aux  deux  premiers  sommets 
dii'tsé  par  le  produit  des  distances  du  même  Joyer  aux 
deux  autres  sommets. 

Si  l'un  des  foyers  est  à  l'infini ,  X  =  i  ^  donc  ; 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  parabole, 
le  produit  des  distances  du  foyer  de  la  courbe  à  deux 
sommets  opposés  est  égal  au  produit  des  distances  de 
ce  foyer  aux  deux  autres  sommets. 

Afin,  de  Mathémat,,  t.  XV.  (Mars  i856.)  7 
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Si  Ton  suppose  que  les  deux  premiers  sommeU  soient 
deux  points  de  la  courbe ,  les  deux  autres  sommets  se 
confondront  avec  les  deux  points  de  concours  des  tan* 
gentes  en  ces  deux  points.  Il  en  résulte  que  : 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  parabole  y  le 
produit  des  distances  des  points  de  contact  des  deux 
côtés  au  foyer  de  la  courbe  est  égal  au  carré  de  la  dis- 
tance de  son  sommet  à  ce  foyer. 

De  ce  dernier  théorème,  dâ.  à  Lambert,  on  conclut, 
dans  la  question  qui  nous  occupe ,  que  le  produit 

¥a.?b.¥c.Fd=  F  A». FB»  =  constante. 

Or  ce  produit  est  indépendant  de  la  parabole  que  1  on 
considère*  Donc  le  théorème  est  démontré. 

On  démontre,  par  d'autres  considérations,  que  si  les 
points  A  et  B  sont  deux  sommets  opposés  d'un  quadrila- 
tère circonscrit  à  une  conique  dont  les  foyers  sont  f  etf^, 
on  a  toujours  la  relation 

FA.FB  =  Fç.Ff , 

F  étant  comme  ci-dessus  le  foyer  d'une  parabole  inscrite 
dans  ce  même  quadrilatère.  On  a  donc 

F<i.Fi.Fc.Frf=F<p.Fy'=  constante, 

quelles  que  soient  la  conique  et  la  parabole  auxquelles 
est  circonscrit  le  quadrilatère  qui  donne  lieu  aux  points 
de  contact  a ,  & ,  c,  i2,  pourvu  que  cette  conique  ait  les 
points  (f  et  <f'  pour  foyers  et  que  la  parabole  ait  son  foT<^r 
en  F. 
C'est  le  théorème  VIII  de  M.  Steiner, 
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SMillTION  GleiHlTRIQVS  BE  LA  «DBSTION  28»  (CHASLKS)-, 

Par  M.   R.   de  JONQUIÈRES, 

Lieutenant  de  raisseau. 


Il  s'agit  de  prouver  que  si ,  par  trois  points  en  ligne 
droite  de  la  branche  infinie  d'une  courbe  du  troisième  or- 
dre, composée  d'une  telle  branche  et  d'un  ovale,  on  mène, 
respectivement,  deux  tangentes  à  Tovale,  les  trois  cordes 
de  contact  passent  par  un  môme  point. 

Je  ferai  voir,  par  la  démonstration  même,  que  ce  théo- 
rème est  susceptible  d'un  énoncé  plus  général. 

Soient  Â ,  B ,  C  les  trois  points  en  ligne  droite  pris  sur 
la  branche  in&nie^  les  trois  cordes  de  contact  sont  pq^ 
KL,FG. 

Maclaurin  démontre  très-simplement,  dans  son  Traité 
des  courbes  du  troisième  ordre  (prop.  XV,  fin  du  corol- 
laire), que  si  par  chacun  des  trois  points  Â,  B,  C  on 
mène  quatre  tangentes  à  la  courbe,  toute  droite  qui  joint 
deux  quelconques  des  douze  points  de  contact  passe  par 
Tun  des  dix  autres,  de  telle  sorte  qu  en  chacun  des  douze 
points  de  contact  il  y  a  toujours  quatre  corde$  semblables 
qui  viennent  s'y  croiser. 

Par  le  point  Â  passent  les  tangentes  AF,  AG  à  Tovale  ; 
Ay*,  A^  à  la  branche  infinie. 

Par  le  point  B  passent  les  tangentes  BK ,  BL  à  Tovale  \ 
BA,  B/  à  la  branche  infinie. 

Par  le  point  C  passent  les  tangentes  CP ,  CQ  à  Tovale^ 
€;? ,  C  ^  à  la  branche  infinie. 

F ,  G ,  K ,  L ,  P ,  Q  sont  les  points  de  contact  sur  To- 
vale. 


(  ^^  ) 

/»  ô  »  *î  'î  /^  V  *^"^  ^^^  points  de  coiuact  sur  la  braii- 
clic»  infinie. 

J'ajouterai  que  ce  point  de  croisement  est  toujours  le 
point  de  contact  d'une  tangente  issue  de  celui  des  trots 
points  A ,  B,  C  qui  est  étranger  aux  deux  points  de  con- 
tact que  réunit  la  corde  en  question.  Ainsi ,  par  exemple, 
les  quatre  cordes  QG,  PF,^,  qg  qui  joignent,  deux  à 
deux ,  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  des  points 
A,  C,  viennent  se  couper  au  point  de  contact  k  de  la 
tangente  B  k  issue  du  troisième  point  R. 

De  même ,  le  point  de  contaciy  de  la  tangente  Ay  est 
le  point  de  croisement  des  quatre  cordes  QL,  PK,  çl,pk 
qui  joignent  les  points  de  contact  relatifs  aux  points  B,C. 

De  même  encore ,  le  point  de  contact  p  de  la  tangente 
Cp  issue  du  point  C ,  est  le  point  de  croisement  des  qua- 
tre cordes  LG,  FK,  Ig^  /Xrdont  les  extrémités  sont  les 
points  de  contact  relatifs  aux  deux  autres  points  A ,  B. 

D'après  cela,  les  triangles  QLG,  PKF  dont  les  côtés 
homologues  se  coupent  en  y,  Ar,  p  sur  la  droite  pf  sont 
homologiques.  Donc  [Géométrie  supérieure,  n®  365) 
leurs  sommets  homologues  sont  deux  à  deux  sur  trois 
droites  concourantes  en  un  même  point  O.  Or  ces  trois 
droites  PQ,  LK,  FG  sont  précisément  les  cordes  de  con- 
tact dont  il  s'agit. dans  Ténoncé  de  la  question.  Donc  le 
théorème  est  démontré. 

Considérons  actuellement  les  deux  triangles  Q^lg ,  Vkf\ 
ces  triangles  sont  pareillement  homologiques  en  vertu 
du  corollaire  déjà  cité.  Car  les  côtés  gl  et  A/ se  coupent 
en  p  ;  les  côtés  Q  / ,  P  A  se  coupent  en  F  5  les  côtés  Q^,  P/ 
se  coupent  en  K  ^  et  les  trois  points  p^k,F  sont  en  ligne 
droite.  Donc  les  droites  PQ ,  kljfg  qui  joignent  deux  à 
deux  les  sommets  homologues  des  deux  triangles  se  croi- 
sent en  un  même  point  C.  Or,  ces  trois  droites  sont  trois 
cordes  de  contact  relatives  aux  trois  points  A ,  B,  C  dont 


(  -o«  ) 
deux  sont  prises  sur  la  branche  infinie  et  une  sur  l'o- 
vale. 

La  comparaison  des  triangles  qLg^pKf  ei^  pareille- 
ment, celle  des  triangles  qlG ,  Fkp  donneraient  lieu  à  une 
conclusion  analogue,  relativement  aux  deux  autres  per- 
mutations que  Ton  peut  faire  en  prenant  une  corde  de 
contact  sur  Tovale  et  deux  sur  la  branche  infinie. 

On  a  donc  ce  nouveau  théorème. 

Une  courbe  du  troisième  ordre  étant  composée  d*un 
ovale  et  d'une  branche  infinie  y  si  Von  prend  trois 
points  en  ligne  droite  sur  cette  branche;  que  par  Vun 
de  ces  trois  points  on  même  deux  tangentes  à  Vo  - 
Vf  aie  y  et  que  par  chacun  des  deux  autres  on  mène 
deux  tangentes  à  la  branche  infinie,  les  trois  cordes 
de  contact  ainsi  déterminées  passeront  par  un  même 
point. 

Remarque,  Si  les  trois  points  A,  B,  C  étaient  pris 
sur  les  deux  branches,  savoir  deux  sur  l'ovale  et  un  sur  la 
branche  infinie,  tels  que  Q,  G,  A",  le  théorème  n'existerait 
plus  'j  car  par  chacun  des  pointsQ,G  de  Tovale  on  ne  peut 
mener  à  la  courbe  aucune  autre  tangente  que  celle  ({ui 
touche  Tovale  en  ce  point  même  (et  qui  en  représenie 
deux  superposées)  ;  il  n*existe  donc,  dans  ce  cas,  qu^ine 
seule  corde  de  contact,  savoir  celle  qui  est  relative  au 
point  A,  soit  sur  la  branche  infinie,  soit  sur  Tovale. 

Quant  à  la  proposition  de  Maclaurin,  sur  laquelle 
s'appuie  la  démonstration ,  elle  résulte  de  considérai!  on  s 
très-simples  et  purement  géométriques,  comme  on  le 
verra  dans  ma  traduction  du  Trailé  de  ce  grand  géo- 
mètre sur  les  courbes  du  troisième  ordre,  traduction 
que  je  n'ai  d'ailleurs  entreprise  que  pouf  faciliter  aux 
jeunes  gens  la  lecture  de  cet  ouvrage  remarquable ,  qui 
est  aujourd'hui  extrêmement  rare  en  France  et  peut-être 
peu  connu. 


(  Ï02  ) 


NOTR  SUR  LA  THÉORIB  DBS  ROULETTES; 
Par  E.   catalan. 


J.  Problème.  Étant  données  deux  h'gnes  AB,  CD  si- 
tuées dans  un  même  plan,  trouver  une  ligne  EF  telle  y 
que  si  elle  roule  5ur  CD,  un  point  M,  invariablement  lié 
à  cette  ligne  EF,  décrive  AB. 


On  sait  que«la  droite  me&ée  du  point  décrivant  M  au 
point  de  contact  I  entre  la  ligne  roulante  RF  et  la  ligne 
fixe  CD  est  normale,  en  M,  à  la  roulette  AB. 

Cela  posé,  on  peut  admettre  que  CD  soit  déterminée, 


.         (.03) 
au  moyen  de  ÂB,  par  les  longueurs  des  normales  telles 
que  ML  En  d*autres  termes , 

étant  Féquation  de  AB,  Pautre  ligne  donnée  CD  pourra 
être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(2)  u  =  f(x). 

Enfin  on  peut  supposer  que  la  ligne  EF,  si  elle  existe, 
soit  rapportée  aux  coordonnées  polaires  u  et  ai ,  M  étant 
le  pôle,  et  Taxe  étant  ime  droite  arbitraire  MP,  mobile 
avec  le  pôle.  Il  s'agit  de  trouver  la  relation  entre  tù  et  u. 

A  cet  effet,  menons  la  normale  M' G  à  la  roulette  AB, 
au  point  M'  infiniment  voisin  de  M*,  et,  du  centre  de 
courbure  O,  décrivons  Parc  IH.  Nous  aurons,  dans  le 
triangle  rectangle  HGI , 

en  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure ,  par  ds  Télé» 
ment  MM',  et  par  e  l'angle  MOM'  ou  V angle  de  contin- 
gence de  la  roulette  AB. 

D'un  autre  côté,  on  sait  que 


donc 


Si,  au  moyen  des  équations  (i)  et  (a) ,  on  exprime  p  et 
ds  en  fonction  de  u  et  de  du^  la  formule  (4)  donnera  l'é- 
quation de  la  ligne  cherchée EF.  Par  conséquent: 

Toute  courbe  plane  est  une  roulette. 


(  «o4  ) 
II.  Si 


c'esl-à-dire  si  la  ligne  fixe  CD  est  le  lieu  des  centres  de 
courbure  des  centres  de  la  roulette  ÂB,  Tëquation  (4) 
donne 

dbi  =  o     ou     w  =  constante. 

Cette  dernière   équation    représente  une  ligne  droite. 
Donc ,  la  courbe  quelconque  AB  peut  être  engendrée  par 
un  point  M  appartenant  à  une  droite  qui  roule  sur  la 
dés^eloppée  de  cette  même  courbe  ;  ce  qui  est  évident, 
m.  Si  tt  =  constante^ 


ou,  à  cause  de 


s         C  ds 

«    J   e 


'dx 


s     rfdx 


ou  encore 


(5j  «  =  -  4-  arc  tang j'  -f-  constante. 

Mais  le  rayon  vecteur  u  étant  constant,  la  courbe  mu-' 
lante  EF  est  une  circonférence  dont  le  centre  est  le  point 
décrii^ant  M.  L'élément  de  cette  circonférence,  ouTélé- 
ment  de  la  ligne  fixe  CD ,  a  pour  expression 

(6)  d<T  =  udùi. 

Si  donc  nous  supposons ,  ce  qui  est  permis  ,  que  j^'=  o 
donne  5  =  0  et  a  =  o ,  nous  aurons ,  à  cause  des  rela^ 
lions  (5)  et  (6) , 

ff  =r  J  -f-  M  arc  tang  y . 


(  io5  ) 
De  là  ce  théorème  très-probablement  connu  : 


Si  Von  considère  une  courbe  ÂB  et  une  parallèle  CD 
à  cette  courbe,  la  différence  entre  les  deux  arcs  corres- 
pondants  Cl  ^  ÂM  (c'est-à-dire  terminés  à  deux  norma- 
les communes  AC,  MI)  est  égale  à  l'arc  de  cercle  CK, 
décrit  de  V origine  A  comme  centre  y  et  teiminé  à  une 
parallèle  AK  à  la  normale  commune  MI. 

IV.  Soit  CTD'  une  autre  parallèle  à  AMB,  menée  à 
la  distance  u.  On  aura 

a  r  =  AM  —  arc  tang/, 

et  9  par  conséquent , 

AM=- (a^-CT). 

Ainsi  rare  AM  est  égal  à  la  demi-somme  des  arcs 
correspondants  CI ,  C I'  ;  ce  qui  est  encore  évident. 

V.  Supposons  que  la  ligne  fixe  CD  soit  droite.  Alors, 
en  prenant  cette  ligne  pour  axe  des  abscisses ,  on  aura 

(7)  «=rv^'-*-r"; 

puis,  par  Téquatiou  (4)  ) 

;/: 

(8)  w  =  I  —  -4-  arc  tangy  4-  constante. 

Ces  deux  dernières  formules  feront  connaître,  dans 
chaque  cas  particulier,  la  courbe  EF  qui,  roulant  sur  une 


r     '  ■+  y 
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droite  donnée,  fait  décrire,  à  un  point  qu'elle  entraine, 
une  ligne  donnée  AB. 

VI.  Si,  par  exemple,  AB  est  une  droite  ayant  pour 
équation 

j  =  «  tanga, 

les  équations  (7)  et  (8)  deviendront 

j?  tanga 
«= ; — ï  »  =  c;ota.  Ix-f- a  H- constante, 

d'où  en  supposant  w  =  o  pour  x  =  i, 

(û)  «  =  îî!îîî>iie-^»«*. 

^^'  COSa 

Cette  équation  représente  une  spirale  logarithmique. 
Donc  9  quand  une  spirale  logarithmique  roule  sur  une 
droite,  son  pôle  décrit  une  droite. 

Vn.  La  .ligne  CD  étant  toujours  une  droite,  si  l'on 
prend ,  pour  la  roulette  AB,  une  cycloïde  ordinaire,  une 
chaînette,  etc.,  on  trouve  que  la  courbe  roulante  est 
une  circonférence,  une  parabole,  etc. 

VIII.  Considérons  le  cas  particulier  où,  la  ligne  fixe 


"   M 


étant  toujours  une  droite  CD,  la  roulette  AB  serait  une 
circonférence  de  rayon  r.  Désignons  par  (3  l'ordonnée  OL 
de  son  centre  et  par  <p  Tangle  lOL.  Nous  aurons 

.._  p 


COS  f 


=  r,      ds:=zrd<^\ 


(  Ï07  ) 
puis 

a«»  =  -; • • 

P  —  r  cos^ 

L'intégrale  de  cette  équation  est,  en  supposant  &>  =  o 
pour  f  =  o , 


^,a«ung[^ê±:,angi,]. 


Mais ,  à  cause  de  cos®  =  —  —  » 


donc  l'équation  de  la  courbe  EF  est 

«= -pâL=.rclaDg./[P±ïiI«±ZEP). 


Celle-ci  donnc^  par  nn  calcul  facile 

(lO) 


r 


I  -f-  -  COS  -î-i-r 

P 

Cette  dernière  équation  a  la  forme  de  celle  qui  appartient 
aux  transformées  des  sections  coniques  (*),  Mais, comme 
le  multiplicateur  de  co  est  une  fraction  proprement  dite,  la 
ligne  EF  représentée  par  Téquation  (lo)  n'est  pas  une  de 
ces  transformées. 

IX.  Les  derniers  calculs  supposent  Fordonnée  P  plus 
grande  que  le  rayon  r. 

(*)  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptiye,  seconde  partie,  p.  Ô8. 


(  io8  ) 
Si  /3  =  r,  la  formule  (lo)  doit  être  remplacée  par 

(")  "=(€-.)'-.' 

C  désignant  la  constante  arbitraire. 

Si  on  la  suppose  nulle ,  l'équation  (i  i)  devient 

Cl)  =r  o  donne  a  = —  a;  ainsi  quand  le  point  de  contact 
entre  la  courbe  roulante  et  la  droite  CD  se  confond  avec 
le  point  de  contact  I  entre  la  droite  et  la  circonférence  A6, 
le  point  décrivant  est  en  M ,  à  Textrémi  té  du  diamètre  IM , 
et  Taxe  des  amplitudes  est  dirigé  suivant  le  prolongemeni 
MP.de  ce  diamètre. 


La  courbe  roulante  EIF  a  deux  asymptotes,  parallèles 
aux  rayons  vecteurs  infinis  déterminés  par 

«  =  ±1, 

et  situées  à  une  distance  de  ces  rayons  égale  à  r.  Quand 
cetle  courbe  roulera  sur  CD,  le  point  M  décrira  Tarr 
RMS,  dont  la  longueur  est  égale  au  diamètre  IM.  Etc. 


(  »o9  ) 

ntmn  de  quadrature  de  cotes  ; 

D'APBis  GAUSS  (*). 


i.Lemme.  Soit 

~A     Mo.)    ' 

le  signe  tommatoire  se  rapporte  à  l'indice  fi. 

n  est  un  nombre  positif  entier  donné  et  [i  prend  suc- 
cessivement les  n  +  I  valeurs  o,  i,a,...  n;  les  A  sont 
des  constantes  données , 

_  /»?(»/  — i) (/If  —  a).  ■  ■(«/  —  />). 
T,^, -j— , 

t  une  variable;  de  sorte  que 

T(^;  = /ir  (/ir  —  i)(iir— 2). . .  (/ï/  — ^  +  i) 

Désignons  par  M^^;  la  valeur  numérique  que  prend  T(^j 
vu  y  faisant  nt  :=  fi,  on  aura 

M(/*)=;*(f*—  i)(fx  — a)...î,— I.  — 2.,.  ft^/?, 
T,  =  (iif  —  i)(/îr— 2) ...  («f  —  w), 
Mo=  —  I.  —  2.  —  3...  —  n. 
Le  premier  terme  de  Y  est 

A  (/If—  i)(«r— 2j...(/?/  — /i) 
(-')(-2)(-3). ..(-/,)  • 

On  met  A  au  lieu  de  A^^y 

(*)  àtethodus  noi'a  intcgralium  valores  per  approximationem  inveniendi, 
autoreCarolo  Friderico  Gaiiss,  SocicUti  regiae  Scientiaruni  cxhibita  D. 
16  ftcptcmbrU  181 /î,  p.  39-76. 


(    l.O    ) 

Le  deuxième  terme  est 

A,  /i/(/if  —  2)  .  . .  (nt  —  n) 
i.  — I.  ..I  — n 

le  dernier  terme  est 

A^ne{nt^  i)  ...  {nr—  n  -h  i) 
n{n  —  i)  . . .  1 

Faisant  successivement  t  égal  à  Tun  des  nombres  de 

la  suite 

12       3  n 

n       n       n  n 

les  n  +  I  valeurs  numériques  correspondantes  de  Y  sont 
A,  At,  As,  Ajy...   An. 

Si  Yi  est  une  autre  fonction  de  f ,  ayant  ces  mêmes  va- 
leurs pour  les  mêmes  valeurs  de  t ,  Y'  —  Y  sera  divisible 
par  les  (fi  +  i)  facteurs 

I  2 

n  n 

et,  par  conséquent ,  par  le  produit  de  ces  facteurs.  Il  faut 
donc  que  Yi  soit  d'un  degré  plus  élevé  que  t;  aiusi  de 
toutes  les  fonctions  de  t  qui  donnent  ces  valeurs  A, 
Al,...,  A»  pour  les  valeurs  correspondantes  de  r,  h 
moins  élevée  est  la  fonction  Y. 

Corollaire.  Si  une  fonction  de  t  étant  développée  sui- 
vant les  puissances  de  t  est  interrompue  avant  le  terme 
qui  renferme  f^^  cette  fonction  est  identique  avec  la 
fonction  Y. 

2.  Soit  à  intégrer  /    jrlx  par  la   méthode  des   rec- 

taugles  ;  où  y  est  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x. 


(  "•) 

Faisons 

donnons  successivement  à  a;  les  n  H-  i  valeurs 

A  2A  3a  /iA 

/I  /l  /l  /l 

et  supposons  que  les  valeurs  correspondantes  de  j-  sont 

A  y   A|  j    A]  9  •  •  •    A||. 

Posons 

OÙ  f  est  une  nouvelle  variable  et  y  devient  fonction  de  t. 
Alors 

j  fdx^  A  j  fdt. 
Remplaçons  j^  par  Y  et  l'on  aura 

Cydx  =  A  Tyc//. 

Développant  T(ji)  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  < ,  on  a 

/     T^rf/=— Î_h-Êh 1 1 h...=  M^R;», 

Jq  /i+i       n       n  —  I        n  —  2  rr» 

M^  est  un  nombre,  donc  R;^  est  aussi  un  nombre.  On 
aura 

=  A  (  AR  H-  A.  R,  -4-  A,  R,  4- .  .  .  -h  A„  R„  ). 
Car 

^=o,     /i=i,     A=i. 

Cette  intégrale  est  exacte. 


(  •") 

Exemple  : 

T,  =  5/(5/-  i)(5f-3)(5f-4)(5/— 5) 
=  5*/*—  i3.5*'.^«-+-59.5\*»-.  107.5»./» -f- 60.5  /, 
M,  =  2.1.  —  I.—  2.  —  3  =  —  12, 
a=      3i25, 
p=:~6ia5, 

7=  7375, 
è  =—  2675, 
f  =      3oo; 

Il  -  ^ 

3.  On  peut  abréger  cfe  calcul.  Posons 

2r  —  I  =«, 
alors 

(/i«-4-w)(/i«-H/i— 2)(/?tf-h/t — 4)  '"  (^" — ^4-4)  (^" —  /g-4-2)(fl«^ 

^^^^  2"(/ia-4-  n  —  2ft) 

Posons 

•«'a* — (rt  —  2  fi)»  ""     ' 

Lorsque  n  est  pair,  le   numérateur  se  termine  par 
(«'  «•  —  4  )  '*''?  et  lorsque  /i  est  impair  par 

(«'«'-.g)  (/!'««  -  i), 
el 

_  /!«  —  /l  -h  2  a  ,, 


{  ii3  ) 

U(^,  esi 

de  degré  n  — 

I  en  II  ^  et 

I> 

,^.=jr"'iT, 

,du 

< 

auVfi 

^+f^'illz 

</« 

Posons 

Uw  = 

=  a  «"- 

'  -4-  p  a"-'  -H  7  «"- 

■*-+-... 

Sin  est  pair  la  seconde  intégrale  s'évanouit,  et  si  n 
est  impair  la  première  s'évanouit« 
Ainsi  pour  n  pair, 

J^  a^y/ï-i-i       /i—  I       /i— 3      /i  —  5  / 

pour  n  impair, 

Jq  2"       \n         «  —  2         i9  —  4         71  —  6  / 

U^  ne  change  pas  en  remplaçant  n  —  a fx par  'ifi  —  », 
c'est-à-dire  en  remplaçant  fi  par  n  —  jui ,  donc 

Ainsi 

Jo  t/0 

le  signe  supérieur  pour  n  pair  et  le  signe  inférieur  pour 
n  impair;  et  comme 

ou  a  donc  toujours 

Rn—  a  =  R//.  • 

Ainsi ,  dans  les  coefficients  R  ,  R| ,  R, , . . . ,  R„ , 

R  =  R,i ,     R|  =  R«-.i  >     Rï  =  Rn— I  >  • . .  • 
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(  "5  ) 
A.  Êualuation  de  Terreur, 


Soit 


/■ 


t"  dt  = =r  valeur  exacte . 

m  -h  I 


Partageons  rinlervalle de  o  à  i. en  n  +i  parties  égales 


12       3  n 

n        n       n  n 


les  n  +  1  valeurs  de  A  sont 


».  i-  i^ï'  (^r (=)•< 


donc 


r    /«£//=^[R, -h2-.R,-4-3'-.R3-+-...4-/t".R„], 

valeur  approchée. 

Désignons  par  lf^„)  la  différence  des  deux  valeurs,  on  a 

*(«)  = 1 -^  [ R,  -h  2-  R,  -H  3"  R3  -h  .  . .  4-  /t-  RJ , 

Ar  =  I —  R, — R,  —  ...— R„,     car     m=o. 

Développant/  suivant  les  puissances  croissantes  de  t, 

.r  =  K  H-  K.  r  -+-  K,  I'  4-  K,  /^  4-.  .  .  , 
alors 

X-(«)  =  K^  ^  K,  X-,  -i-  K,  X-,  H-  K3  X-3  4- . .  .  4-  K„X-,. 

Car  pour  t^  la  différence  est  k ,  pour  t^  la  différence 
estA^, ,  etc. 

Tant  que  le  développement  de  j'  ne  dépasse  pas  n  ,  la 
valeur  approchée  se  confond  avec  la  vraie  valeur;  ainsi 

8. 


(  "6) 
^(o;î  ^(ij  1  ^(«;vi  *(«j  so"^  ^^^s  et  la  correction  ne  com- 
mence qu'à  k„^x.  En  effet,  tant  que  m  est  moindre  quew, 
j-  est  identique   avec  Y  et  l'intégration  est  exacte  telle 
qu'elle  a  été  donnée  ci-dessus.  Donc 

Exemple. 

«  •=  1  ,     A,  = — rr»  A-,  = — -7»  A-4  =: ^ 

6  4  lo 

I  ao  40 

n=5     t  —       •"  ji  —         " 

'    *  SaSod  '  i5ooo 


«=6,  /,^o,  x-,=-.3ggg^,         ^^'=--864^' 

_        .  _  '67 i6^7_ 

/i  _  7 ,  A-,  -      ^  o5884i G '      '  "'     2352980  ' 

37  37 

H  =8,  X.  =  o,  ^'•=■",7301504^  ^"^^  3745^^8 

Pour  «  =  I , 

X,  =0, 
I  I       I        I  1 

"^^  ~ï^:rr  ^"p  *^' ~  3  ""  ï  ~"  ""  ë* 

Pourn  =  2, 

/•,  z=Ai=  o, 


("7) 
On  a  en  général  pour  n  pair 

/ii+l  =  o, 

et 

En  eflet,  soit  /„  la  différence  entre  la  valeiu*  vraie  et 
1  a  valeur  approchée  de 

Pour  m  impair  l'intégrale  el  la  série  s'évanouissent  5  rar 
Pour  m  et  /*  pairs 


on  a 


2"  (  /Il  -h  I  j  /ï*" 


Pour  m  pair  et  /i  impair 


(  "8) 
Développons^  suivant  les  puissances  t : 

la  correction  sera 

/„  =  L/  4-  L,  Ai  -h  L4  /4  ■+-  L«  4  -H 

Car  pour  toute  valeur  de  m  qui  ne  surpasse  pas  n  ,  Z^,. 
s'évanouit. 

Ainsi  la  correction  sera  pour  n  pair 

pour  n  impair 

On  a 

i  mim  —  i)  ^  , 


(I X-  ••  1  i  mim  —  i) 

2/24       *-^ 


donc 

1  I  m  (  /»  —  I  ) 

2  4         **^ 

•      car  pour  t*"  la  correction  est  Ar,„ ,  etc. 
Et  de  même 

1  .  i  mim  —  1)  / 

2  4         1.2 

(où  il  faut  rejeter  les  /  d'indice  impair). 

Il  faut  dans  les  deux  séries  (p.  1 1 5  )  ne  commencer  qu'à 
n  ^  i. 

k^^,  =  /„+,  -h  -  («   -h  2)  /„^.,  , 

I  «V  I  (w  -+-  3)(/j  H-  a) 

/•.^3  =  /«-^.  -H-  («  +  3)  /„^,  4-2  ^ — r:~ ^u^^y 


("9) 
car 


k. 

=  *^.= 

X 

=  o, 

U 

=  /^.,  l 

= 

0. 

Donc 

si  n  esi  pair, 

/-_..,  

«  +  3 

= 

2 

^■ji+1 

'•«-♦-3  — 

a     '-' 

» 

si 

n  est  impair, 

*.+.= 

'iM-l> 

*.+,= 

— " 

lH-2 

Xw. 

f 

ce  qui  démontre  les  relations  indiquées  ci-dessus. 

Il  est  toujours  avantageux  dans  la  méthode  de  G>tes,  de 
prendre  n  pair,  parce  qu'alors  h^^i  =  o  et  ta  correction 
est  de  Tordre  n  4-  i . 

Autre  intégration  par  approximation, 

y  devient  fonction  de  f. 
Soit 

Y  ^  ^  (f-fl,)(<--fl,)(f-fl3 ).>■(< -flJ 
(il  -^  a, ){a  —  fl,)  (tt  —  fl3)...(fl  —  fl,j 

'  (a,  —  fl  ) (il,  —  a ) (a,  —  fl )...(ii«  —  a) 

^    ^^      (t^a)(t^a,)(t^a,)...{t^a,) 
'(fl,_fl)(i,,  — flr,)(fl,—  a,)...(flf,  —  €1^) 

^^      (f  —  fl)  (r  ->-  fl.)  (f  >-  flO...(/  —  i3r„^.) 


(   «2:«  ) 
Supposons  que  pour  ces  valeurs  de 

t  correspondent  les  valeurs  de  j^  ^ 
a  -  A, 

^\  —  Al, 

rt,  —  Aa, 


fl«  —  A„ . 

j  est  identique  avec  Y  tant  que  le  degré  de  y  ne  dépasse 
pas  /i,ou  lorsque  des  termes  de  degré  supérieur  à  n  peu- 
vent être  négligés  (p.  i  lo). 
Soit 

T=(^-fl)(r-fl,)('-«0- ••('-«») 

Désignant  par  M,  Mi ,  Mt  v*»  les  valeurs  des  numéra- 
leurs  dans  Y  en  y  faisant  t  successivement  égal  k  a^  a, , 
Ot ,  a„  y  on  aura 


Y  = 


AT 


A.T 


A,T 


W(/--û)       M, (/—11,)       M, {/  —  «,) 
A,T 


M,  Ml,  Mf,...,   M  „  sont  les  valeurs  de  '^pour/  =  a, 


11 


a  a' 
a,  <? 

«a 


a,/!--' 


a—i 


s: 


Tdi  I  a  a}  «* 

- —  =  — 1 1 1 

t-a       n  -\-  \        n       n  —  i        n  —  2 


-  H 1 h  ...  -h  a  /i" 

ff       /i  —  I        n  —  2 

«1  «i^i 


H ! h.  .    -H  «,«"-» 


/l   —    I  /l  —  2 

«1 


/l  —  2 


=  /i"  -h  ari"+'  -H  a,  <!*-*  -h  a,  «'-*  -h  .  .  .  a„., 

2  ■* 


/l  —  I  "^  -* 

'    r  1 


Soii 

où  T'  représente  la  somme  des  termes  où  l'exposant  de  t 
est  positif  et  T"  la  somme  des  termes  où  cet  exposant  est 
négatif. 

En  faisant  t  =z  a  dans  f,  on  obtient  la  série  ci -des- 
sus pour 


(  'aa  ) 
Désignant  par  R ,  R»  ,Rt,  R,,. . .,  R„  les  valeurs  que  prend 


r 


(?) 

en  y  remplaçant  successivement  e  par  a,  aj,  <?,  ,«,,..., 
a„ ,  on  aura 

/     Y///=AR-f-A,R, -+-A,R,-|-..    H- A,R,, 
r    ydxz=iti   Ç  Ydt, 

vraie  ou  approchée. 
Faisons 

a  =  2r —  I,     b^n^a —  i, 
6,=:  aa,—  I ,     ô,=  2û,—  I .  .  .  , 


T  =  -ï^,      U  =  C«-^)(a^A.)(«-*0. ..("-*.). 


alors 

2 

É^^    """  2"  rf«   ' 

ainsi  on  aura  M ,  Mj ,  M, ,  etc. ,  si  Ton  remplace  successive- 
ment u  par  i,  i,  ,i,,...,  i„  dans r-. 

2"  au 

357 
Faisons 

oùU'  est  la  partie  à  exposants  positifs,  on  aura 

r-+-T"  ==1  (U'4-U"); 


(  i»3) 
donc 

Ainsi  on  trouve  les  valeurs  de  R ,  Ri ,  Ri ,  Rs ,  etc. ,  en  fai- 
sant successivement  u  =  h^  &i,  ^i ,  &s>  ^tc,  dans 


m 


3.  Applications  numérique^, 

n  =  5n      a  =  o , 

1234 

/l,  =:  pî       flj  = -1       ^3  =  -,       a^  = -Si  ^j  =r  I  , 

I  -/•   ^'^-  5  '   5-625^  625  ' 

.«/   .   5  ^   67  ,   in  ,   Qi3  10 

2    3o    20    7000  7000 

5  ,      67  ,   17  ,   Qi3  10 

T'  __    2    3o    20    7500  7500 


\eit)       ^^    "^^  ^  5      5     625    625 

Remplaçant  t  par  les  valeurs  de  a,  on  trouve  les  valeurs 
deR^  mais  la  seconde  méthode  est  un  peu  plus  courte. 

V-u     5«+e,5«     625' 

ldV\  ~_   .       28  5i8' 

OÙ  l'on  remplace  u  par  les  valeurs  de  b ,  savoir 

3  I 


(  'M  ) 

On  aura  aussi  les  valeurs  de  R  et  les  mêmes  que  par  la 
méthode  de  Cotes,  puisque  les  a  forment  une  progression 
arithmétique^  et  Ton  a 

^  =  "'=^'    "'=^"  =  1'    R.=  R3=^(p.  ..4). 

Degré  de  précision. 
Posons 

Rfl"-hR,rr-hR,û*H-  .."H  R««!!!  =  — ^ *-, 

k^  est  la  différence  entre  Tintégrale   exacte  I     f^  di  ei 

Tintégrale  approchée.  Nous  aurons,  en  développant  en 
séries , 

R  R,  R,  R 


234 

Comme  nous  savons  que  h  ,  Ai  ,  A, , . . . ,  A,„  sont  nuls  ,  on  a 
doue 

multipliant  par  T,  on  obtient 

^r  4-  T'-'ii-)  (p.  121). 

Li'  premier  membre  est  une  fonction  entière  de  i  del  tu- 


(  "5  ) 

drc  n  ;  donc,  le  deuxième  membre  doit  être  aussi  entier. 
Or  T'  est  une  fonction  entière ,  donc 

T"  =  Te. 

#1*// 
Ainsi  l'on  trouve  0  en  développant  la  fraction  —  »     et 

par  là  ou  détermine  les  coefficients  Ar„^i ,  ft„^.,,  etc.,  et  si 
Ton  développe  j*  en  puissance  de  tj  savoir 

7  =  K  -+-  K,  r  4-  K,  /'  -h  K3  f»  -4- . . . , 
on  aura  ♦ 


/ 


Xdt=  *,+,  K,+,  ■+■  ^,+,  K„.,  H- 


Seconde  manière  d'exprimer  la  correction. 
Soit 

^=L  +  L.(r-i)-M.(r-i)+L,(r-iyH 

la  correction  sera 

où  /„  est  la  correction  de  l'intégrale 


et  l'on  a 


I       ,  \    m,m  —  1 


I    m, m  —  I  .iw  —  2 


8  i.a.3 


^— ,  -h .  . 


6  devient,  en  remplaçant  t  par  -  m  H — -, 

2^  (w-'  4-  «-'  4-  «-^  —  tf-*  -4- .  .  .  ) 
4/-,(tt^^-+-  2a-' -f-  3«-*  —  4i|-i  +  ..  .) 
H-  8X,{w-'  —  3w-*  -f.  6«-'  —  loii-''  -h.  .  .  ; 


(  '«fi) 


ou  bien 

2Au- 

'  +  4(^. 

-^) 

tt-"  4-  8 

- 

4.e(^3- 

;.». 

+  ■.3* 

J')  "-. 


ou 

2/a-'  4-  4'ï  «""'  -*-  8/i  «"•'  H-  i6/j  M-*  -+- .     .  ; 
mais  /,  /i,  /t  v*-9  'n  sontnuls^  donc  0  se  change  en 

Mais 

et  T,  T^'  se  changent  par  la  substitution  de  -  u  H —  au 

U         II" 
lieu  de /,  en -;;:;:;  et  —  (voir  ci-dessus,  art.  2).   Ainsi  la 

fonction  0  devient  -jr-  • 

Désignant  par  îl  la  série  résultant  du  développement  de 

U" 
~,ona 

Ainsi ,  dans  l'exemple  ci-dessus , 

i3i25  28125  309875  '**' 

176  832        .       i8q856 

i3i25  28125  4296875  ••   • 

La  correction  de  la  valeur  approchée  de  rint<%rale  est 

'J__  L^ _   '3  ^ 5933  ^    _ 

SaSooo  *   iisSoo  *   187500000  " 


(  1^7  ) 
Méthode  d'approximation  plus  approchée. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  a,  aj,  ^i ,...,  a„  , 
r approximation  est  toujours  exacte  jusqu'à  l'ordre  /i; 
mais  on  peut  choisir  ces  valeurs  telles  que  l'approxima- 
tion soit  d'un  ordre  plus  élevé  ;  ainsi  dans  la  méthode  de 
Cotes  nous  avons  vu  que  l'ordre  devient  re  +  i  lorsque  n 
est  pair.  Généralement,  si  les  valeurs  de  a  sont  tellement 
choisies,  que  dans  T''  ou  U'^  des  termes  disparaissent  au 
commencement  de  la  série ,  alors  la  précision  dépassera 
Tordre  n  d'autant  d'unités  qu*il  aura  disparu  de  termes. 

Supposons 

T  =  r*+'  -h  af"  -f-  a'  /»-'  -4-  «"  £*-'-+-...; 

il  faut  donc  choisir  0L^a\  a"  àe  manière  que  dans  le  pro- 
duit 

les  puissances  tr\  f"',  i***,...,  i""^""^*^  disparaissent ,. ou 
bien  posant 

U  =  W^'  4-  Ptf"  4-  p'  w"-^'  -h  P"  «""*■'  4- .  .  .  , 

on  prenne  P ,  p',  P"  de  manière  que  dans  le  produit 

les  puissances  ur\  u"*,  m"*,...,  i«-^"+'^  disparaissent. 

Il  est  évident  que  cette  condition  ne  peut  être  satisfaite 
à  moins  que  Ton  n'ait 

p=o,  r=o,  r=o, 

ce  qui  abrège  le  calcul. 
Soit 


(  "8) 
alors 

Pour  que  /"*  disparaisse,  on  doit  avoir 


donc 


1  I 
a  -\ =  0,      x= 9 

2  2 


2 


et 

U=*r, 

Pour  que  «"*  disparaisse , 

ô         2 

Pour  que  /r'  disparaisse 

Il  I    , 

432 
d'où 

Pour  U  =  /*'-!- (S* , 

(//'  -h  P')(u-^  -^  ^  **"'  "^  5""''  -+-  •  •    )^ 

«rr  2,      T  =  /'  -+-  oit'  -H  a'/  -h  «, 


(  ï^9  ) 
Pour  que  £-%  f-%  £-'  disparaissent,  on  a  les  équations 


d'où 


3        ,      3        „  I 

«  5  40 


Pour  U  on  trouve 


Méthode  générale  par  les  fractions  continues. 

Par  la  théorie  des  fractions  continues ,  on  trouve  que 
la  fonction  U  qui  jouit  de  la  propriété  que 

donne  une  série  qui  commence  par  «""('•+•>,  est 

>      >% — î   fjW— fc    I 

2.4.6.  2  «4-  1  .2«  —  1.2/1  —  3  ^•••» 

et 

I.2I1-+.2  I.  2.(2/1  4-  2)(2/l-+-  l) 

{/l+l)'/l»(/I—   l)« 
I    2.3.2/t-f  2  ...  2/14-  I.2/{  "T"'  •  • 

Gauss  donné  ces  valeurs  par  induction  et  dit  que  la  dé- 
monstration en  est  facile. 

Prochainement  cette  méthode  et  une  application  nu- 
mérique (*). 


^•)  Voir  pour  la  première  démonstration ,  Prouhel  { /V.  J.,  t.  1 ,  p.  348  ). 
Ann.  de  Hathcmat.,   t.   XV.   (Avril  i856.)  g 


(  i3o  ) 


BEMARQUBS  BIVBRSES  SUR  LES  NOMBRES  PRBHins^ 

PiWB  M.  LEBESGUE, 

ProfeBseur. 


1 .  Théorème.  On  peut  toujours  trouver  tant  de nofnbres 
consécutifs  quon  voudra  qui  ne  soient  pas  premiers, 

La  démonstration  est  bien  simple  et  bien  connue  ;  elle 
peut  être  présentée  ainsi  qu'il  suit  :  Si  Ton  veut  avoir  an 
moins  an  nombres  consécutifs  non  premiers,  on  repré- 
sentera la  suite  complète  des  nombres  premiers  par 

/>,  =  2,    |>,  =  3,    /?,  =  5,...,     Pi-i^  Pi%  Pi^i' 

Supposons  que  n  tombe  entre  p<_i  etp<- ,  on  fera 

^=P9PlPi'       '  Pi-\^ 

Comme  P,  pij^x ,  pi  sont  premiers  entre  eux ,  on  pourra 
toujours  trouver  des  entiers  x,  ^,  2,  tels,  qu'on  ait 


Vx  —  I  =pijr. 


I 
I 
et  il  en  résultera  que  les  I 

nombres 

P* -(/'.•— i),  I 

[a)       ...,   Px  — j,   Px,   Por-^i,  P^-+-2,..., 

Pa:-f.(yj.— -i), 

sont  composés,  et  que  chaque  terme  est  divisible  par  un 
des  nombres 

2,  3,  5,.. ,  /^,-,,  pxi  /?i+,. 


<x>D  tenant 

2  X  =  pi^  J  termes . 

2 

De  U  ce  théorème  de  Legendre  : 

On  peut  frouyer  p,  —  i  nombres  impairs  consécutifs 
non  premiers  et  divisibles  chacun  par  quelques-uns  des 
nombres 

3,  5,  7,..    ,  />/,  pi^i 

Quand  on  admet  des  diviseurs  quelconques  an  lieu  des 
diviseurs  consécutifs ,  on  obtient  des  solutions  en  nombres 
bien  plus  petits.  On  peut  d'ailleurs  en  trouver  à  Taide  de 
la  Table  de  Burckbardt.  Entre  les  deux  nombres  pre- 
miers 3029867  et  3029947,  dont  la  différence  est  80,  il 
n*y  a  pas  de  nombres  premiei^s. 

9- 


I 


(  .3i  ) 
Cela  résulte  des  équations  données  plus  haut  pour  les 
trois  termes  moyens  1 

Px—  I,     Pj-,     Px-f-  1.  I 

D'ailleurs  P  est  divisible  par  les  nombres 

2,   5j   5  y  pi—\^ 

et  il  en  est  de  même  des  nombres  consécutifs 

2,  3,  4>  5,  6,  7,  Pi—  i. 

Ainsi  les  2;?, —  i  nombres  [a)  sont  composés.  Comme 

Pi>n,     2/?.^  i>2ii  —  I, 

on  a  plus  de  2  n  nombres  consécutifs  non  premiers.  Si 
Ton  supprimait  dans  les  nombres  (a)  les  nombres  pairs, 
il  resterait/;,  —  i  nombres  impairs 

P*^(,./— 2), 

. . . ,  Px—  1,     Pjr-4-  i>.  •., 

Px-hy»,  —  2, 


(i3a) 
Legendre  a  cru  avoir  démontré  qu'on  ne  saurait  troa- 
ver  plus  de  ^/  —  i  nombres  impairs  consécutifs  dont  cha- 
cun fût  divisible  par  quelqu'un  des  nombres 

3,  5,  7,. .. ,  pi^i* 

Il  n'a  fait  que  donner  a  la  proposition  une  grande  proba- 
bilité. Ainsi  il  n'a  point  prouvé  que  la  formule 

Ajc-f-B, 

où  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  on  encore  que  la 
progression  arithmétique 

B,     B4-A,     B-haA,     B-h3A,... 

renferme  une  infinité  de  nombres  premiers.  Cette  impor- 
tante proposition  a  été  démontrée  par  M.  Dirichlet  dans 
un  Mémoire  extrêmement  remarquable  (dont  M.  Ter- 
quem  a  donné  la  traduction  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques^ t.  I\,  p.  3g),  et  sa  méthode  lui  a  donné  par 
suite  nombre  d'importants  théorèmes. 

On  peut  voir  dans  un  article  de  M.  Desboves  (iVatf* 
velles  Annales  y  t.  XIV,  p.  a8i)  en  quoi  consiste  l'imper- 
fection de  la  démonstration  de  Legcudre.  Cependant 
comme  il  n'est  pas  prouvé  que  la  proposition  soit  in- 
exacte, et  qu'on  peut  même  l'établir  rigoureusemeni 
pour  un  petit  nombre  de  diviseurs  consécutifs  ,  par  exem- 
ple pour  I 

3,  5,  7,  I 

I 

on  peut  demander  si  la  chose  étant  admise  pour  la  suite 
de  diviseurs 

3  »  o  >  7  >  •  •  •  »  /'i-Hi  f 

est  vraie  aussi  pour  la  suite 

3,  5,  7,.    .y  ;?/4.,. 


(  i33  ) 

Ain«i  M.  Gauss  ayani  vérifie  la  loi  de  réciprocité 
de  Legendre  jusqu'à  une  certaine  limite,  a  montré  par 
une  réduction  k  Tabsurde  que  la  limite  pouvait  être 
reculée,  de  sorte  que  la  loi  s'est  trouvée  généralement 
établie. 

Cette  démonstration  trcs-compliquéo  a  été  notable- 
ment simplifiée  par  M,  L.  Dirichlet  dans  le  tome  XLVII 
du  Journal  de  M.  Crelle,  Quelques  propositions  de  ce 
Mémoire  établissent  très-simplement  que  les  formules 

8j?+  I,     8j:-4-3,     8x4-5,     8x4-7 

renferment  une  infinité  de  nombres  premiers.  M.  Serrejt 
eu  a  déjà  donné  une  démonstration  élémentaire  dans  le 
Journal  de  Mathématiques^  t.  XVII,  p.  186. 

2.  Théorème.  Les  formules 

renferment  une  infinité  de  nombres  premiers, 

i".  On  ne  saurait  avoir  j'  4-  i  divisible  par  un  nomr- 
bre  premier  4^  +'3,  car  en  supposant  que  40^  +  3  soit 
le  moindre  diviseur  de  cette  forme,  on  aurait 

^-»4- I  =(4«-+'3)ï. 
Or  on  peut  toujours  poser 

j^  =  (4«4-3)/i±r 
de  manière  k  avoir  rpair  inférieur  à  4^  +  3.  De  là 
r'4-  I  =4^-t-  I  =  (4a4-3)(4/H-3), 

4/1+3  étant  nécessairement  inférieur  à  4^  +  3^,  or 
4/1  +  33  nécessairement  un  diviseur  premier  de  forme 
4(3  +  3 ,  inférieur  à  4 0^+3,  ce  qui  est  contre  ITiypo thèse. 


(  «34) 

(Celle  démonslralîoD  esl  dans  le  JVlëiuoire  cilë  pins 
haut.) 

2^.  Il  y  a  une  infini  lé  de  nombres  premiers  4  ^  +  i  ; 
car  si/7f  ,^t,...,  pi  étaienl  les  seuls  de  celte  forme,  oo 
aurai  l 

composé  ei  divisibL;  par  un  nombre  premier  de  forme 
4^+  I  el  nécessairement  aulre  que  Tun  des  nombres 
Pi^Pi^"'iPi  quî  i^c  divisent  pas  N. 

3^.  II  j  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme 
4^+3,  car  Si  pi^  p^y...^  Pi  étaient  les  seuls  nombres 
de  celle  forme ,  on  aurait 

N  =  4/^1 9  A's y  •  •  •  9  pi  4-  3 

composé  et  ayant  un  diviseur  4  A  +  3 ,  aulre  que  Fun  des 
nombres  ;7i ,  ^s  vm  /'•  ?"^  ^^  divisent  pas  N.  Celle  dé- 
monslraiion  esl  imitée  d'EucIide. 


TROISIÊMK  WIONSTRATim 

De  la  possibilité  de  décoaposer  les  fonctioas  algébriqaes  eitières  i 

factein  riels  \ 

D'APBàs  GAUSS. 


(GoUing.  t.  III,  p.  i35;  1816.) 


1.  Soit 

A ,  B ,  C , .  •  •  sont  des  coefficients  réels. 
Faisons 

jr  =  r  (  cos  f  -f-  V  —  I  sin  7 }  y 


'-"s^' 


(  «35  ) 
on  obtient 

t  =  r"cos/7if  H-  Ar*-»  cos  (m  —  i)  f  H- B/*~*co8(*n  — a)  f 
-»-Cr^'cos(m  —  3)^4-.. .-+-  Lrcosf -+-  M, 

«  =  r"siniif^  -f- Ar*~*sm(»î  —  i)î"<"  B/**~*  sin  (m  —  a)  y 

-f-Cr"-3sin(/w  —  3)^-f-.  •  .-f-Lrsin^. 

Faisons 

di 

du   . 

^^ 
dr' 

du! 
dr 

_  (f'  -^  a')(/^^^  H-  un'')  H-  (^^  4-  tf^^)^  —  ( tt^  -Mrie^ )' 
•^"^  r(f'4-aM*  ' 

il  est  évident  que  r  disparait  du  dénominateur. 

2.  Théorème.  Soit  R  une  quantité  positive  détermi" 
née,  arbitraire  pourtant  et  plus  grande  que  les  quantités 

mkyf^j      \//nBv^,       \lmC\fi^      V/)iDv^, ... 
abstraction  faite  des  signes;  prenant 

tl'  4-  uu'  sera  une  quantité  positive ,   quelque  valeur 
réelle  quon  donne  à  (f. 
Démonstration .  Poson  s 
R  cos45«  4-  AR**-'  cos (45<»  4-  <p)  4-  BR"^>  cos(45»  4-  2y) 

4-CR"— »cos{45*»4-3<p)4-. .. 
4-  LR  cos  [  45°  4-  (/»  —  i)  f ] 
4- M  cos  (45**  4-  //if)  =  T. 


(  136  ) 
Désignons  par  U  ce  que  devient  T  en  remplaçaut  cosiiiu» 
par  sinus, 

T  = [R  -h  /w  A  v^  cos  (45*»  4-  y)J, 

H p[R»4-#wB  \/âcos(45«-h  ay)], 

m  V2 

:[R'-f-mCV2cos(45»-h  3^)]. 


m 


^' 


Jim    I 

-h  — 7=  [R*-h  mD  v^  cos  (45«  -+-  4 ?)]> 
/w  y  2 


donc,  vu  les  in^alités  ci-dessus,  Test  essentiellement 
positif,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  <f.  On  démontre  de 
la  même  manière  que  T\  U  et  U'  sont  positifs.  Ainsi 
TT'  -f-  UU'  est  une  quantité  positive.  En  faisant  r  =  R 
dans  tj  Uyt'j  u\  ces  expressions  deviennent 

T  cos(45»-f-'w^)  -hUsîn(45*»  H-wf), 
T  sin  (45*  -+-  mff)  —  U  co»(45«  4-  «t), 
T  cos  (45«»  -h  mç)  -f-  U'sin  (45«  -4-  wy), 
V  sin  (45«  4-  wf  )  —  U'cos(45*  -h  m^) , 

et  u'-hua*  se  change  en  TT'  +  UU';  donc  tt'  -^uu' 
est  une  quantité  positive,  quelle  que  soit  la  valeur  def , 
en  faisant 

r  =  R.  c.  Q.  ».  D. 

Donc  aussi  f "  4-  m"  devenant  T*  4-  U"  est  une  quantité 
positive  en  faisant 

r=R, 


(  i37  ) 
4|uelle  que  soit  la  valeur  de  f^  ainsi  r  et  u  ne  peuvent 
devenir  simultauément  nuls  tant  que  r  =  R. 

3.  Théorème.  Lorsque  r  est  compris  entre  o  etlR,^  et 
<f  est  compris  entœ  o  et  36o,  il  existe  des  valeurs  de 
r  et  de  f  qui  rendent  simultanément  nuls  l  etn. 

Démonstration,  Supposons  au  contraire  que  dans  ces 
intervalles  t  et  u  ne  peuvent  jamais  s'évanouir  simultané- 
ment.  Alors  dans  ces  mêmes  intervalles  y  (p.  i35)  sera 
toujours  une  quantité  finie;  cette  hypothèse  mène  à  une 
absurdité.  En  effet,  soit  la  double  intégrale 

.360 


Jq      Jq 


intégrant  par  rapport  à  f ,  on  a  indéfiniment 


I' 


tu'  —  m' 
rdto^z  —y--- -h  constante . 

Faisant 

f  =0, 


u  et  II'  s*évanouissent  ;  donc  la  constante  est  nulle  en  fai- 
sant commencer  Tintégrale  â  f  ==  o. 
Mais  posant 

f  =  36o% 

u  et  u'  s'évanouissent  encore.  Donc ,  dans  l'intervalle, 
>36o 


/ 


quelle  que  soit  la  valeur  de  r.  Donc 

ft  =  o. 

Oq  doit  obtenir  la  même  valeur  en  commençant  l'in- 
tégra tion  par  r  ;  alors 


/tt'  -f-  lia' 


(  i38  ) 
on  n'ajoute  pas  non  plus  de  constante ,  rintëgrjile  com- 
mençant à 

r  =  o, 
et  alors 

t*  :=  Oy     w'  =  o  ; 

donc  Tintégrale  dans  l'étendue  ders=oàr  =  Rs^ 

TT'  -t-  UU' 
change   en  — ^j^ jrp,  quantité  essentiellement  positive 

pour  toute  valeur  de  9  (p.  i36).  Donc  A  n^est  pas  nul; 
ce  qui  établit  une  contradiction^  Thypothèse  est  dooc 
inadmissible.  Ainsi  y  ne  conserve  pas  une  valeur  con- 
stamment Gnie  dans  les  intervalles  indiqués. 

4.  Nous  avons  vu  qu'en  remplaçant  dans  X  la  valeur 
de  X  par 

x=i  r(cosf  4-  ^sinf), 

X  se  change  en  t  -+-  «*  ^ — i ,  et  de  même  en  t  —  u  ^ —  i, 
en  faisant 

X  =zr  (cosf  —  yj-^i  sin ^ ). 

Si  donc  pour  des  valeurs  déterminées  de  r  et  de  ^ ,  savoir 
pour 

t  et  u  s'annulent  simultanément  (l'existence  de  telles  va- 
leurs a  été  démontrée) ,  alors  par  la  substitution  de 

xziz  g  (cosG  -f-  ^—i  sinG) 
et 

xzn  g  (cosG  -h  sj — i  sinG), 
X  devient  nul  et  deviendra  divisible  par 

X  —  ^  (  cosG  -f-  ^-»  i  sin  g) 


(  »39  ) 
et  par 

ar  — g  (cosG  —  V~  wqG); 

et  toutes  les  fois  qu'on  n'a  pas  ni  ^=:  o ,  ni  G  =  o ,  ces 
diviseurs  sont  inégaux  et  X  sera  divisible  par  leur  pro- 
duit 

et  toutes  les  fois  qu'on  a  soit  cosG  =  db  i  ou  G  =0,  les 
deux  facteurs  sont  identiques,  savoir  x  —  g.  Il  est  donc 
certain  que  X  a  un  diviseur  réel,  soit  du  second  degré,  soit 
du  premier,  et  comme  la  même  conclusion  subsiste  pour 
le  quotient,  X  sera  entièrement  décomposable' en  de  tels 
facteurs. 


DESCRIPTION  MfiCANIQliE  DE  CERTAINES  COURBES; 

Par  m.  PAINVIN, 
pocteur  es  Sciences  mathématiques,  Répétitoor  à  l'institution  Favart. 


Éunt  donné  un  cercle  fixe  de  centre  C  et  un  point  fixe 
O ,  on  imagine  un  rectangle  invariable  GHKL ,  emporté 
par  un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  du  point 
O ,  de  sorte  que  Taxe  AB  de  ce  rectangle ,  égal  au  diamètre 
du  cercle,  passe  constamment  par  ce  point,  et^  que  les 
côtés  GK  et  KL  restent  tangents  à  la  circonférence. 

On  voit  que  cette  dernière  condition  impose  au  rec- 
tangle un  mouvement  de  glissement  dans  le  sens  de  l'axe 
BA. 

Ce  mouvement  se  réalise  dans  l'industrie  en  adaptant 
un  mécanisme  très-simple  au  tour  ordinaire. 

Je  fais  abstraction  du  frottement. 


(  «4o  ) 
SI- 

Je  me  propose  d'abord  de  déterminer  le  mouvement 
d^un  point  quelconque  du  plan  mobile  GHKL. 

Je  prends,  pour  origine  du  temps,  Tépoque  à  laquelle 
le  rectangle  se  trouve  dans  la  position  GHKL,  et  pour 
origine  des  coordonnées  le  point  fixeO;  les  axes  recun- 
gtdaires  seront  naturellement  Oar  et  Ojr,  où  OA  est  Taïf 
des  X, 

Soient 
OC  =  a, 

fit)  la  vitesse  angulaire  de  rotation  ; 

(a,  i)  les  coordonnées  OP,  PM  d'un  certain  poîni 

M  par  rapport  aux  axes  fixes  Ojc  et  Or,  à 
l'origine  du  temps  \ 
(ar,  jr)  les  coordonnées  du  même  point  devenu  M' 

par  rapport  aux  mêmes  axes,  à  l'époque f. 
Soit  G'H^K'L'la  position  du  rectangle  à  cette  épo- 
que t\  si  alors  les  coordonnées  du  point  M'  par  rapport 
aux  axes  mobiles  ox^  et  oy^  sont  (x',  y*) ,  on  aura  les  for- 
mules 

X  =x'cosu^  — y  sinur, 
j  =  j/sinttir-(-  /'coswf. 

Or  il  est  facile  d'avoir  x'  et^'.  En  effet 

a=:OP,     ^  =  MP, 

M'  étant  la  position  du  point  M  à  l'époque  f .  Or  la  dis- 
tance du  point  à  l'axe  des  abscisses  n'a  pas  changé  pen- 
dant le  mouvement;  donc 

y  =  M'P'=MP=ft. 

L'équation  du  cercle  par  rapport  aux  axes  Ojt  et  Oy 
étant 


(  »4.  ) 

deviendra ,  eu  la  rapportant  aux  axes  ox*  et  oy\ 

x'* -f- y  —  2 a  (x'  C0S6I /  —  /  sinciir)  -f-  a»  =r  R'. 

Soit  OA'  Tabscisse  d*uue  tangente  parallèle  à  l'axe  oy^* 
Faisons  dans  celte  équation 

et  exprimons  que  les  deux  racines  sont  égales  -,  on  aura 

OA'  =  acosft»r+  R. 

Or  pendant  le  mouvement,  on  a  toujours 

PA  =  P'  A' 
ou 

fl  4-  R  —  a  =  a  coswr  4-  R  —  x'  \ 
donc 

X*  =z  a  —  a-^  CL  cos»  t . 

Les  lois  du  mouvement  du  point  M  seront  donc  données 
par  les  équations 

\  0;=:  (a  •— o:)  costtf — ^sinurH-acos'tt/y 

(  /  =  (a  —  a)  siDwr4«&coa«>/+  asinw^cosM^, 

d'où  Von  déduit 

i  yûntùt  -{-  xco%tùt  =1  û  —  a  -H  a  cosu^f 
^    '  j  j  cosw  / —  X  sin  Oi>  r  =  & . 

L'élimination  de  t  entre  les  équations  (a)  nous  con- 
duira à  Féquation  de  la  courbe  décrite  par  le  point  M 
dans  son  mouvement 

rhypothèse  a  =i  o  donne  un  cercle^  résultat  qu'on  pou« 
vaît  prévoir. 


(  >4a  ) 

En  faisant 

6  =  0    et    a  =  a, 

on  voit  que  le  point  C  décrit  un  cercle  dont  )e  diamètre 

est 

0C  =  «, 

Si  le  point  m  est  sur  Taxe  des  x,  c'est-à-dîre  sib=:o, 
l'équation  de  la  courbe' en  coordonnées  polaires  sera 

r=  a  CCS  G  ±(11—  a); 

c^est  l'équation  du  limaçon  de  Pascal. 

n  faut  prendre  le  signe  + ,  car  pour  /  =  o  on  doit 
avoir 

X  =  rcosO  =o^ 

y  =r  rsinO  =  o, 

et,   par  conséquent, 

r  r=  a       pour       0  =  o . 

Si  l'on  prend  toujours  sur  l'axe  Ox  deux  points  dont 
les  abscisses  soient  respectivement  a  et  a  +  sa ,  ces  deux 
points  décriront  la  même  courbe;  mais  pour  les  superpo- 
ser, il  faudra  tourner  l'une  d'elles  de  1 80  degrés. 

Je  bornerai  à  ces  quelques  mots  la  discussion  de  ce 
problème,  pour  envisager  le  mouvement  sous  un  autre 
point  de  vue. 

S" 

Imaginons  un  second  rectangle  gfAA/ animé  d'un  mou- 
vement semblable  au  mouvement  défini  au  commence- 
ment de  cet  article  et  autour  d'un  nouveau  cercle  \  lecentic 
du  nouveau  cercle  fixe  étant  en  c,  et  le  centre  de  rotation 
en  o ,  un  crayon  est  fixé  en  un  certain  point  fx  du  deuxième 
plan  mobile  ghkl^  perpendiculairement  à  ce  plan;  il 
s'agit  de  trouver  la  courbe  que  le  crayon  décrira  sur  le 
premier  plan  mobile  GHRL. 


(  i43  ) 

Je  suppose  qu'à  lorigine  du  temps  les  deux  rectangles 
ont  les  positions  respectives  GHKL  et  ghhL 

Je  suppose  encore  les  deux  plans  parallèles  \  et  même, 
pour  résoudre  la  question,  on  peut  regarder  les  deux 
plans  mobiles  comme  situés  dans  un  seul  ci  même  plan. 

Un  point  fixe  (a,  b)  du  premier  plan  GHKL  occupera 
à  l'époque  t^  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox  et  Ojr,  tra- 
cés dans  le  plan  du  cercle  G,  une  position  (x^y)  déter- 
minée  par  les  formules 

,  \y  %\Ti fût -^  xco% fà tissa  —  a-hacosi»r, 

^^'  \xcù%fàt — drsiMoir=r^, 

d'après  les  conclusions  du  §  I.  ^ 

Un  point  fixe  (  a\  h')  du  deuxième  plan  ghhl  occupera 
à  Tépoque  t  par  rapport  aux  axes  o  ^  et  o  y? ,  une  position 
(^ ,  V})  déterminée  par  les  formules 


(5) 


assinûi  +Scosû/=  a' —  p  +.  pcosH/, 
ucosAr—  Çsinûr=:  b' ^ 


A  étant  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  ce  deuxième 
système  et  ^  =  oc. 

Or  si  [p^q)  senties  coordonnées  de  o  par  rapport  aux 
axes  Ox  et  O y^  (m ,  n)  les  coordonnées  du  point  (a\  V) 
oufjipar  rapport  à  ces  mêmes  axes,  et  (X,  Y)  les  coor-' 
données  par  rapport  è  Ox ,  Oy  du  point  (|  ^  n) ,  on  aura 

D  =  Y  —  qj      b'  z=  n  —  7, 
les  formules  (5)  deviendront 

(  ^  j(Y  —  47)cosaf  —  (X  — /?)»inaf  =  /t  — 7. 

Ces  équations  donneront  à  Tépoque  t  la  position  (X,  Y^ 


1  '44) 

dn  point  fixe  (m,  n)  do  deniième  plan  par  rapport  aux 
axes  Ox  et  Ojr. 

Les  équations  (4)  déterminent  les  coordonnées  (x,  y  '< 
a  Tépoqne  t  àa  point  da  plan  mc^le  GHKL.  qni  avait 
pour  coordonnées  (a,  b)  aTorigine  du  mooTcment,  par 
rapport  anx  axes  fixes  Oxet  Oj  tracés  dans  le  plan  dn 
cercle  C. 

Si  Ton  change  x  eijr  en  a  et  6  et  réciproquement ,  on 
aura  les  équations  suivantes  : 

I  bcosmi  —  asinv/^j-, 

l   ^  sin^f  +  tfCOSMf  =rx  —  s-4-a€OS«ft/, 

qui  déterminent  les  coordonnées  prinuii'yes  {Xjj)  da  pcMiit 
mobile  qui  est  en  (a,  b)  à  Tépoque  t  ;  les  coordonnées 
(a,  &)  étant  rapportées  aux  axes  fixes  Ox  et  Oj-  tracés 
dans  le  plan  dn  cercle;  les  coordonnées  (x,  j^)  étant 
rapportées  aux  axes  Oxi  et  O/i  tracés  dans  le  plan 
GHKL,  fixes  dans  ce  plan  ,  mais  mobiles  avec  lui.  Si 
pour  point  (a,  b)  on  prend  (X,  T),  les  coordonnées 
(x,/)  représentent  la  position  primitwe  (par  rapport 
aux  axes  OxetOj^)  et  actuelle  (par  rapport  anx  axc> 
Oxi  Oyi)  du  point  qui  y  à  l'époque  f ,  se  trouve  sous  le 
crayon  {m,n). 

Donc  en  associant  les  équations  (7)  et  les  suivantes  : 

!(b  —  ç)sinar  4-(<«  —  p)co$ai==im  — p  —  p 
4-pcosnf, 
(i  —  q^cosCii  — (a  — p)  sinCit  =  n  —  q^ 

et  en  éliminant  a,  &  et  t,  on  obtient  la  courbe  décrite  par 
le  crayon,  fixé  en  (m,  n) ,  sur  le  plan  mobile  GHKLei 
rapportée  aux  axes  mobiles  Oxi  et  Oyx  tracés  dans  ce 
plan,  qui  coïncident  avec  les  axes  fixes  Ox  et  Oy  à  To- 
rigiiie  du  mouvement-,  et,  par  conséquent ,  si  Von  veut 
seulement  connaître  la  nature  et  la  forme  de  celle  courbe. 


(  i45  ) 
rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  prenne  pour  axes  Ox  et  Oj. 
Éliminons  d'abord  a  et  6  entre  ces  équations,  on  trou- 
vera 

(n  —  q)  cosXr-+-  [m  — p  —  p)  sinAi 

4-  p  cosCit  sinAt  =x  —  q  cosv^t  -f-  p  sino»  t 
{9)  {■"('*  —  q)smkt-h{m — /;  —  ^jcosA^ 

-H  pcosAf  cos^r  =  x  —  a-^  a  coswr 

—  qs\nû,t  —  psint^t) 
où 

A-  =:  û  —  ot>. 

En  éliminant  t  entre  ces  deux  équations,  on  aura  la 
courbe  cherchée. 

La  discussion  de  ces  équations  présente  des  cas  nom- 
breux et  intéressants. 

I. 

a  =  o. 

Le  deuxième  plan  hgkl  est  immobile,  on  a  donc  la 
courbe  décrite  par  un  crayon  présenté  au  point  (m,  n) 
sur  le  plan  HGKL. 

Celte  hypothèse  introduite  dans  les  équations  (9) 
donne 

(  mcostit — /7isinwf=:j^^ 

L'élimination  de  t  conduit  à  Téquation  de  la  courbe 
décrite 

On  voit  que  c'est  une  ellipse  dont  le  centre  est  en  C. 

C'est  en  effet  le  moyen  employé  par  les  tourneurs  pour 
décrire  des  ellipses. 

Ann.  de  âtathcmat,,  t.  XV.  (Aviil  i8''»6.)  lo 


(  .46) 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 
Si  Ton  suppose  n  :=  o ,  on  a  une  ellipse  dont  les  aic5 
sont  dirigés  suivant  Cx  et  CY;  le  grand    axe  est  dirige 

suivant  CY  tant  que  m  > -;  il   est   dirigé  suÎTant  Cjt. 


a 

2 
OL 


lorsque  m  <^-- 

Si  l'on  a ,  en  inème  temps  que  /i  =  o  , 

le  grand  axe  est  double  du  petit; 
m  =  a, 

le  crayon  décrit  une  droite  égale  à  sa  suivant  TaxeCT: 

a 
m  =  -  i 

2 

la  courbe  décrite  est  un  cercle  qui  a  pour  rayon  —  ; 

/«  =  o , 

le  crayon  décrit  une  droite  égale  à  2a  suivant  Taxe  Cx', 

a 
m  = î 

2 

le  grand  axe  est  triple  du  petit. 

Revenons  à  Féquation  générale  (i  i). 

Si  l'on  prend  deux  points  qui  aient  respectivemesi 
pour  coordonnées  (m ,  n)  et  (a  —  m^  n),  les  deux  ellipses 
décrites  seront  égales,  mais  inversement  disposées. 

Si  m  =  -9  Fellipse  a  ses  axes  dirigés  suivant  les  bis- 
sectrices des  angles  YCx.  Si  en  même  temps 

n  =±  -1 

2 


(  «47  ) 

le  crayon  décrira  suivanl  les  bissectrices  dtniit  droites  de 
longueur  2  a, 

IL 

P  =  o,       A>=o,       7=0. 

On  a  alors  uu  plan  tournant  autour  du  point  O;  il 
s'agit  de  trouver  la  courbe  décrite  sur  le  plan  CHKL  par 
un  crayon  fixé  au  point  (/n,  n)  sur  le  premier  plan  ghkl. 

Introduisons  ces  hypothèses  dans  les  équations  (9)  et 
éliminons  /  ;  on  trouve 

(12)  X  =z  psinU  -k-  —^Arc\co^= — i L-JLI_Z.  |    ; 


Cette  formule  peut  se  transformer  dans  la' suivante  : 


(i3) 


-•^'''|iï3^[-^-^^"(*^"=f)]l- 


Si  l'on  remonte  aux  équations  qui  ont  servi  pour  Té- 
limination,  on  en  déduira  (en  remarquant  qu'on  doit 
avoir  en  même  temps 


f(ue  le  radical  vp* — y*  ne  doit  entrer  qu'avec  le  signe  H- 
dans  les  équations  (  1 2  )  et  (  1 3  ) . 

Sî  m  =  o  et  n  =  o,  le  crayon  décrira  suivant  Taxe  des 
X  une  longueur  égale  i  2a, 

Examinons  quelques  cas  correspondants  aux  différentes 


n 


valeurs  du  rapport  - 


Ci» 


il  -rr  ( 


(  '48) 

Le  crayon  décrira  une  droite  égale  à  aa  parallèle  a 
]  'axe  des  jr ,  et  à  une  distance  n  de  cet  axe. 

11=:  26». 

La  courbe  décrite  aura  pour  équation 

Eq  comparant  cette  équation  avec  réquation  (  1 1  ) ,  od 
voit  que  Tellipse  décrite  au  moyen  de  ce  mécanisme  lors- 
que 

il  =  261, 

est  égale  à  TeUipse  décrite  par  un  crayon   présenté  au 
point  {m,  h)  k  Torigine  du  mouvement,  et  qu^elIe  a  la 
même  position  dans  le  plan  GHKL  ]  on  reproduira  toutes 
les  variétés  examinées  à  celte  occasion. 
3°. 

w  =  2n. 

Cette  hypothèse  permet  de  transformer  immédiate- 
ment l'équation  (i3)  qui  prend  alors  la  forme  suivante  : 


(i5) 


ou 


p"=  m'  +  nK 


4°. 


n=  —  6)-. 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i3)  devient 


{  «49) 
Si  Ton  a  ^ard  aux  formules 


A— C 


OU 


on  aura 


C=  VA'  — B, 


•-'=>fF^^-i-p 


(17)  j  r       {^p  +  m  +  \/p-m)^t- 


les  radicaux  étant  pris  avec  les  signes  dont  ils  sont  affec- 
tés. Sous  cette  forme,  Féquation  de  la  courbe  se  prête  à 
une  discussion  facile. 
Lorsque 

i  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  Téqua- 
tion  (i3)  devient  algébrique  ;  mais  je  me  dispenserai  de 
reproduire  les  calculs,  qui  me  semblent  fort  compliqués. 

III. 

P  =  o. 

On  a  un  plan  tournant  uniformément  autour  du  point 
fixe  (/^  î  7)*5  il  s'agit  de  trouver  la  courbe  décrite  sur  le 
plan  mobile  GHKL  par  un  crayon  fixé  au  point  (m,  n) 
sur  le  premier  pian. 

On  a  les  équations  suivantes  entre  lesquelles  il  faut  éli- 


(  i5o  ) 
miocr  la  variable  ij 

{n  —  7)co»(a—  •»)/-+-  (m  — /»)sin(a  —  •à)t 

j  — (/i  — ç)sin(û  — »)/4-(iii — /»)cos(a — u)t 
V  =x — a-\-acoiùti  —  qsïn»t  —  pcostèt. 

On  pourrait  eflectuer  réliminatioii  de  t,  mais  les  cal- 
culs seraient  fort  compliqués.  Je  me  contenterai  d^ exami- 
ner les  cas  particuliers  les  plus  simples. 

m  =Pj     n  =zq. 

On  arrive  au  même  résultat  qu^en  présentant  un  crajou 
au  point  (pj  q)  k  Torigine  du  mouvement  sur  le  plan 
HGKL ,  ce  que  Ton  voit  à  priori. 


7  =  0,    pz=a. 


Le  centre  de  rotation  du  plan  ghkl  est  au  point  C.  L'é- 
limination de  t  conduit  â  Téquation  suivante  : 

,  V  I  û  — «  r.  — r-H  v'r»— (jr-a)'ll 
(19)  X— a  =  rcosj7H are  sm  = — i i  [jj 

où  Ton  a  posé 

m  —  a  =  rcoS7, 

n  =rsîn7, 

équation  qui  a  une  grande  analogie  avec  Técpiation  (12) 
et  qu  on  peut  soumettre  aux  mêmes  hypothèses  et  aux 
mêmed  transformations. 

az=  ta. 
On  est  conduit  à  Téquatiou 


(  i5.  ) 
OÙ  Ton  a  posé 

Remarquons  que  la  grandeur  de  Tellipse  ne  dépend  que 
de  la  position  du  centre  de  rotation  {p^ç)  ^  et  quelle  que 
soit  la  position  du  crayon  en  {m,  n)^on  décrira  toujours 
la  même  ellipse  pour  les  mêmes  valeurs  de  ^  et  ^^  il  n'y 
aura  de  variable  que  le  centre  de  la  courbe  et  la  direction 
de  ses  axes. 

Si  ç  =  o,  Tellipse  se  trouve  rapportée  à  ses  axes. 

L'équation  de  la  courbe  décrite  sera 

![/!  — 27)*H-(/ii  —  a)']/' 
-+-2[4/?^-h  «a—  27M—  2/?/ï]^(*  — a) 
-4-[/i»  4- (/«  —  a/? )»](*-«)' 
=  [//  (/i  — 27)4-  (w— a)  («  —  2/>)]». 

Dans  ce  cas,  la  grandeur  de  l'ellipse  dépend  de  la  po- 
sition du  centre  de  rotation  et  de  la  position  du  crayon. 
Lorsque 

m  =  2^    et    /i  =  2  9, 

on  a  une  droite  dont  Téqualion  est 


""'      (--«). 


2/? 
et  dont  la  longueur  est 

Les  valeurs 

n  =  o, 


(    l52    ) 

ou 

donnent  les  droites 

y  =z  o         ou         x=a. 

Lorsque  le  centre  de  rotation  (p ,  q)  est  «pielconqne, 
et  qu'on  place  le  crayon  en  un  point  déterminé  par  les 
valeurs 

la  courbe  décrite  sera  un  cercle  qui  a  pour  équation 

Si  on  laisse  la  position  (m^n)  'du  crayon  arbitraire, 
on  aura  un  cercle  lorsque  le  centra  de  rotation  aara  pour 
coordonnées 

^=o, 

oc 

''  =  ! 

ou 

y  =  /», 

a 

Dans  ces  deux  cas,  qui  sont  les  secds,  le  cercle  aura 
pour  équation 

r»  4-  (x  —  «y  =  n'  -h  (m  —  a)», 

IV. 

Abordons  le  cas  général  où  la  quantité  |3  n'est  ps 
nulle.  La  solution  de  la  question  sera  donnée  par  les  équa 

lions  (9). 
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Laissant  de  côté  un  certain  nombre  de  cas  où  Tëlimi- 
nation  est  possible,  mais  compliquée,  je  n*examinerai 
que  deux  hypothèses  particulières. 

1°. 

2/7  =  a,      qzzzo. 

On  trouve 


P 

11  est  alors  facile  d'avoir  l'équation  de  la  courbe  et  de 
discuter  les  différents  cas  relatifs  aux  hypothèses  qu'on 
peut  faire  sur  les  paramètres  m,  fi  et  /3. 

2«. 

a  =  ». 
La  courbe  décrite  est  une  ellipse  qui  a  pour  équation 

OÙ  l'on  a  posé 

X=j: —  a-f-p--(fw— />), 
Y=j-.(/i-9). 

La  grandeur  de  ces  ellipses  ne  dépend  que  de  la  posi^ 
tien  du  centre  de   rotation  (/;,  ^  )  et  des  paramètres  a 

et  p. 

Si  a  =:j3,  on  a  un  cercle  dont  le  rayon  est  constant 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  et  n.  Si  /?  =  o  et  9  =  o ,  ce 
cercle  se  réduit  à  un  point. 

Ne  voulant  pas  donner  trop  d'extension  à  cet  article , 
je  n'entrerai  pas  dans  plus  de  détails  sur  ces  questions. 

Note  du  Rédacteur.  Familiarisé  avec  les  considéra- 
tions cynématiques  et  les  procédés  de  la  géométrie  des- 
criptive ,  le  savant  professeur  se  propose  de  publier  une 
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ticm^elle  édition  de  Vjirt  du  tourneur  de  Bei^ron.  Sorti 
de  mains  si  habiles ,  un  tel  ouvrage  sera  recherché  parle» 
artistes,  les  technologues  et  les  géomètres. 


QUESTIONS. 

321  •  Dans  un  hexagone  gauche  ayant  les  côtés  oppo- 
ses  égaux  et  parallèles ,  les  milieux  des  cAtés  sont  dans 
un  même  plan. 

322.  Dans  un  polygone  gauche  d'un  nombre  pair  de 
côtés,  ayant  les  côtés  opposés  égaux  et  parallèles,  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  opposés  et  celles  qui 
joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  passent  par  un  seul 
et  même  point. 

323.  Deux  cercles  étant  dans  un  même  plan  et  les  tan- 
gentes communes  intérieures  se  coupant  à  angle  droit, 
Taire  du  triangle  formé  par  ces  tangentes  et  une  tangente 
commune  extérieure  est  équivalente  au  rectangle  des 
rayons. 


THfiORfiNES  SUR  LES  ERREURS  RELATIVES; 

Pak  m.  jaufroid, 

Professeur  à  Toulon. 


On  démontre  que  si  sur  la  gauche  d'un  nombre  on 
prend  un  certain  nombre  de  chiffres  i  partir  du  premier 
chiffre  significatif,  en  remplaçant  par  des  zéros  les  unité 
des  différents  ordres  qu'on  néglige,  on  fait  une  erreur 
relative  plus  petite  qu'une  fraction  ayant  pour  numéra- 
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leur  l^unité  et  pour  dénominatcui'  le  premier  chififre  si- 
gnificatif à  gauche  suivi  d'autant  de  zéros  qu*il  y  a  de 
chi (Très conservés  moins  un,  et  dans  tous  les  cas  plus 
petits  qu'une  décimale  d'un  ordre  marqué  par  le  nombre 
des  chiffres  conservés  moins  un,  et  plus  petite  qu'une 
demi-décimale  de  ce  même  ordre  si  le  premier  chiffre  si- 
gnificatif à  gauche  est  différentde  Tunité. 

Ce  que  nous  voulons  remarquer,  c'est  que  ces  trois 
limites  existent  encore  lorsqu'on  force  l'unité  sur  le  pre- 
mier chiffre  conservé  à  droite;  cela  lient  a  ce  que  l'erreur 
absolue  a  la  même  limite  supérieure  que  dans  le  premier 
cas. 

En  effet ,  soit  63,789;  on  prend  63,8 ,  on  a 

erreur  absolue  =  0,01 1  <^  i  dixième, 

,    .  0,011^      I  dixième       ^     i 

erreur  relative  =  ^ — 5-  <  ^ -p-v^ <;  ^ — » 

03,709  ^  000  dixièmes       600 

d'où  l'on  tire  les  trois  limites  citées  précédemment. 
Cette  remarque  sert  à  établir  le  théorème  suivant  : 
Si  N  '  représente  un  nombre  N  avec  une  erreur  relative 

plus  petite  que =  — j,  par  exemple,  et  en  moins, 

on  pourra  dans  le  développement  de  N'  s'arrêter  au  qua- 
trième chiffre  significatif  à  gauche  en  le  forçant  d'une 
unité ,  et  on  aura  encore  le^  nombre  N  avec  une  erreur 

relative  plus  petite  que 9  mais  en  plus  ou  en  moins. 

Soit  37,4875  la  valeur  de  N  approchée  en  moins  avec 

une  erreur  relative  plus  petite  nue •  On  a 

^       '^  *      1000 

37 ,4875<K<  37,4875  +  — 
Mais,  d'après  la  remarque  faite  précédemment,  si  sur  la 
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gauche  de  37,4^7^  j^  prends  les  quatre  premiers  chiffre 
signiâcatifs  en  forçant  le  dernier  d*ane  uni  té,  le  nombre 
37,49  représente  87,4875  avec  une  erreur  relative  plù* 

petite  que  1  mais  en  plns^  on  a  donc 

37.4875<37,49<37,4875  +  ^2^^, 
à  fortiori 

37 ,4875  <  37 ,49  <  37 ,4875 + ^ , 

car  on  a 

N>  37 ,4875 

par  hypothèse, 

11  sait  de  là  que  les  deux  nombres  N  et  87,49  sont  com- 

pris  entre  deux  limites  qui  difïerent  de ;  ils  diflereDt 

donc  entre  eux  de  moins  de 1  c'est-à-dire  que  37,4q 

1000  ^  ''^^ 

représente  N  avec  une  erreur  relative  plus  petite  que 

I  .  , 

9  mais  en  plus  ou  en  moins. 

1000  '^ 

Application,  Calculer  avec  une  erreur  relative  plus 

petite  oue le  carré  du  rayon  du  cercle  dont  la  sur- 

'^         ^      1000  .  "^ 

face  est  v^a. 
On  a 

3,i4t  est  en  moins  le  dividende  avec  une  erreur  rela- 

,  .  Il 

livc  plus  petite  que-  • • 

*        *  *      2    1000 

I  j4i42  étant  les  cinq  premiers  chiffres  de  >/»?  i,4M3 


1 
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est  en  plus  le  diviseur  avec  une  erreur  relative  plus  pc- 

lîle  que »  â  fortiori  plus  petite  que  -  • • 

^       loooo  '^       ^  ^      a    iooo 

On  a  donc  pour  R* ,  en  moins  et  avec  une  erreur  rela- 
tive plus  petite  que y  la  fraction  — Wo  > 

'^      '^         ^      IOOO  »>4'43 

On  trouve  pour  les  quatre  premiers  chiffres  de  son  dé- 
veloppement a, 220;  donc  2,221  représente  le  carré  du 

rayon  avec   une  erreur  relative   plus  petite  que  9 

mais  en  plus  ou  en  moins. 


SOLUTION  DE  U  OUKSTION  318  (CHASLBS); 

Pae  m.  FiLix  LUCAS, 

Élève  de  TËcole  Polytochniquc. 


i^.  La  courbe  àdoublecourbureduquatrièmeordre pro- 
venant de  Tintersection  de  deux  cônes  de  révolillion  dont 
les  axes  sont  parallèles,  est  telle,  que  la  somme  des  dis- 
tances de  chacun  de  ses  points  aux  sommets  des  deux  cô- 
nes, multipliés  respectivement  par  des  constantes,  est 
constante.  Cette  courbe ,  comme  les  ovales  de  Descartes , 
a  un  troisième  foyer. 

Considérons  les  axes  comme  verticaux. 

Lemme,  La  courbe  d*intersectîon  de  deux  cônes  de 
révolution  dont  les  axes  sont  verticaux  est  sur  un  troi- 
sième cône  de  révolution  dont  Taxe  est  aussi  vertical 
(i;o/r  plus  bas). 

En  coupant  les  deux  cônes  parle  plan  de  leurs  axes, 
j'obtiens  deux  couples  de  droites  (A,  B) ,  (A',  B')  égale- 
ment inclinées  sur  la  verticale.  Je  regarde  ces  droites 
comme  côtés  opposés  dVn  quadrilatère  dont  je  construis 
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les  diagonales  A^  et  B^.  II  est  facile  de  reconnaître  ,  dV 
près  les  propriétés  du  quadrilatère,  que  A^  et  B*  sont 
également  inclinés  sur  la  verticale  (Gcom.sup.,  jo?  318»  : 
je  puis  donc  les  regarder  conune  la  section  méridienne 
d'un  cène  circulaire  droit  et  vertical.  Or  les  trois  cônes 
(A,B),  (A',  B'),(A^  B")  se  coupent  deux  k  detrs  sd- 
lanl  la  même  courbe. 

Pour  le  prouver ,  menons  un  plan  horizontal  quelcon^ 
que,  et  désignons  par  LT  sa  trace  sur  le  tableau.  Les 
six  dmites  A,  B,  A',  B',  A'',  B''  coupent  LT  aux  points 
(a,  A),  (a',  i'),  («',  h")  qni  forment  trois  couples  en 
involuiion,  puisque  ces  droites  sont  les  côtés  et  les  dia- 
gonales d'tln  quadrilatère  [Géom,  sup,  n®339).  Les  cer- 
cles décrits  sur  les  diamètres  a,  é,  a',  b\  a",  b"  dans  le 
pkfi  horizontal  représentent  les  sections  faites  par  ce  plan 
dans  les  trois  cônes  ;  mais  à  cause  de  Tinvolution  des  sii 
poinis ,  ces  trois  cercles  ont  une  corde  commune  (Géom, 
sup,  n^  302)  ;  les  extrémités  de  cette  corde  sont  les  inler- 
seciinnsde  notre  plan  horizontal  avec  la  courbe  d'inter^ 
aeciion  de   deux  quelconques  des  trois  cônes. 

Comme  cela  a  lieu  quel  que  soit  le  plan  horizontal  que 
Ton  considère,  on  en  conclut  que  les  trois  cônes  se  cou- 
pent deux  à  deux  suivant  la  même  courbe. 

Cl  la  posé ,  j'appelle 

S  vi  S' les.  sommets  des  deux  cônes  donnés  ; 

S^^  le  sommet  du  cône  auxiliaire; 

a ,  a',  a"  les  demi-angles  au  sommet  des  trois  cônes; 

fl  <M  di  les  distances  verticales  S,  S'  et  S,  S''. 

Si  je  coupe  les  trois  cônes  par  un  plan  horizontal  mono 
n  la  distance  variable  h  du  point  S,  les  points  de  )a  courbe 
1  omiiiune  aux  trois  cônes  que  contiendra  ce  plan  ont  pour 
fjislanres  aux  trois  sommets  les  longueurs 

cos  a  cos  a!  COS  a" 
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On  a  donc 

cosa  cosa 

cos  a  cos  a 

^ -r^  = r» 

cosx  cosa 

et,  par  conséquent^  les  trois  sommes 

8-'J!^y,    *_Sî^r,    i'-^r, 

COS  a  cos  a  cos  a' 

sont  constantes  quel  que  soit  /t,  c^est-à-dîre  constantes^ 
pour  tous  les  points  de  la  courbe. 

On  conclut  de  là  que  S ,  S',  S''  sont  les  trois  foyers  de 
la  courbe. 

2^.  Le  lemme  sur  lequel  je  m'appuie  est  une  consé-- 
qncnce  du  théorème  suivant  : 

Quand  deux  cônes  du  deuxième  degré  ont  une  direc-' 
tion cyclique  commune  et  leurs  axes  (lieux  des  centres 
des  sections  circulaires)  situés  dans  un  même  plan ,  leur 
courbe  d^ intersection  peut  être  placée  sur  un  troisième 
cône  du  deuxième  degré  ayant  son  axe  dans  le  plan  de 
leurs  axes  y  et  un  de  ses  plans  cycliques  parallèles  à  leur 
ilirection  cyclique  commune. 

L'axe  de  ce  nouveau  cône  s^obtient  en  joignant  le  point 
de  concours  des  axes  des  deux  cônes  donnés  au  point 
d'intersection  des  deux  diagonales  du  quadrilatère  qui 
résulte  des  sections  faites  dans  les  deux  cônes  par  le  plan 
de  leurs  axes^  et  ces  deux  diagonales  sont  cUes-mème» 
la  section  du  cène  auxiliaire  par  le  plan  dont  nous  par^ 
Ions. 
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SUR  LES  N<»  170  ET  652  DE  LA  GgOMÉTiUE  SOPÉMEIII; 

Par  m.  de  JONQUIÈRES. 


I 


Si  deux  rayons  Am ,  Bm  pivoteut  autour  de  deux  points 
fixes  A  et  B  d'un  cercle  en  se  coupant  constamment  en  un 
point  m  de  la  circonférence,  ils  marquent  sur  une  tan- 
gente au  cercle  deux  divisions  homographiques  dont  les 
deux  points  doubles  coïncident  avec  le  point  de  conuct 
de  la  tangente. 

Si  l'on  fait  la  perspective  de  la  figure  de  manière  que 
ce  point  de  contact  passe  à  Tinfini ,  le  cercle  devient  une 
hyperbole  et  la  tangente  une  asymptote.  Les  deux  divi- 
sions homographiques  ont  leurs  points  doubles  coïnci- 
dents à  l'infini.  Donc  (170)  : 

Si  deux  rayons  Am,  Bm  pivotent  autour  de  deux 
points  fixes  d'une  hyperbole  y  en  se  coupant  constam- 
ment en  un  point  rade  la  courbe,  le  segment  qnils  inter- 
ceptent sur  une  asymptote  a  une  longueur  constante. 

On  en  déduit  un  mode  de  génération  de  l'hyperbole  ei 
un  moyen  de  construire  la  tangente  au  point  A  ou  au 
point  B. 

2**.  On  a  [Géom,  sup.,  n*'6S2)  ce  théorème  général: 

Si  Ton  a  des  angles  (A,  A'),{B,B'),  (C,C'),etc., 
tous  de  même  grandeur  et  formés  dans  le  même  sens  de 
rotation  à  partir  de  leurs  origines,  mais  placés  d'une 
manière  quelconque,  leurs  côtés  forment  sur  la  dtx>itc  si- 
tuée à  V  infini  deux  div^isions  homographiques. 

Supposons  que  tous  les  premiers  côtés  de  ces  angles 
A ,  B ,  C ,  etc.,  passent  par  un  point  fixe  P,  ces  côtés  mar- 
queront, sur  une  transversale  quelconque  L,   une  divi- 
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sion  homographiquc  n  celle  qu'ils  marquent  sur  la  droite 
de  Finfinî .  Supposons  encore  que  les  sommets  a,  &,  r,  etc. , 
des  angles,  au  lieu  d'être  situes  d'une  manière  quelcon- 
que, soient  sur  cette  transversale  L  pis  y  forment  ^  comme 
on  vient  de  le  dire,  une  division  homographiquc  k  celle 
que  les  côtés  A,  B,  C,  etc.,  forment  sur  la  droite  de  Tin- 
fini ,  donc  aussi  homographique  à  celle  formée  à  Tinfini 
par  les  seconds  côtés  A',  B',  C,  etc.,  qui  joignent,  deux 
à  deux,  les  points  homologues  de  deux  divisions  homo- 
graphiques  décrites,  Tune  sur  L,  Tautre  sur  la  droite  de 
l'infini  enveloppant  une  conique  (n^  549). 

Quand  le  sommet  de  l'angle  mobile  est  à  Tinfini  sur  L, 
le  second  côté  M'  est  tout  entier  k  l'infini.  Or  le  côté  est 
une  tangente  ;  donc  la  conique  est  une  parabole  qui  est 
évidemment  tangente  A  L.  On  a  ainsi  une  démonstration 
extrêmement  simple  de  ce  théorème  connu  :  Si  le  sommet 
d'un  angle  de  grandeur  constante  parcourt  une  droite^ 
pendant  qu'un  de  ses  côtés  tourne  autour  d^un  point 
fixe,  son  antre  côté  enveloppe  une  parabole  tangente  à 
la  droite  parcourue  par  le  sommet  de  V angle. 


PROBLÈME  SUR  SEPT  PLANS; 

Par  m.  POUDKA. 


Lemme.  Par  une  droite  et  six  points  faire  passer  un 
hypcrboloide. 

Désignons  la  droite  par  L  et  les  six  points  par  les  lei* 
tresn,  i,  c,  d^e^f. 

Par  la  droite  L  et  les  cinq  points  a^h^c  ^  d^  e  faisons 
passer  cinq  plans.  En  les  coupant  par  un  plan  quelcon- 
que, on  obtiendra  un  faisceau  de  cinq  droites. 

Joignons  le  point/' aux  points  a,  ft,  c,  r/,  nous  aurons 

Ànn.  de  Mathémat.y  t.  XV.(Mfii  i856  )  I  I 
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quatre  droites  qu'on  peut  considérer  comme  les  arèi& 
d'un  cône.  Coupons  ce  cène  p^r  un  plan ,  nous  auroo» 
quatre  points  de  sa  base.  On  fera  passer  par  ces  quatre 
points  une  section  conique  telle,  qu'un  point  de  c^eite 
courbe  joint  à  ces  quatre  points  donne  un  faisceau  df 
quatre  droites  homographiques  avec  le  faisceau  des  quatre 
premiers  plans  ci-dessus  passant  par  la  droite  L  et  par  a, 
bj  c^  d.  Cette  courbe  sera  la  base  du  cône. 

Formons  de  môme  un  second  cône  ayant  même  som- 
met/^ et  faisons  la  même  opération  que  ci-dessus ,  en  pre- 
nant les  points  a ,  & ,  r? ,  e. 

Les  deux  cônes  de  même  sommet  /,  ayant  trois  arêtes 
fa  ^fbyfc  communes ,  se  couperont  .en  une  seule  et  même 
arête  qui  sera  telle,  que  les  plans  passant  par  celte  droite 
et  par  les  cinq  points  a  ,  &  ,  c  ,  r/,  e  formeront  un  fais- 
ceau bomographiquc  avec  celui  qui  passe  par  L  et  la 
mêmes  points^  donc,  d'après  un  théorème  connu,  let 
plans  de  ces  deux  faisceaux  se  couperont  respectivemeot 
suivant  un  hyperboloide  passant  par  les  six  pointsa ,  h^c, 
d^  c  ,/et  par  la  droite  L.  Le  problème  est  donc  résolu. 

Corollaire,  Si,  en  conservant  la  droite  L  et  les  cinq 
points rt ,  i ,  c,  rf,  e ,  on  fait  varier  le  point^,  on  obtien- 
dra pour  chaque  position  tm  hyperboloYde  différent  et  qui 
tous  auront  en  commun  les  cinq  points  a ,  &,  c,  ^,  e  et 
la  droite  L. 

On  peut  en  conclure  que  si  deux  hyperboloïdes  ont 
cinq  points  communs,  ils  se  coupent  encore  suivant  uoe 
seule  et  même  droite. 

•  Problème.  On  donne  sept  points  sur  une  droite  for- 
mant une  division  quelconque.  On  donne  dans  Vespace 
sept  plans.  On  demande  de  déterminer  une  transver- 
sale qui  soit  coupée  par  les  sept  plans  en  sept  points  for- 
mant sur  cette  droite  une  div^ision  homographique  à  la 
première. 
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Ce  problème  me  semble  difficile  à  attaquer  parTanalyse. 
En  voici  une  solution  géométrique  fondée  sur  les  notions 
des  fonctions  anharmoniques. 

Par  une  transformation  polaire,  on  peut  sitbstituct  à 
cette  question  la  suivante  : 

On  donne  un  faisceau  de  sept  plans  désignés  par  A,  B , 
C,  D,  E,  F,  G  passant  par  conséquent  par  une  même 
droite  L^  on  donne  dans  l'espace  sept  points  désignés  par 
<z,  £,  c,  £?,  e,/)  g*.  On  demande  de  faire  passer  par  ces 
sept  points  un  faiscicau  de  sept  pians  homograpbiques  au 
faisceau  donné. 

Considérons  d'abord  les  six  points  a  ,  &,  c^  d^e^f  el 
chcrclions  le  lieu  géométrique  d'une  droite  telle,  que  les 
six  plans  passant  par  cette  droite  et  les  six  points  forment 
un  faisceau  bomograpbique  à  celui  qui  passe  parla  droite 
L  et  par  les  six  plans  A  ,  B,...,  F.  Ce  lieu  sera  évidem- 
ment un  hyperboloïde  passant  par  ces  six  points. 

Pour  déterminer  cet  hyperboloïde,  prenons  un  des 
points  a  pour  le  sommet  d'un  cône  passant  par  les  quatre 
points  b^  c ,d^  e'^  coupons  les  quatre  arêtes ab^ac^  ad^ 
ae  par  un  plan  quelconque ,  nous  aurons  quatre  points 
par  lesquels  nous  ferons  passer  une  conique  telle ,  qu'un 
point  de  cette  courbe  jointe  à  ces  quatre  points  donne 
un  faisceau  de  quatre  droites  homograpUiques  avec  celui 
des  quatre  plans  B,  C,  D,  E.  On  regardera  cette  section 
conique  comme  la-base  d'un  cône  de  sommet  a  et  pas- 
sant par  les  points  &,  c,  d^  e. 

Déterminons  ensuite  un  deuxième  cône  de  même  som- 
met a  et  faisons  la  même  opération,  mais  en  prenant  les 
points  b^c^d^f. 

Les  deux  cônes  de  même  sommet  a  ayant  trois  arêtes 
communes  aby  ac^  ad^  se  couperont  suivant  une  autre 
et  unique  arête  qui  sera  telle,  que  les  plans  passant  par 
les  cinq  points  i,  c  ,  rf,  e  ,fQi  par  cette  droite  formeront 
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un  faisceau  homographique  avec  celui  qui  est  forme  par 
les  cinq  plans  B ,  C ,  D ,  E ,  F. 

Par  celte  droite,  menons  encore  un  sixième  plan,  fi 
tel,  que  les  six  plans  forment  un  faisceau  homographique 
à  celui  des  six  plans  A,  B,G,D,E,F.  Ce  sixième  pUn 
sera  le  plan  tangent  à  Thyperboloïde  en  un  point  de  cetle 
droite. 

Par  un  autre  point/^de  ceux  donnés,  déterminons  de 
même  la  droite  par  laquelle  faisant  passer  six  plans  par 
les  points  a,  &,  c,  r/,  e,/*,  ils  forment  un  faisceau  aussi 
homographique  à  celui  formé  par  ceux  A ,  B ,  C ,  D ,  E,  F 
et,  par  conséquent,  au  faisceau  formé  ci-dessus.  Or  les 
deux  faisceaux  de  plans  étant  homographiques ,  il  en  ré- 
sultera que  leurs  plans  respectifs  se  rencontreront  deux 
a  deux  suivant  les  génératrices  de  rhy(>erboloïde  cherché. 
Pour  avoir  d'autres  génératrices  de  cette  surface ,  il  suffira 
de  faire  passer  par  les  axes  de  ces  deux  faisceaux  une 
suite  de  couples  de  plans  homographiques. 

On  peut  construire  de  même  un  deuxième  hyperbo- 
loïde  passant  par  les  six  points  a,  £,  c,  /£,  e  et  g-  et  tel, 
que  les  six  plans  passant  par  une  quelconque  de  ses  arêtes 
et  par  ces  six  points  forment  un  faisceau  homographique 
à  celui  des  six  plans  A ,  B ,  C ,  D ,  E,  G. 

On  aura  alors  deux  hyperboloïdes  ayant  de  commun 
les  cinq  points  a,  &,  c  ,  ^,  e.  Us  se  couperont  suivant 
une  seule  et  même  génératrice  qui  sera  l'axe  du  faisceau 
cherché  (lemme)  qui  doit  passer  par  les  sept  points  a,  b, 
c^d^  e,  y,  g^  et  être  homographique  à  celui  des  sept  plans 
A,  B,C,D,E,F,G. 
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SUR  LES  (HIATRB  SYSTÈIES  BE  COORDOXNÉES 
ASTRONOMIQUES. 

Extrait  de  V Astronomie  sphérique  de  Bninnow  (*). 
1*"    SYSTÈME.  — HAUTEUR    ET    AZIMUT. 

1**.  Deux  coordonnées  sphériques  rec/angulaîres. 

Par  l'astre  et  le  zënitb  du  lieu  d'observation ,  on  fait 
passer  un  grand  cercle  nommé  cercle  vertical  de  l'astre  ; 
la  portion  de  cet  arc  (moindre  que  i8o  degrés)  comprise 
entre  Tastre  et  le  zénith  se  nomme  distance  zénithale,  et 
la  portion  entre  l'astre  et  l'horizon  est  la  hauteur  de  l'as- 
tre :  ces  deux  distances  font  toujours  ensemble  90  de- 
grés. Par  le  zénith  et  l'axe  du  monde,  on  fait  passer  un 
grand  cercle  qui  coupe  l'horizon  en  deux  points  nord  et 
sud.  L'arc  de  l'horizon  compris  entre  le  point  sud  et  le 
cercle  vertical  de  l'astre  est  V azimut  de  l'astre.  Cet 
azimut  se  compte  de  o  à  36o  degrés  dans  le  sens  du  mou- 
vement diurne  de  la  Terre,  de  gauche  à  droite  en  regar- 
dant le  nord. 

Observation,  On  a  des  instruments  pour  mesurer  â  la 
fois  la  hauteur  et  l'azimut,  d'aittres  pour  les  hauteurs 
seulement;  ce  sont  des  quarts  de  cercles,  des  sextants  ou 
des  cercles  entiers;  les  instruments  avec  lesquels  ou  ne 
mesure  que  les  azimuts  se  nomment  théodolites. 

(*)  Actuellement  professeur  à  l'université  du  Micbigan  en  Amérique.  La 
traduction  de  son  ouvrage  est  terminée. 
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2**.   Trois  coordonnées  rectilignes  rectangulaires. 

Le  plan  de  rborizon  esl  celui  des  x,y\  la  partie  posi- 
tivée de  l'axe  des  x  est  dirigée  vers  rorîgîne  des  azimuts, 
et  la  partie  positivée  de  Taxe  des  jr  vers  Pazimut  de  90  de- 
grés; la  partie  positivée  de  Taxe  des  z  vers  le  p6le  nord. 
On  a 

x  =  cosAcosA,     /  =  cosAsinA,      s  =  sin/iy 

où  h  est  la  hauteur  de  Tastre  et  A  son  azimut. 

2^  SYSTÈME.  AHGLB    HORAIRE    ET    DÉCLIH  AISOH . 

I**.  Deux  coordonnées  sphériques. 

Un  grand  cercle  passant  par  Tastre  et  Taxe  du  monde 
se  nomme  cercle  horaire;  le  grand  cercle  qui  passe  par 
l'axe  du  monde  et  le  zénith  se  nomme  méridien;  Fangle 
formé  par  ces  deux  plans  est  V angle  horaire  de  Tëtoile: 
il  se  compte  à  partir  du  méridien  de  o  à  36o  degrés  dans 
le  sens  du  mouvement  diurne  de  la  Terre.  La  partie  du 
cercle  horaire  comprise  entre  l'astre  et  Téquateur  est  la 
déclinaison  deTaslre,  et  la  partie  entre  Tastre  et  le  pôle 
nord  est  la  distance  polaire  de  Uastre.  La  déclinaison 
positive  dans  Thémi sphère  boréal  est  négative  dans  l'hé- 
misphère austral.  Ces  deux  données  ,  angle  horaire  et  dé- 
clinaison,  déterminent  la  position  de  Fastre. 

2".   Trois  coordonnées  rectangulaires. 

L'écpiateur  esl  le  plan  des  x  ^y\  la  partie  positive  de 
l'axe  des  x  est  dirigée  vers  le  point  d'intersection  de  Vé- 
quateur  et  du  méridien  qui  correspond  à  un  angle  horaire 
nul;  la  partie  positive  de  Taxe  des  y  est  dirigée  vei-s  le 
point  de  Téquateur  qui  répond  à  un  angle  horaire  de  90 
degrés;  Taxe  des  z  esl  Taxe  du  monde  dirigé  vers  le  pôle 
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uord,  et  l'on. a 

x'zzcos^cosf,     j^' =  cos^sin/,     z'  =  sin^, 
où  d  est  la  déclinaison  et  t  l'angle  horaire. 

3^  SYSTÈME.  —  DÉCLINAISONS  ET  ASCENSIONS  DROITES. 

i*'.  Deux  coordonnées  sphériquns. 

Dans  le  système  précédent ,  la  déclinaison  est  con* 
s  tan  te;  mais  la  seconde  coordonnée,  l'angle  horaire ,  va- 
rie k  chaque  instant.  Ppur  rendre  cette  coordonnée  con- 
stante, on  a  pris  un  point  fixe  dans  l'équateur;  c'est  le 
point  d'équinoxe  vernal.  La  distance  de  ce  point  à  celui 
où  le  cercle  horaire  de  T  astre  coupe  Téqnateur  se  nomme 
V ascension  droite  de  l'astre;  elle  se  compte  de  o  à  36o  de- 
grés d'occident  en  orient,  dans  le  sens  du  mouvement 
diurne  de  la  Terre.  Dans  ce  système,  les  deux  coordon- 
nées, déclinaison  et  ascension  droite,  sont  constantes. 

Obsen^aii'on.  L'équatorial ,  ou  instrument  parallacti- 
que ,  et  la  pendule  servent  à  trouver  les  coordonnées  du 
deuxième  et  du  troisième  système. 

2**.   Trois  coordonnées  rectilignes  rectangulaires. 

Le  plan  de  Téquateur  est  encore  celui  des  x,  y;  la 
partie  positive  de  Taxe  des  x  est  dirigée  vers  le  point  d'é- 
quinoxe verual  où  l'ascension  droite  est  nuUe^  et  la  partie 
positive  de  l'axe  desj^  vers  le  point  où  rascxMision  droite 
est' de  90  degrés;  l'axe  des  z  est  Taxe  du  monde  dirigé 
vers  le  pôle  nord ,  et  Ton  a 

x"  =  cos  s  cos  a ,     y  ==  cos  <^  sin  œ ,      z"  =  sin  5 , 
OÙ  d  est  la  déclinaison  et  a  Tasccnsion  droite. 
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SYSTEME. 


LONGITUDE  ET  LATITUDE. 


1*^.  Deux  coordonnées  sphérïgues. 

Les  grands  cercles  passant  par  les  pôles  de  rëcliptiqoe 
se  nomment  cercles  de  hititndes.  L'arc  d^un  tel  cercle 
passant  par  l'astre,  compris  entre  l'astre  et  réclipti- 
que,  est  la  latitude  de  l'astre;  elle  e$t  positive  lorsque  Fé- 
toile  et  le  pôle  nord  sont  dans  le  même  hémisphère  formé 
par  l'édipticpie  et  négative  lorsque  Tastre  est  dans  le  se- 
coud  hémisphère.  C'est  une  première  coordonnée.  L'arc 
de  l'écliptique  compiîs  entre  le  point  d'équinoxe  vemil 
et  le  cercle  de  latitude  est  la  longitude  de  Tastre  *,  c  est 
la  seconde  coordonnée  et  se  compte  de  o  à  36o  degrés  dans 
le  sens  du  mouvement  diurne  de  la  Terre. 

2^.    Trois  coordonnées  rectîlignes  rectangulaires. 

Le  plan  de  l'écliptique  est  le  plan  des  xy^  ;  la  partie  po- 
sitive de  l'axe  des  x  est  dirigée  vers  le  point  d'équinoxe 
vemal^  la  partie  positive  de  l'axe  des  y  vers  le  point  qui 
a  90  degrés  de  longitude;;  la  partie  positive  de  Taxe  des 
z  perpendiculaire  à  l'écliptique  dirigé  vers  T hémisphère 
où  est  le  pôle  nord. 

X*  =  cospcos>,     x'"=  ^^sp  sinX,      z**  =  sin^, 
où  (3  est  la  latitude  et  l  la  longitude  de  l'étoile. 

CONVERSION  DES  COORDONNÉES  d'uN  SYSTÈME  DANS  LES 
COORDONNÉES  d'uN  AUTRE  SYSTÈME. 

A.   Conv^ersioti  du  premier  système  dans  le  second. 

Considérons  le  triangle  formé  par  le  pôle  P ,  le  zéoith 
Z  et  Tétoile  E^  on  a 

PZ  =  9o'^—  (p, 
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OÙ  <f  est  la  kauleur  du  pôle, 

P  =  ^,  Z=ri8o"  — A. 

E=  angle  à  Tastre,  angle  paraUactique.  On  a,  d'après 
les  formules  connues , 

sin ^  =  sin  7  sin h  —  cos^  cos A  cos  A , 
sin  ^  cos/  =  cos  h  sin  A , 
cos^cosr  =  sin  h  cos  ^  +  cos  h  sin  7  cos  A. 

Faisant 

sin/{  =  Al  cos  M  9 

co%h  cos  A  =  /7i  sin  M , 

les  formules  adaptées  au  calcul  par  logarithmes  devien- 
nent 

sin^t=  M  sin  («p  —  M), 

sin  B  cos  /  =  cos  /i  sin  A , 
cos^cosr  =  m  cos  (^  —  M). 

A\  Deuxième  système  dans  le  premier. 

Le  même  triangle  donne 

sinA  =  sin  9  sin^  +  cos^  cos^cosr, 
cos/f  sin  A  =  cos^  sin/, 
cos  h  cos  A  =  —  cos  y  sin  ^  -f-  .-^in  «  cos^  cos/ . 

Faisons 

cos  ^  cos  /  =  /w  cosM , 
sin  ^=  171  sinMy 


on  a 


sin  /i  =  w  cos  (  ç  —  M) , 
ros  h  sin  A  =  cos  ^  sin  /  » 
cos  A  cos  A  =.  m  sin  (ç  —  M). 
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B.  Coni^ersion  du  troisième  dans  le  quatrième  système 

Considérons  le  triangle  formé  par  le  pôle  P'  de  l'édip- 
tique ,  le  pôle  P  de  réquateur  et  i^astre  E\,  oo  a 

PP'  =  t  =  obliquité  de  Féd^dqoe , 

PE=90«— J, 

FE  =  90«-.p, 

P  =  9o«-ha, 

P'=90«— a, 

£  =  angle  à  Fastre  ; 


d'où 


CCS  p  CCS  A  =  cos^  cosa , 
ces  p  sin  >  =:  ces  J  cos  a  cosc  4-  sin  S  siii  « , 
sinp  =  —  cos Jsina sine  +  sin ^ cosc  . 


Faisant 


on  obtient 


MsinN  =  sin^y 

M  cos  N  =  cos^  sina , 


cos  p  cosX  ='C0S^  cosa , 
cos  p  sin  >  =:  M  cos  (N  —  e) , 
sinp  =  M  8in(N--c). 

B'.  Conv^ersion  du  quatrième  dans  le^troisième  systènif- 
Même  triangle  que  ci-dessus. 

COSJ  C0Sa=:  COS^COSX, 

cos^  sin  a  =  cos^sinX  cosi  —  sin  p  sin  «, 
sin^  =  cosp  sin  >  sin 8  +  sin  p  cose. 


Faisant 


on  obtient 


tangN: 


tangp 
Sin  A 

co8(N  -i-s) 


langa  =  ^^"'^^    '   ''  tang  \, 
cosN  . 

tang^  =  lang(N  -H  «)  sin  a. 
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Observation.  La  conversion  du  premier  système  dans 
le  quatrième  et  vtce  versd  n'est  pas  usitée. 

Relations  entiv  les  diverses  coordonnées  rectangulaires 

(voir  ci -dessus). 

X  =  cosA  cos/i, 
/  =  8inAcos/i, 
z  =  sin  A , 

x'  =  ZÙUf  -h  Z  COS7  , 

■  y.=x, 

z'  =  z  siny  —  X  cosy, 
j?"=  x'  ces  e  -f-  7'  sin  e , 
x"=  f  cose  —  x'  sin  e , 

OÙ 

©  =  a  -h  r  =  temps  sidéral . 

y'*=.y"  cosc  -^  z"  sine» 
2^  =  —  j^"  sîn  €  -*-  «"  cosi , 
x*  =  ces  p  ces  \ , 
r'*=cospsin>, 
2"  =  sinp. 

Exemple  (B)  : 

«  =  6« 33' 29',3o,  ^  =  -.  i6''22'35",45,   «=:22»2'7'3i",72. 

On  trouve 

log  cos  p  sin  ^  =  8 .  068924 1  m 

log  cos  ^  sin  a  =  9 .  0397224 

9.o292oi7„ 
Exemple  (A)  : 
<P  =  52«  3o'  i6'',o,     A  =  16»  1 1'  4",o,     A  =  202°  4'  i5",5 . 
On  trouve 

^  =  -h  49»  43'  46"  ,0 ,     /  —  223«  56'  1" ,  22. 


msÊKnrm  sna 


»  i^ 


«  L»  (orne  des  rr^ulL^is  préoédents  peut  se  sûnpHikr 
9  a  Xiyit  d'oiM^  convmtk^n  tièt  utile  en  algi^Mre.  q^ 
s  fjffTMhVt  â  rnarder  toos  les  tmaes  d^mi  potvuôioe 
»  f^/fiuiie  écoutés  \es  uns  aux  aatres,  en  nommant  nom- 
*  kre»  négavjs  ceux  qui  sont  précédés  dn  «^e  — .  Par 
f»  frxemple .  on  regardera  la  dilTérence  a  —  h  comme  ré- 
%  iuiiautderaddition  de  a  aTcc  —  t. 
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a  —  6  =  tf-l-;  —  6); 


»  l'expression  isolée  ( — b)  n'acijaiert  poar  cela  aucow 
»  signi6ration  ;  seulement  on  dit  ajouter  —  &,  au  lieu  de 
n  dire  retranrher  b.  On  convient  de  même  que  reirin- 
»  cher  —  h  signifie  ajouter  b. 


[A 


a  —  (—  6)=  a-^b'. 


»  Il  serait  absurde  de  chercher  k  démontrer  les  forniu- 
»  les  (i)  et  (2)  :  les  définitions  ne  se  démontrent  pas.  » 

C(îrleH  on  a  le  droit  d'établir  des  conventions  dès 
(|u\>ll(*s  n^nfliieiU  pas  sur  le  résultat;  dès  que  celle  in- 
iliience  existe,  ce  droit  cesse.  C'est  précisément  ce  quii 
lieu  ici  ;  -f-  ( —  b)  égale  —  i,  —  ( —  b)  égale  -f-  b  sont 
(lits  résuhuté.  Si  vous  en  faites  des  conventions ,  on  pour- 
rail  cm  ëlablir  d'autres  et  d'un  sens  entièrement  oppose. 
Qnodevicnt  alors  la  certitude  mathématique?  Saosdouu 
Icsdi^lini lions  ne  se  dcinônlrenl   pas,  mais  il  serait  par 
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trop  commode ,  pour  se  dispenser  de  démontrer  une  pro- 
position 9  de  la  convertir  en  définition. 

Ces  commentions  sont  un  échafaudage  superflu,  d'au- 
cune nécessité  pour  construire  la  science.  On  évite  cet 
embarras  en  se  rappelant  sans  cesse  que  Talgèbre  est  une 
an'lhméfîque  universelloy  indépendante  de  tout  système 
de  numération  )  et  que  Tarithmétique  a  pour  but  unique 
d^apprendre  à  compter  soit  en  avant,  soit  en  arrière,  et 
de  parvenir  au  résultat  final  par  la  voie  la  plus  courte. 

Pour  donner  du  corps  à  cette  pensée,  imaginons  une 
droite  indéfinie;  plaçons  sur  cette  droite  une  infinité  de 
boules  égales  *,  désignons  une  quelconque  d'entre  elles  par 
la  lettre  Z,  et  chacune  de  celles  qui  sont  à  la  droite  de  Z 
par  D  et  à  la  gauche  de  Z  par  G.  Lorsqu'en  comptant  on 
s'éloigne  de  Z  dans  la  direction  de  D,  l'opération  se  dé- 
signe par  ce  signe  +  ;  si  c'est  dans  la  direction  de  G,  par 
le  signe  — . 

Ainsi  -i-  a  —  b  désigne  une  double  opération  ;  on 
compte  a  boules  dans  la  direction  D,  et,  arrivé  à  la  fin, 
on  rétrograde  de  b  boules  dans  la  direction  G. 

signifie  :  i°  la  double  opération  -+-  a  —  6,  premier  ré» 
sullat;  2"  la  double  opération  -f-  c  —  rf,  deuxième  ré- 
sultat; 3°  l'opération  -H  sur  le  premier  résultat  et  l'opé- 
ration -H  sur  le  second  résultat.  Ces  quatre  opérations 
se  réduisent  aussi  à  celle-ci 

-|-a  —  b  '\-  c  —  (l'j 
de  même 

se  réduit  à 

^a  —  b  —  c-^d. 

Cetto  représentation  figurée  suflit  pour  tout  expliquer 
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Il  faut  d'ailleurs  remarquer  qu'on  n'opère  réellement  ja- 
mais que  sur  des  nombres  entiers.  ~  est  la  même  cho5r 
que  le  nombre  7,  excepté  que  Puni  té  de  ce  nombre,  ai 
lieu  d'être  représentée  par  i,  est  représentée  par  ^- 

A  la  page  19 9  à  propos  de  la  multiplication,  on  troort 
encore  une  com^ention.  Que  dirait  Leibnitz  d'une  mathé- 
matique conventionnelle  ? 

Si  l'on  obligeait  les  géomètres  à  expliquer  re  qu'il* 
veulent  faire,  il  n'y  aurait  jamais  de  difficulté  sur  le  sens 
des  opérations.  Je  veux  multiplier  —  a  par  —  6,  qucn- 
tendez'vous  par  là? 

A  quel  propos  applique-t-on  ci^dessus  Tépithète  de  né- 
gatifs  aux  nombres  précédés  du  signe  —  ;  en  quoi  stmt-ils 
moins  affiiTnatifs  que  les  nombres  précédés  du  signe  -r  ' 
C'est  qu'on  veut  obvier,  à  lapage  9, à  une  difficulté  quiw 
se  présente  qu'à  la  page  10.  En  bonne  logique ,  dans  lesoo* 
vrages  élémentaires,  il  ne  faut  jamais  déiinir  un  objet, 
expliquer  une  difficulté  avant  que  l'objet,  la  difficulté 
aient  pris  naissance.  Et  c'est  pourtant  ce  qu'on  fait  loa- 
yo\\vs\  infle  labcs. 

Pour  les  imaginaires,  l'auteur  a  encore  recours  à  une 
convention.  Il  ne  s'agît  pourtant  que  d'un  signe  nuiémo- 
nique.  ^ — i  rappelle  que  dans  l'équation 

JC»  -f-  I  =  o 

il  faut  remplacer  x^  par  —  1 ,  ce  qui  est  évident.  Le  grami 
Euler  lui-même  s'est  trompé  en  cet  endroit.  Au  numé- 
ro 148  de  ses  Éléments^  il  met 

cl  déjà  RombcUi ,  le  créateur  du  calcul  des  ima<vinain$. 
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donne  l'équation  vraie 

^ — a  .  ^ —  b  =—  ^flÂ, 

et  avant  lui  Cardan  se  sert  de  Texpression  moins  sophis- 
tiqués pour  désigner  les  racines  imaginaires ,  et ,  appe- 
lant les  quantités  négatives  simples  des  moins  purs,  il  dé- 
clare que  les  sophistiqués  sont  d! inutiles  subtilités.  Nouvel 
exemple  de  la  réserve  qu  il  faut  mettre  dans  ces  déclara- 
tions d'utilité  et  d'inutilité  dont  sont  si  prodigues  les 
hommes  qui  croient  uf^/irL  Aujourd'hui  les  imaginaires, 
avec  les  déterminants  et  les  infiniment  petits,  forment 
la  partie  la  plus  importante,  la  plus  féconde  de  toutes  les 
branches  de  l'analyse  et  de  la  géométrie.  Notre  plus  émi- 
lient  analyste.,  notre  plus  éminent  géomètre ,  MM.  Cau- 
chy  et  Charles ,  font  constamment  emploi  des  imaginaires 
et  en  déduisent  les  plus  beaux  théorèmes. 

Vjélgèbre  de  M.  Bertrand  ,*  comme  tout  ce  qui  sort  de 
cette  plume,  a  un  mérite  tellement  supérieur,  qu'on  ne 
saurait  trop  insister  sur  des  défauts ,  inhérents  à  toute 
œuvre  humaine. 

Sous  forme  d'exercices  ;  l'ouvrage  contient  les  princi^ 
paux  résultats  de  transformation  fonctionnelle  déduits  de 
la  théorie  des  déterminants ,  mais  qu'on  a  soin  de  ne  pas 
désigner,  cette  théorie  n'étant  pas  admise  dans  le  Pro- 
gramme ;  de  même  pour. d'autres  théories.  Les  exemples 
empruntés  à  Gauss  ,  Jacobi ,  Eisensteîn ,  Cayley,  Sylves- 
ter,  sont  d'un  choix  exquis;  les  solutions  ne  tarderont 
pas  sans  doute  à  paraître.  Le  célèbre  auteur,  fidèle  à  son 
système,  ne  cite  personne*,  en  ne  citant  personne,  pci^-» 
sonne  n'a  à  se  plaindre. 


(  •:«  ) 


ALVEOLES  BES  ABEILLES, 
EXERCICE  DE  CALCUL  ET  M  STÈBÉOTMIE. 

Àdmiranda  tibi  Ufiwun  s/fcctacuU  rerst 
Et  munire /avos,  et  dmdalafimgtrt  uxu. 
(Vimc,  GcfCM^.  Hb.lV.) 


i.  Soît  ABCDEF  un  hexagone  r^ulîer,  tracé  sur  ud 
plan  que  nous  supposerons  horizontal;  aux  trois  sommets 
A ,  C ,  E  de  rang  impair,  élevons  trois  verticales  A  a.  Ce, 
Ee  de  longueurs  quelconques,  mais  égales  ;  aux  trois  som- 
mets B,  D  ,  F,  de  rang  pair,  élevons  aussi  trois  verticales 
B&,  D^,  F/,  égales  entre  elles,  mais  non  aux  trois  pre- 
mières verticales  -,  qu'on  fasse 


en  menant  les  droites  ab^bc^cd  ^de^  ^S^fo-^  on  formera 
six  trapèzes  verticaux  et  égaux  et  un  hexagone  équilatéral 
abcdej.  Chaque  trapèze ,  tel  que  AB  ab ,  a  deux  an^lc< 
droits  en  A  et  B ,  un  angle  obtus  en  a  et  un  angle  aigu  en 
6;  la  tangente  de  Tangle  obtus  est  égale  à  —  a  v^,  la  tan- 
gente de  la  moitié  de  cet  angle  est  V^ ,  et  la  tangente  (k 
Tangle  aigu  est  2  s^i  -,  de  sorte  que  l'angle  obtus  est  ^al 
à  109*»  28'  16"  environ  ,  et,  par  conséquent,  l'angle  aigu 
est  égal  à  jo'^So' 44"  environ.  Au  sommet  a  existe  donc 
un  angle  solide  trièdre ,  formé  par  les  deux  an^^les  obtus 
des  trapèzes  et  par  un  troisième  angle ^afr  aussi  obtus  et 
égal  à  l'angle  obtus  des  trapèzes  ;  propriété  à  démontrer. 
De  même  aux  points  c  et  e.  Les  droites /a,  ab  étant  éei 


(  Ï77  ) 
les,  achevons  le  rhombefabi-^  de  sorte  qu'on  a  en  ^  tiii 
angle  solide  trièdre  formé  par  deux  trapèzes  et  un  rhombe. 
Faisons  la  même  construction  en  c]  les  deux  rhombes 
fabi^  bcdi  ont  le  côté  bi  en  commun ,  et  en  &  il  se  forme  un 
angle  solide  tétraèdre  formé  par  deux  trapèzes  et  deux 
rhombes  présentant  quatre  angles  plans,  aigus  et  égaux. 
Les  deux  côtés  ia,  ie  forment  avec  les  côtés  af^  efun  troi- 
sième rhombe  plan,  égal  aux  précédents^  ce  qui  est  facile 
à  prouver;  de  sorte  qu'on  aura  en  i  un  angle  solide  trièdre 
formé  par  trois  rhombes  et  égal  à  chacun  des  angles  soli- 
des en  a,  c,  e;  le  point  i  est  le  5o//^me£  de  l'alvéole.  Le  so- 
lide formé  des  six  trapèzes  et  des  trois  rhombes  représente 
les  parois  de  l'alvéole  en  cire  que  construisent  les  abeilles. 
L'hexagone  A6CDEF  est  Ventrée.  Les  trois  rhombes  sont 
la  base  de  l'alvéole ,  le  fond  où  est  déposé  le  miel ,  nourri- 
ture du  ver ,  première  forme  de  Tinsecte.  Un  système  d'al- 
véoles compose  un  ensemble  qu'on  nomme  rayon . 

La  liaison  du  système  consiste  dans  la  disposition  sui- 
vante \  les  angles  dièdres  en  a  sont  évidemment  égaux 
chacun  à  120  degrés. 

Supposons  qu'on  remplisse  un  espace  horizontal  par 
des  hexagones  ]  qu'on  construise  sur  chaque  hexagone  un 
alvéole.  Les  sommets  seront  dans  un  même  plan  horizon- 
tal, et  trois  faces  rhomboïdales  prises  dans  trois  alvéoles 
contigus  formeront  une  nouvelle  base  hexagonale,  et  le 
sommet  de  l'alvéole  correspondant  est  au-dessous  du 
plan  des  autres  sommets,  et  achevant  les  alvéoles  par  ces 
nouvelles  bases ,  les  ouvertures  hexagonales  sont  k  l'op- 
posé des  ouvertures  des  premiers  alvéoles.  C'est  ainsi 
que  sont  disposés  les  alvéoles  dans  chaque  rayon,  et  par 
suite  de  cette  construction  toutes  les  faces  rhomboïdales 
sont  toutes  dans  trois  plans,  ce  qui  donne  à  tout  FédiGce 
une  extrême  régularité.  Les  abeilles  commencent  par 
faire  le  rhombe  et  ensuite  les  faces  trapèzes. 
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11  y  a  entre  deux  rayons  conséculifs  assez  d'inter^^ik 
pour  laisser  passer  deux  mouches.  L'ensemble  de  m 
rayons  forme  la  ruche. 

%  Concevons  les  six  sommets  de  rouverture  hexâ«i>- 
nale  ainsi  que  le  point  a,  et  faisant  mouvoir  le  point  l 
le  long  de  Tarète  6  b ,  construisons  les  rhombes  comizK 
précédemment.  A  chaque  position  du  point  b  correspond 
un  autre  solide  alvéolaire. 

Il  faut  démontrer  que  ces  solides  sont  équivalents  ft 
que  Taire  varie.  Cette  aire  est  im  minimum,  lorsque  les 
trois  angles  plans  en  a  sont  égaux ,  ce  qui  entraine  la 
relation  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  (  vo/r  la  solution 
de  feu  le  capitaine  Jacob,  t.  P%  p.  i6o). 

3.  Note  historique.  Le  triangle  équilatéral ,  le  carré  ei 
l'hexagone  régulier  sont  les  âeuls  polygones  r^uliers  qui, 
pris  isolément,  puissent  remplir  un  espace  sans  laisser 
de  vide ,  et  de  ces  trois  polygones  T hexagone  pour  h 
même  aire  a  le  moindre  contour.  C'est  le  poly^ne  que 
les  abeilles  ont  choisi  pour  l'ouverture  de  leurs  cellule^ 
Pappus,  géomètre  du  iv®  siècle  avant  Jésus-Christ,  en  a 
déjà  fait  l'observation  ^  mais  les  premières  observations 
précises  que  nous  ayons  sur  Panatomie  de  F  insecte  et 
la  construction  géométrique  de  Talvéole  sont  dues  a  Ma- 
raldi  (Jacques-Philippe),  astronome  de  TObservatoirc 
royal,  que  son  oncle,  l'illustre  Cassini,  avait  fait  venir 
en  1687  de  Perinaldo,  près  de  Kice.  Ces  célèbres  et  cu- 
rieuses observations  ont  été  faites  sur  des  ruches  appar- 
tenant à  Cassini  placées  dans  le  jardin  attenant  au  bâtiment 
(  Mém .  de  l  *Acad,  des  Sciences ,  171 2, p.  *ig'j){*).  Ayant 
trouvé  que  les  trois  angles  plans  en  a  étaient  égaux,  il 


(*)  LH}b8erTatoire  était  a1oraprésdeParis,inaisdehors.(Jnte1cinplac«' 
ment  est  aujourd  hui  impérieusement  exigé  par  les  besoins  de  la  scirnce 
Un  édifice,  modèle  Puikowa,  serait  uo  moniinieut  digne  d'uu  rc{;uc  donl 
Les  débuts  sont  si  glorieux. 
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en    conclut  que  cet  angle  devait  être  égal  à   109°  28^; 
rayant  mesuré ,  il  trouva  1 10  degrés ,  diflerence  qu'il  at- 
tribue aux  erreurs  inévitables  dans  de  telles  opérations. 
Il  compta  soixante  cellules  environ  dans  chaque  rayon  ; 
A  a  avait  5  lignes  et  AB  a  lignes  de  longueur.  Le  célèbre 
Réaumur  poussa  ces  recherches  plus  loin  dans  son  His^ 
toire  des  Insectes,  d'une  lecture  si  attachante  (t.  V)  (*). 
\X  proposa  au   géomètre  Kœnig  (Samuel),  correspon- 
dant de  l'Académie  des  Sciences ,  connu  par  ses  démêlés 
avec  Maupertuis ,  de  chercher  le  rhombe  qui  satisfasse  au 
minimum  d'aire.  Appliquant  la  méthode  du  calcul  infi- 
nitésimal, Kœnig  trouve  que  Tangle  obtus  devait  avoir 
109^  26^  Réaumur  manda  ce  résultat  à  Maclaurin.  L'é- 
niinent  géomètre  résolut  le  problème  par  la  méthode  de 
sa  Géométrie  infinitésimale^  et   trouva  pour  TaOlgle  du 
rhombe  109°  28'  16^.  Ce  beau  travail  est  inséré  dans  le 
tomeXLII,  année  174^1  (les  Transactions  philosophi- 
ques. Le  Mémoire  est  intitulé  :  Ofthe  hases  of  the  cells 
^vherein  the  Bées  deposite  their  honey  (Sur  les  bases  des 
cellules  où  les  abeilles  déposent  leur  niel).!!  fait  partie 
d'une  Lettre  du  3ojuin  1743,  adressée  à  Martin  Folkes, 
président  de  la  Société  royale.  Ainsi  les  abeilles  que  Vir- 
gile a  si  admirablement  chantées  construisaient  déjà  de 
son  temps,  un  problème  dont  la  solution  théorique  était 
réservée  au^siècle  des  Newton  et  des  Leibnilz.  Donner  un 
tel  instinct  à  quelques  molécules  organisées  !  La  toute- 
puissance  divine  se  révèle  dans  rinfinimeut  grand ,  se 
révèle  dans  Tinfîniment  petit.  Mens  agitât  molent,  disait 
Fantiquité;  mais  le  monde  des  infiniment  petits  en  his- 

(*}  Pourquoi  ne  fait-on  pas  une  nouTelle  édition  rectitiée  et  complétée 
de  cette  délicieuse  production  P  J'en  dis  autant  du  Spectacle  de  la  nature^ 
de  Plachc,  que  de  BlainTille  aimait  beaucoup.  Ouvrages  très-instructifs , 
d'une  haute  moralité  et  très-amusants  :  qualités  dont  la  réunion  est 
extrêmement  rare. 

12. 
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toire  nalurcUe  et  dans  la  science  des  nombres  est  une 
conquête  des  temps  modernes.  La  théorie  des  quantités 
naissantes  est  similaire  à  celle  de  Tembryogénie  .Les  deux 
sciences  doivent  et  devront  leurs  principaux  progrès  aux 
études  infinitésimales.  Leibnitz  a  mis  entre  les  mains  des 
géomètres  un  microscope  qui  nous  découvre  les  propriété* 
d'une  série  indéfinie  d'êtres  numériques  infiniment  pe- 
tits, se  produisant  les  uns  les  autres  suivant  des  lois  de 
génération  déterminées  et  certaines.  Le  microscope  op- 
tique tend  au  même  but  pour  les  êtres  organisés,  ainsi  que 
le  polarimètre  pour  les  corps  inorganiques  (*).  Curietu 
de  savoir  si  Ton  rencontre  dans  la  nature  une  forme  ana-* 
logue  à  celle  que  construisent  les  abeilles,  je  dois  au  sa- 
vant professeur  M.  Cabart  les  renseignements  suivants: 
L'oxydule  de  cuivre  cristallise  sous  forme  de  dodécaè- 
dres rbomboïdaux,  ayant  huit  angles  trièdres,  formés  de 
trois  dièdres  de  120  degrés  chacun.  Les  cristaux  du  gre- 
nat ,  de  la  pyrite  de  fer  sont  du  même  genre.  L'eau  glacée, 
d'après  les  observations  de  M.  Clarke,  physicien  anglais, 
cristallisant  dans*  le  système  rhomboédrîque ,  présente 
deux  trièdres  formés  de  trois  dièdres  de  lao  degrés  cha- 
cun. Cette  sorte  de  cristallisation  est  très-rare.  11  est  pro- 
bable, d'après  les  calculs  de  M.  Bravais  sur  les  halos  et 
les  parhélies,  que  cette  cristallisation  existe  dans  les  cris- 
taux de  neige.  Les  cristaux  rhomboédriques  tle  la  chaui 
carbonatée  ne  présentent  pas  ces  angles  de  120  degrés. 


(*)  Leibnitz,  dans  une  Lettre  à  Huyghens,(lit  :  «  3'aime  mieui  un  LeuTeo- 
hoek  qui  me  dit  ce  qu*il  voit,  qu'un  Cartésien  qui  me  dit  ce  qu'il  pense.  • 
Excellente  leçon  donnée  aux  métaphysiciens  par  un  métaphysicien,  m&is 
(réomètre. 


i 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  311; 

Par  m.  E.  COMBESCURE. 

Déterminer  Faire  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe  limitée  par  deux  parallèles ,  connaissant  la  dis^ 
tance  de  ces  deux  parallèles ,  leurs  rayons  et  la  porlion  de 
génératrice  rectiligne  qu'ils  interceptent. 

Eu  désignant  par  r  le  rayon  d'un  parallèle  quelconque 
placé  à  la  distance  z  du  cercle  de  gorge,  l'équation  de 
r  hyperboloïde  de  révolution  est 

r'  =  a'  -4-  m'**, 

et  l'élément  de  surface  de  l'byperboloïde  compris  entre 
deux  parallèles  distants  àedz  a  pour  expression 

«/>==  air  rrfcr, 

OÙ  d<j  représente  Télément  de  Thyperbole  génératrice,  en 
sorte  que 

.            /,,.,-  z       dz  sja^  -¥■  /l' z" 
dft  =  V^r»  H-  dz^  =  — , 

r 

On  a  donc  * 


d'k  z=  27^ dz  ^à*  H-  /i*  «*  >' 
et,  par  suite, 

nZi  ^a»  -H  /i'  «;  —  nzi  \Jà^  4-  n}  z\  \ 


ir 


(  /?«,  H-  \Ja^  -h  /i'  z\  ] 

Zf ,  2,  étant  les  z  des  parallèles  qui  limitent  la  portion  de 
surface  considérée. 


Si  /',,  r,  désignenl  les  rayons  de  ces  mêmes  parallèles 
en  sorte  que 

rj  =  n»  -f-  /w'  «;  , 


r: 


1  élimination  de  m'  entre  ces  deux  équations  donne, 
supposant  Zf  et  z,  positifs, 


(0 


5.  V    ''î  —  «' 


Soient  gr  la  portion  de  génératrice  rectilîgne  inlercepu^; 
^t^JTij  2i ,  a-, ,  j^, ,  z,  les  coordonnées  de  ses  extréniilè. 
de  façon  que 

(x,  -  j:.)'  -+-  (r»  -  r.)'  -^  («,  —  ».)*=  ^' ; 
d'où,  en  posant 

Les  extrémités  de  ^  se  projeunt  sur  une  même  tangente 
au  cercle  de  gorge ,  on  a 

^,  cosç-i-/,  siny  =  fl, 
JTj  cos^  4-  ja  sin y  =  « , 

(f  étant  un  angle  arbitraire  dont  rélimination -donne 

En  ajoutant  les  équations  (a)  et  (3)  après  les  avoir  éle- 
vées au  carré,  il  vient 

d'où 


a 


(  183  ) 
Subetituant  dans  Téquation  (i)  celle  valeur  de  a'  et  fai- 
sant, pour  abréger, 

il  vient 


d^où  et  de 
on  déduit 


3,== — £ — ,     2,  = £: — 

Pt  —Px  Pt—  Pi 


On  a  ensuite 


.'=^-^^, 


,  ,  ,  1  Pi  P\  ""-  P  [P\  ~f"  P*  ) 

<;  est-a-dire,  a  cause  de  a'  =  ^-i- ^--^ i— > 


n.^^P^-P^ 


'à'(p.-hp,) 


Zj ,  Zi ,  a*  et  fTi*  étant  connus  en  p^  pi^pt^h^  ou  si  Ton 
veut  en  /'j ,  r, ,  g'  et  A,  on  n'aura  plus  qu'à  substituer 
leurs  expressions  précédentes  dans  celle  de  X  pour  répon- 
dre complètement  à  la  question.  La  substitution  en  elle- 
même  ne  présente  aucune  particularité  digne  d'être  si- 
gnalée. 


EXTRAIT  B'UNB  LETTRE  DE  M.  RUBBlKi  (DE  NAPLES). 


Presque  en  même  temps  je  viens  de  recevoir  le  numéro 
d'août  de  vos  ^4 finales  et  celui  du  a  juillel  des  Comptes 


(  .84  ) 
rendus  de  votre  Académie  des  Sciences.  Dans  le  premifr 
je  trouve  h  la  page  3o5  la  question  : 
((  Construire  la  surface 


cosx ,        .  .    ,  . 

^  = (^  =  basenepeneoDe).  » 

cos^  '^  ' 


(E.  Catalah.) 

Dans  le  second,  à  la  page  35,  je  trouve  résolue  la  même 
question  par  Tauteur  lui-m^me. 

Or,  Monsieur,  tout  en  respectant  le  talent  supérieur 
de  votre  savant,  je  ne  puis  m'abstenîr  de  réclamer,  oi 
faveur  de  mon  professeur  M.  Padula,  une  priorité  qui 
lui  est  due  au  sujet  deTéquation  ci -dessus. 

Ce  savant  napolitain  s^était  déjà  occupé  depuis  1802 
(voir  Rendiconto  délia  reale  Accademia  délie  Scienze  di 
NapoUy  n**  3, 1 85 a)  de  la  même  question  qui  avait  con- 
duit M.  Catalan  à  Téquation  (i)  )  à  savoir  de  trouver 
sous  forme  finie  les  équations  de  deux  surfaces  dont  les 
rayons  de  courbure  3ont  égaux  et  opposés  et  qui  jouissent 
en  même  temps  de  la  propriété  qu'une  partie  quelconque 
de  la  surface  est  un  minimum  entre  toutes  les  surfaces  qui 
ont  même  contour. 

M.  Padula  commence  sa  Note  par  un  renseigne- 
ment des  quatre  surfaces  jouissant  des  propriétés  énon- 
cées, et  découvertes,  la  première  par  M.  Catalan  (l'hé- 
licoïde  gauche);  la  seconde  (surface  de  rotation  dont  la 
méridienne  est  la  chaînette  homogène)  par  M.  de  Mor- 
gan, et  les  deux  autres  par  M.  Roberts  (Michel).  Elnsuite 
il  se  propose  la  question  :  Chercher  si  parmi  les  surfaces 
dont  la  génératrice  se  meut  parallèlement  à  elle-même, 
il  s'en  trouve  quelqu'une  dont  les  rayons  de  courbure 
soient  égaux  et  opposés.  Une  autre  question  plus  géné- 
rale (celle  sur  les  surfaces  produites  par  le  mouvement 
d'une  courbe  plane)  avait  conduit  notre  auteur  à  là  ques- 
tion spéciale  ci -dessus  énoncée. 


(  >85) 
Or  M.  Padula  trouve  pour  solution  de  son  problème 


(2) 


—  =  /cos*^-^ /  COS Il 

m  m  \m       m } 


a  étant  une  constante  arbitraire  et  m  une  autre  constante 
qui  satisfait  à  la  condition 

[y  =  o ,  z  =f  (x)  étant  les  équations  de  la  génératrice 
supposée  plane  sans  détruire  la  généralité  de  la  ques- 
tion]. , 

De  cette  dernière  équation  (3)  il  déduit  la  propriété 
que  la  projection  sur  l'axe  des  x  du  rayon  de  courbure 
en  un  point  quelconque  de  la  génératrice  est  constante. 

L'équation  (i)  de  M.  Catalan  se  déduit  de  l'équation 
(  2)  de  M.  Padula ,  posant  en  celle-ci  a  =  o. 

Ce  dernier  savant,  en  outre,  trouve  une  autre  surface 
qui  dépend  de  transcendantes  jusqu'à  présent  inconnues 
et  dont  l'équation  est  de  la  forme  suivante  : 

2=/(^  — ?)  +  +,    • 

74-^rr  m      ^^^^(jr  ^^  p)  y^i -l-fl» -M»' 

^       i  4-  /ï*       I  -4-  /i'  m 


I  -I-  /ï»         I  -H  /i'  m 

(la  fonction  pétant  déterminée  par  l'équation 

mnl  —  m  arc  lang/'  =  ri  -|-/iO«  +  ^'> 

et  u  représente  la  variable  à  laquelle  se  rapporte  la  fonc- 
tion /). 

EnCn  l'analyse  de  M.  Padula  est  tout  à  fait  directe  et 
sans  tâtonnements. 


(  i86) 
SUR  LA  DÉCOIPOSITION  DBS  NOMBRES  EN  BIGARRÉS. 


Warîng  a  énoncé  la  conjecture  que  tout  nombre  csi  ia 
somme  de  19  bicarrés ,  en  admettai^t  le  zéro  comme  bicar- 
ré. Jacobi  a  exprimé  le  désir  de  voir  contrôler  cette  con- 
jecture. M.  C.-A.  Bretschneider,  professeur  à  Gotha,  a 
entrepris  ce  contrôle  pour  les  nombres  de  i  a  4 100.  Ses 
Tables  sont  insérées  dans  \e  Journal  de  Crelle  (t  XLVI 
p.  I,  i853). 

En  résumé,  il  a  trouvé  que  dans  les  nombres  de  i  a 
4100  il  y  en  a  : 


a8  1 

déconriposables 

en    2  bicarrés. 

75 

— 

3 

i58 

-- 

4 

27 1 

— 

5 

375 

— 

6 

4.6 

— 

7 

393 

— 

8 

353 

— 

9 

3l2 

— 

10 

3o6 

— 

1  > 

290 

— 

12 

286 

— 

i3 

284 

— 

14 

282 

— 

i5 

166 

— 

16 

56 

— 

^7 

,4 

— 

18 

»9 


(  '87  ) 
Les  sept  en  19  bicarrés  sont  79 ,  i5g,  289 ,  3i9 ,  399 , 
479  D;  559. 
Ainsi 

79  =  4-2*  +  iS.iS 
i59=4-2*4-  I  3*  -h  14.1*, 
239  =  4.2* -+-2.3* -h  i3.i«, 

3i9=i5.i*  -f-3.2«  4-  i.3*  =  4.2*-+-  3.3*  -+-  12.1% 
399=  14.1* -h  3.2* -f  1.3*  +  I  4'=  11.1*4-4.2*4-4  3', 
479=  i3.i*  4-3.2*+  2.3*  +  i.4*=io  1*.  4-4.2*4-5.3*, 

559  =  i5.  I*  4-  2.2*  4-  2.4*=  12. 1*4-  3.2*  4-  3.3*  4-  1 .4* 

=  9.1*4-  4.2*  4-6.3*. 

Ces  sept  nombres  ne  peuvent  se  décomposer  eu  moins 
de  19  bicarrés. 

Cette  identité  • 

3*—  5.2'  =  i 

a  facilité  le  calcul. 


LETTRE  SUR  LA  ROTATION  D'UN  CORPS  SOLIDE. 


«  Mon  cher  monsieur  Terquem , 

))  Lorsque  je  reçus  ,  il  7  a  une  quinzaine  de  jours,  la 
nouvelle  livraison  des  Nouvelles  AnnaleSy  je  vous  écri- 
vis immédiatement  pour  protester  au  nom  des  géomètres 
contre  les  objections  absolument  dénuées  de  fondement 
que  Ton  élevait  sur  la  théorie  de  la  rotation  donnée  par 
M.  Poinsot.  N'ayant  pas  alors  sous  les  yeux  le  Mémoire 
de  rillustre  géomètre,  je  me  bornais  à  deviner  d'après 
mes  souvenirs  ,  par  quel  malentendu  l'auteur  de  la  Note 
avait  pu  se  méprendre  sur  le  sens  des  expressions  em- 

(*)  Par  erreur  on  a  mis  379. 


(  i88  ) 
ployées  et  trouver  une  erreur  où  chacun  n^avaît  aperçu 
jusqu'ici  qu'un  modèle  de  rigueur  et  d'élégance.  Je  viens 
de  relire  les  premières  pages  de  ce  beau  travail ,  et  j'avoue 
qu'il  me  semble  suffisant  de  conseiller  à  vos  lecteurs  d'en 
faire  autant^  c'est  seulement  pour  ceux  qui  n'auraient  pa^ 
le  moyen  de  recourir  au  texte  que  je  vous  demande  pUa 
pour  quelques  explications. 

»  J'ouvre  le  Journal  Ae  M.  Liouville,  t.  XVI,  p.  43, 
et  je  trouve  un  paragraphe  intitulé  :  Des  forces  centn- 
f liges  qui  naissent  de  la  rotation.  C'est  celui-là  qu'il  fam 
lire  pour  apprécier  la  valeur  des  objections  dont  je  parle. 

On  y  trouvera  d'abord  la  démonstration  g^métrique 
d'un  théorème  bien  connu  dont  l'énoncé  se  lit  page  44 
(lignes  i4  à  i6)  : 

«  La  force  centripète  nécessaire  pour  qu*iin  point 
»  puisse  tourner  en  cercle  avec  une  vitesse  u  est  expri- 
»  mée  par  le  carré  de  cette  vitesse  divisé  par  le  rayon  du 
»  cercle.  » 

»  M.  Poinsot  ajoute,  il  est  vrai  :  a  La  même  exprès- 
»  sion  convient  à  un  mouvement  curviligne  quelcon- 
»  que. . .  en  prenant  pour  r  le  rayon  du  cercle  osculateur  à 
»  la  courbe  décrite  au  point  que  l'on  considère.  » 

»  Cette  remarque^  inutile  pour  ce  qui  va  suivre,  est 
placée  là  pour  l'instruction  du  lecteur,  mais  vous  con- 
naissez l'adage  :  Quod  abundaty  non  "vitiat.  Elle  est 
donc  parfaitement  légitime,  et  cependant,  s'il  fallait  ab- 
solument conjecturer,  je  me  hasarderais  à  dire  que  r'esi 
à  cause  d'elle  que  M.  Poinsot,  malgré  toute  sa  clarté, 
n'a  pas  été  compris  par  tout  le  monde. 

»  Je  lis  plus  loin ,  page  4^  : 

«  Dans  la  question  qui  nous  occupe...  il  n'y  a  pas  de 
»  force  centripète  qui  intervienne  pour  faire  tourner  li- 
M  brement  chaque  molécule  autour  de  l'axe  (instantané) 
»  OZ,  mais  je  considère  que  si  cette  force  n'y  est  point, 


(  «89  ) 
»  RiEM  m'empêche  (le  la  supposer^  pourvu  qu'on  en  sup- 
»  pose  uue  égale  et  contraire.  » 

)>  Cette  force  centripète  que  rien  n'empêche  de  suppo- 
ser, est,  on  le  voit,  celle  qui  ferait  décrire  a  la  molécule 
un  cercle  rigoureux.  Rien  n'empêche  évidemment  de  la 
supposer ,  pourvu  qu'on  introduise  une  force  égale  et  con- 
traire qui  est  la  force  centrifuge. 

»  Maintenant  Tobjeciion  de  M.  S.-G.  se  réduit  à  ceci  : 

»  Pourquoi  introduisez-vous  la  force  nécessaire  pour 
faire  tourner  la  molécule  en  rigueur  autour  de  Taxe  in- 
stantané? Je  préférerais  vous  voir  calculer  la  force  centri- 
pète réelle,  et,  pour  cela,  déterminer  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  trajectoire ,  très-différent  de  celui  du  cercle 
dont  vous  parle/. 

»  A  ceci  on  peut  répondre  :  M.  Poinsot  introduit  cette 
force  parce  que  c'est  celle-là  qui  est  commode  pour  son 
raisonnement  tel  qu'il  veut  le  faire,  et  que  rien  n'empêche 
d'introduire  dans  un  système  deux  forces  égales  et  con- 
traires quelles  qu'elles  soient.  Ceci  est  si  vrai ,  que  l'on 
pourrait,  si  on  le  désirait,  introduire  la  force  que 
M.  S.-G.  nomme  la  véritable  force  centripète,  pourvu 
que  l'on  adjoignit  la  véritable  force  centrifuge  \  mais  je 
n'aperçois  pas  à  quoi  cette  introduction  pourrait  servir, 
et  il  semble  que  la  chaîne  des  raisonnements,  rompue 
alors  dès  le  début,  ne  pourrait  plus  se  renouer. 

»  J.  Bertrand.  » 

Note  du  Rédacteur,  M.  Poinsot,  malgré  toute  sa 
clarté ,  n'a  pas  été  compris  de  tout  le  inonde.  L'explica- 
tion n'est  donc  pas  superflue,  vu  que  ce  tout  le  monde 
comprend  des  esprits  distingués.  La  force  centripète  que 
M.  Poinsot  évalue  est  une  force  arlificielle  pour  ainsi 
dire,  très-commode  j>our  l'objet  que  l'illuslre  géomètre 
avait  en  vue,  mais  ce  n'est  pas  la  force  centripète  réelle 


(  >9o  ) 
ou  lellequ'elk'  existe  twlleiiienl.  M.  Poinsot  fait  bien  al- 
lusion ù  celtt:  disliiiclioiK  La  discussion  actuelle  monm 
bien  que  cet  le  allusion  n*esl  pas  sufiisante.  L'axe  insuu- 
la  né  de  rolalion  instaiï  taure  ne  serait-îl  pas  plus  conve- 
nablemcut  désigné  sous  le  nom  de  droite  de  rep€>s  instan- 
ianèPcaTj  à  vrai  dire,  il  n'y  a  pas  de  rotation.  Chaque 
jwinl  touiue  autour  d\i  ne  droite  élevée  au  centrede  cour- 
bure per  pend  i  oui  a  îrcme  ni  an  plan  osculateur  relatifs  la 
irajerlion  décrilo  par  ce  point.  L'ensemble  de  ces  perpen- 
diculaires est  la  surfaee  givuche  de  rotation  înstantan»' 
pour  ce  point.  (Chacun  a  la  sienne.  Dans  un  corps  solide 
eu  mouvement,  trois  de  c<*s  surfaces  déterminent  louli's 
les  autres. 


DEilO!V!^TRAT10N  GÊIIHÊTRipE  DES  THEOREMES  DE  M.  STEISEI 
Èmuzh  sous  les  b^*  5,  6  et  7 

lvolrLXIV,p.  141  «1141); 

Par  m.  E,  dk  JONQUIÈRES. 


1.  Pour  dérnontrcr  les  théorèmes,  il  faut  commemtT 
par  rappeler  ijuelqnes  pioposilions  préliminaires  qui  sont 
une  conséquenee  très-simple  de  la  théorie  des  polaires  ei 
du  prinei  pe  de  correspondance  anharmonique récemment 
exposé  par  M.  Chaslrs  dans  les  Comptes  renrius  de 
r Académie  des  Seieners. 

2.  Soionl  (Inniîées  sur  un  plan  deux  coniques  2,  2'  <'t 
nnc  droite  arbiiiairc  L.  pcip^  étant  les  pèles  de  celle 
droite  dans  les  deux  toniques,  la  droite/;/;',  qui  les  joint, 
est  uni*(ue  ei  déti'rmînée.  J*appellerai  celte  droite  la  ré- 
viprofjne  de  L. 

Par  un  point  quelconque  0  de  L,  soient  menées  des 
droites  OL',  OL",  etc.;  leurs  pôles  respectifs  </,  17',  /, 
r',ett\,  seront  distribués  sur  lesdeux polaires  du  pointO. 


(  '9'  ) 
et  ils  se  correspondront  anharmoniquement ^  donc  {firéo- 
métrie supérieure^  11°  Î)5S) ,  les  droites  pp\  qq'^  rr^^  etc., 
enveloppent  une  conique  Si  relatwe  au  point  O. 

Â  un  second  point  quelconque  O'  correspondra  pa- 
reillement une  seconde  conique  Si*  relative  à  ce  point. 

3.  Donc  la  droite  OO'  a  pour  réciproque  une  des 
quatre  tangentes  communes  aux  deux  coniques  12,  QJ,  et 
cette  ungente  est  déterminée,  ainsi  que  cela  résulte  d'ail- 
leurs de  la  première  construction  des  droites  récipro- 
ques (n^  2) ,  parce  que  les  trois  autres  tangentes  communes 

E,  F,  G,  dont  une  au  moins  est  toujours  réelle ,  sont  des 
droites  fixes  et  indépendantes  de  la  position  variable  de 
la  droite  OO'.  C'est  ce  que  je  vais  faire  voir  dans  le  para- 
graphe suivant. 

4.  En  efTet,  soit  E  Tune  de  ces  trois  tangentes.  Si  on 
la  regarde  comme  enveloppant  la  conique  Q ,  il  résulte 
du  numéro  2  qu'elle  joint  les  deux  pôles  o  (ù  d'une  cer- 
taine droite  OM,  laquelle  passe  par  le  point  O  dont  XI 
est  la  conique  relative,  ces  pôles  étant  pris  par  rapport 
aux  deux  coniques  fixes  Z,  2'.  Donc  ,  réciproquement, 
les  pôles  e,  e'  de  E  se  trouvent  sur  cette  droite  OM. 

Par  une  raison  semblable ,  si  Ton  regarde  E  comme 
enveloppant  la  conique  A',  ses  pôles  e,  e'  doivent  se 
trouver  sur  une  autre  droite  OM',  distincte  de  la  droite 
OM,  et  passant  par  le  point  O'  dont  A'  est  la  conique  re- 
lative. 

Cette  double  condition  exige  évidemment  que  les  points 
e^el  coïncident  en  un  seul  et  même  point. 

5.  Il  résulte  de  là  que  chacune  des  trois  tangentes  E, 

F,  G  a  même  pôle  dans  les  deux  coniques  proposées  Z  ,S'. 
Or,  on  sait  que  dans  le  plan  de  deux  coniques  données,  il 
n'existe  que  trois  droites  fixes  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété remarquable  ('VOir  la  Géométrie  supéncure  et  le 
Traité  des  propriétés  projectiles).  On  sait  en  outre  que 


(  «9^  ) 
ce  i>6li!  oomiuun  est  précisément  le  point  d'iiiiersectioo 
des  tIeuK  autres  droites  ;  que  ce  point  est ,  en  mêaie  temps, 
le  pohii  de  concours  de  deux  cordes  cominuDes  codjih 
guées  ou  axes  de  symptose  des  deux  coniques  ;  que  cha- 
cune de  ces  droites  contient  deux  centres  d^hontolosnt 
•  o 

conjurés ,  centres  que  Ton  obtient  aisément  en  cherchaiit 
les  tIeuK  points  (réels  ou  imaginaires)  qui  divisent  har- 
moni(|uement  à  la  fois  les  deux  segments  interceptés 
p^r  les  deux  coniques  sur  celle  des  trois  droites  que  Ion 
considère  (Géoméf ne  Jii^énettre,  n°210).  Etc. 

6.  D'après  ce  qui  précède,  les  coniques  relatives  à 
touâ  les  points  du  plan  touchent  trois  droites  fixes  de  ce 
plan  ;  ce  sont  précisément  les  trois  droites  remarquables 
E,  F  ,  G  dont  je  viens  de  parler. 

Réciproquement,  toute  conique  tangente  à  ces  tiois 
droites  est  relative  à  un  point  du  plan.  Car  deux  autres 
langentcs  quelconques  de  cette  conique  ont  pour  rèci- 
proques  deux  droites  dont  le  point  de  rencontre  aura 
pour  conique  relative  une  conique  tangente  a  ces  deux 
droiies  (u^  2)  et  aux  trois  tangentes  fixes  E,  F,  G  et  qui 
se  coiirondra ,  par  conséquent,  avec  la  conique  en  ques- 
tion. 

7,  Artuellement)  prenons  pour  conique  le  segment  recii- 
ligne  leiniiné  em  qui  joint  un  point  quelconque /#i  de  Eau 
poim  de  concours  e des  deux  droites  F, G,  segment  qu'oo 
petit  regarder  comme  représentant  une  ellipse  infinimeac 
aplatie  à  laquelle  les  trois  droites  £>  F,  G  sont  évidem- 
ment tangentes  (*).  Cette  conique  particulière  sera, 
comme  tlaos  le  cas  général  (n*'  6) ,  relative  à  un  point  m', 
et  je  vais  prouver  que  ce  point  m'  est  situé  sur  £  comme 
le  poiiiL  ni  lui-même. 

En  eflet ,  pour  que  les  droites  pp'^  qq\  tr\  etc.  (n°  2)^ 

('}  Vijir,  à  ce  sujet,  le  nota  qui  termine  cet  article,  n^S.. 


(  '93  ) 
qui  enveloppent  et  qui  déterminent)  dans  ce  cas ,  la  co- 
nique relative  em ,  passent  toutes  par  le  point  m^  extré- 
mité du  segment  terminé  em ,  il  faut  (  comme  on  sait,  et 
comme  je  le  rappelle  expressément  dans  le  nota  ci-après  ) 
que  les  droites  &iiespqr^p'  q'  r^^  polaires  du  point  m\ 
sur  lesquelles  sent  marquées  les  divisions  homographi'* 
ques  p^  Çy  r^  etc.,  p\  q\  r\  etc.j  passent  par  le  point  p,  . 
et,  de  plus ,  il  faut  que  ce  point  soit  un  point  homologue 
de  deux  divisions.  Donc ,  en  premier  lieu ,  il  existe  une 
droite  m'I  passant  par  le  point  m',  telle ,  que  ses  deux 
pôles,  parrapportaux  coniques  données  Z,Z',  coïncident 
en  un  seul  et  même  point  au  point  e.  Or  j'ai  fait  voir 
(n^  5)  que  la  droite  E  est  la  seule  droite  du  plan  des 
deux  coniques  qui  jouisse  de  cette  propriété.  Donc  m^  I  | 

n'est  autre  chose  que  E,  ce  qui  démontre  que  ]e  point  nv 
est  sur  £  comme  le  point  m  lui-même. 

11  est  d'ailleurs  évident  que  les  points  m  et  m'  se  cor- 
respondent anharmoniquement ,  et ,  de  plus ,  qu'ils  sont 
en  involution.  Car  le  point  m,  considéré  comme  appar- 
tenant à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  divisions,  a  toujours 
pour  correspondant  le  même  point  mkLes  points  doubles 
de  r  involution  jouissent  de  la  propriété  que  les  deux  pôles 
relatifs  à  chacune  des  droites  qui  passent  par  l'un  d'eux 
se  trouvent  sur  une  droite  qui  passe  aussi  par  ce  point. 
Donc  (Géométrie  supérieure  et  Traité  des  propriétés 
projeetwes)  ces  points  doubles  sont  les  centres  d'homo  • 
logie  des  deux  coniques,  etc. 

8.  Je  vais  maintenant  donner,  dans  le  nota  suivant, 
les  deuils  auxquels  j'ai  fait  allusion  plus  haut  (n^  7)  et 
qui  auraient  retardé  la  marche  des  raisonnements. 

Nota.  On  sait  que  quand  deux  faisceaux  homographi- 
ques  ont  leurs  sommets  en  deux  points  distincts ,  leurs 
rayons  homologues  se  coupent  généralement  sur  une  co- 
nique. Dans  le  cas  particulier  où  deux  de  ces  rayons  coïn- 
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cident  eu  dircclion  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  s(m- 
mets  des  faisceaux ,  le  point  de  coucours  des  rayons  ho- 
mologues décrit  une  droite  indëGnie.  Mais  il  est  soos- 
entenJu  que  la  droite  de  jonction  des  deux  sommets  fau 
aussi  partie  delà  conique  qui  est  décrite  dans  ce  cas  par- 
ticulier^ chacun  de  ses  pointa  peut  efFectÎTeinent  kn 
regaixié  comme  le  point  dMntersection  des  deux  raTO» 
homologues  qui  se  confondent  avec  elle.  Et  il  faut  bien 
qu'il  en  soit  ainsi;  car  la  première  droite  indéfinie  m 
saurait  représenter  à  elle  seide  une  section  conique,  h 
cette  conique  se  réduit ,  dans  ce  cas ,  au  système  desdem 
droites  dont  je  viens  de  parler ,  système  qu'on  peut  re- 
garder comme  une  hyperbole  inBuiment  dilatée  et  réduite 
à  ses  asymptotes. 

Pareillement,  les  droites  qui  joignent  les  points  homo- 
logues de  deux  divisions  homographiques  tracées  sur 
deux  droites  distinctes ,  enveloppent  généralement  une 
section  conique.  Si  le  point  de  concours  de  ces  deoi 
droites  fixes  est  un  point  de  coïncidence  de  deux  points 
homologues  ,  la  droite  mobile  passe  par  un  point  fixe  oo 
enveloppe  ce  point#  Mais  ce  point  ne  représente  pas  pliu 
à  lui  seul  la  conique  du  cas  général ,  pas  plus,  dis-je, 
qu  une  conique  n'était  représentée  par  une  seule  droite 
dans  la  première  partie  du  nota.  En  effet,  une  droite 
quelconque,  menée  par  le  point  de  concours  des  deux 
droites  fixes ,  peut  être  regaixlée  comme  joignant  les  deux 
points  homologues  qui  coïncident  en  ce  point ,  et  pi 
conséquent  comme  une  tangente  à  la  conique  enveloppe. 
Donc  cette  conique  est  représentée  dans  ce  cas  partieu* 
lier  par  le  segment  terminé  a  ce  point  de  concours  et  au 
second  point  fixe  par  lequel  passent  toutes  les  autres 
droites  mobiles  ;  et  on  peut  la  regarder  comme  une  el- 
lipse infiniment  aplatie  et  réduite  a  son  grand  axe. 

9.  Ceci   posé,    la    démonstration    des  théorèmes  àe 
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INl.  Slcmer  se  fait  sads  difficulté,  comme  on  va  le  voir, 

10.  TnÉomÈME  Y .  Quatre  coniques  éiant  inscrites  dans 
un  triangle^  ces  coniques  prises  deux  à  deux  ont  encore  * 
en  commun  j  outre  les  côtés  du  triangle  y  une  quatrième 
tangente  T^ily  a  six  de  ces  tangentes  T  et  elles  cou- 
pent chaque  c^té  du  triangle  en  six  points  en  irn^olu^ 
lion. 

On  pourra  toujours  décrire,  ou  simplement  supposer, 
sur  le  plan  de  la  figure,  un  système  de  deux  coniques  £, 
Yà  dont  les  trois  côtés  du  triangle  soient  précisément  les 
trois  droites  remarquables  E,  F,  G  dont  je  viens  de  par- 
ler ;  ceci  est  évident.  Soient  C ,  C,  C^,  C'  les  quatre  co- 
niques données,  etc,  c',  c'',  c"'  leurs  points  réciproques 
par  rapport  aux  deux  courbes  £ ,  2'.  Ces  points  forment 
un  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagona- 
les sont  les  six  droites  réciproques  des  six  tangentes  me- 
nées aux  quatre  coniques.  Soient  a,  a\  by  b\  c^  c*  les 
points  où  ces  six  tangentes  rencontrent  Tun  E  des  côtés 
du  triangle,  et  a,  a',  |3,  j3',  y,  y'  les  six  points  d'intersec- 
tion de  E  avec  les  côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère. 
Ceux-ci  sont  en  involution  (Géom.  sup,  n^  339)  •,  donc 
les  six  autres /z,  a',  etc.,  qui  leur  correspondent  anhar- 
moniquement,  sont  eux-mêmes  en  involution. 

c.  Q.   p.  D. 

Cette  déûionstration  indique  en  même  temps  de  quelle 
manière  on  doit  conjuguer  les  six  points  dans  Tinvolu- 
tion.  Par  exemple,  si  a  répond  à  la  tangente  commune 
aux  deux  coniqiicsC,  C,  «'répondra  à  la  tangente  com- 
mune aux  deux  autres  c^^  c"\ 

11.  Théorème.  Si  quatre  coniques  ont  en  commun 
un  foyer  et  une  tangente  A,  elles  ont  encore  en  com- 
mun prises  deux  à  deux  six  tangentes  T  telleSy  quelles 
coupent  la  tangente  A  en  six  points  en  ini^olution. 

Ce  théorème  est  un  simple  corollaire  du  précédent.  Car 

i3. 
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(Géom.,sup,u^  736,  ou  Traité  des. propriétés projectives) 
des  couiques  qui  ont  un   foyer  commun    sont  daus  le 
même  cas  que  des  coniques  qui  ont  deux  tangentes  com- 
munes. 

42.  Théorème  VII.  Si  quatre  paraboles  ont  le  même 
fojer,  prises  deux  à  deux,  elles  ont  une  tangente  com- 
mune T;  si  par  un  point  p  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  ces  six  tangentes,  on  a  un  faisceau  en  inyolth 
tion. 

Les  paraboles  ont  une  tangente  commune  à  TinGni . 
et  le  foyer  commun  tient  lieu  de  deux  autres  tangentes 
communes  (imaginaires).  Donc,  en  vertu  du  théorème V. 
les  six  points  où  les  six  tangentes  rencontrent  la  droite  à 
Tinfini  sonteninvolution.  Les  six  perpendiculaires  issues 
du  point  p  faisant  avec  ces  six  tangentes  des  angles  égaux, 
rencontrent  la  droite  à  Tinfini  en  six  points  homographi- 
ques  aux  six  premiers  (Géomsup.^  n®t>52),  et  qui,  pr 
suite,  seront  comme  eux  en  involution.  Donc  il  en  est  de 
même  des  six  perpendiculaires. 

C.     Q.     F.     D. 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  toutes  les  pro- 
positions qui  font  l'objet  de  cette  Note  ont  leurs  corréla- 
tives qu'on  démontrerait  directement  par  des  raisonne- 
ments analogues.  Ces  nouvelles  propositions  qui  sont 
intéressantes,  fournissent  une  interprétation  et  une  dé- 
monstration géométriques  très-simples  des  divers  théo- 
rèmes déduits  de  l'analyse  par  M.  Magnus,  de  Berlin, 
dans  le  tome  VIII  du  Journal  de  Crelle,  p.  5i.  Je  um^ 
propose  de  revenir  ailleurs  sur  ce  sujet. 


I 
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NOTE  SUR  lES  OMBRES  A  LUMIERE  PARALLÈLE 

01  projectioss  obliqies  des  polyèdres , 

sir  levrs  projecliois  orthogonales  et  sir  les  chaiigcneits  de  plais  de 

projectiois  et  rotatiois  conme  néthodes  d'eiseigieneit  ; 

Pau  a.  CHEVILLARD, 

Professeur  de  Mathématiques  et  de  Géométrie  descriptive. 


1.. Depuis  plusieurs  ann^s,  on  s'attache,  4ans  les 
.classes  de  mathématiques ,  à  proposer  des  problèmes  réel- 
lement utiles,  applications  des  théories  enseignées.  Cet 
excellent  usage  n'est  guère  suivi  pour  la  géométrie  des- 
criptive que  dans  les  écoles  professionnelles.  C'est  d'au- 
tant plus  regrettable  pour  les  élèves  des  Lycées,  qu'ils  ont 
(des  ressources  qui  manquent  aux  dessinateurs  et  aux  mé- 
caniciens. On  peut  s'en  prendrje  avant  tout  à  la  plupart 
des  Éléments  de  géométrie  descriptive  qui  ne  présentent 
pas  de  méthodes  suiBsamn^ent  pratiques.  Ainsi  le  plan  y 
est  toujours  indiqué  par  ses  deux  traces ,  quand  la  con- 
struction le  doane  ordinairement  par  trois  points  et  sans 
traces  possibles.  Les  solutions  des  problèmes  sur  le  cylin- 
dre, le  cône,  y  exigent  les  traces  de  ces  surfaces,  taudis 
que  dans  la  pratique ,  ces  surfaces  étant  le  plus  souvent  de 
révolution ,  la  connaissance  de  leurs  traces  pour  les  tan- 
gences,  intersections,  etc.,  devient  tout  à  fait  inutile. 
C'est  en  suivant  depuis  longtemps  un  système  entière- 
ment différent  que  j'ai  reconnu,  par  Texpérience  des  ré- 
sidtats  acquis,  combien  les  idées  de  M.  Olivier  sont 
propres  à  vulgariser  et  à  faire  avancer  la  géotaiétrie  des- 
criptive. On  me  permettra  de  revenir  tout  à  riieure  sur 
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ce  sujet  qui  semble  acquérir  uue  nouveUe  opporlunite 
%  Le  problème  des  ombres  à  lumière  parallèle  pooi 
les  polyèdres  pouvant  s'aborder  dès  rouverture  d^un  cour^ 
de  géométrie  descriptive,  il  sera  intéressant  pour  If5 
commençants  d'en  faire  des  applications  a  l'archi lecture 
Étant  donnés  par  les  deux  projections  orthogonales  les 
sommets  i ,  s ,  3 ,  4  9  S  9  ^^c*  9  d'un  polyèdre  convexe  P  ei 
le  rayon  lumineux  R,  il  s^agit  d'en  dessiner  les  faces  ob- 
scures, éclairées  et  les  ombres  portées  sur  les  plans  de 
proj^tion.  On  déterminera  d'abord  la  brisée  polygonale 
B  par  laquelle  fe  prisme  parallèle  à  R  et  circonscrit  à  P 
touche  ce  polyèdre ,  brisée  qui  est  en  même  temps  le  con- 
tour apparent  de  P  vu  dans  le  sens  de  R ,  et  aussi  ligne  sé- 
para tive  des  ombres  et  de  la  lumière  sur  ce  corps.  Poor 
cela ,  on  projettera  parallèlement  à  R  tous  les  sommets 
de  P,  soit  sur  les  deux  plans  de  projection ,  soit  sur  Fun 
d'eux ,  en  ne  conservant  que  la  première  trace  que  fournit 
le  rayon  lumineux.  Cela  dépendra  de  reflet  qu'on  vou- 
dra rendre.  Le  polygone  com^exe  a*  3*  5*  6*,  etc.,  par 
exemple,  dont  les  côtés  sont  projections  obliques  d'arèt» 
de  Pet  qui  renferme  certaines  traces  i*,  4*»  etc.,  donne 
immédiatement  la  séparatisme  2356 ,  etc.,  dont  deux  coté 
présenteront  peut-être  un  coude  sur  les  deux  plans  de 
projection,  et  Ton  pourra  déjà  ombrer  toute  la  partie  plane 
comprise  dans  l'intérieur  de  a''3*5*...  7** 8",  ombre  porUt^ 
et  projection  oblique  de  P.  Reste  i  indiquer  en  projections 
les  ombres  propres,  c'est-n-dire  les  faces  obscures.  Or 
la  connaissance  d'une  face  obscure  F  suffira  pour  trouver 
toutes  les  autres,  car  si  F  n'a  aucime  arête  de  la  sépara- 
tive,  toutes  les  faces  adjacentes  à  F  par  quelque  arête  se- 
ront obscures,  et  si  F  tient  à  la  sépara tive  par  quelque 
arête,  la  face  F' qui  tient  à  F  par  celte  arête  est  éclai- 
rée, de  sorte  quon  pourra,  de  proche  eu  proche,  if- 
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connaitre  toute  la  partie  éclairée  de  P;  et  il  sera  bien 
d'indiquer  dans  l'ombre  portée  en  plein  ou  par  une  cou- 
leur désignée  toutes  les  arêtes  des  faces  éclairées  pour  y  pré- 
senter l'aspect  de  P  vu  en  projection  oblique  parallèle  à  R. 
3.  Chercbons  donc  une  seule  face  obscure  ou  éclairée. 
Il  est  rare  qu'à  vue  d'œil  on  n'en  aperçoive  pas  une,  attendu 
que  deux  faces  successives  ont  la  même  manière  d'être  par 
rapport  à  R  toutes  les  fois  que  leur  arête  commune  n'est  pas 
sur  la  séparative.  D'ailleurs,  si  une  face  est  horizontale , 
elle  est  éclairée  ou  obscure  selon  qu'elle  est  la  pi  us  haute  ou 
la  plus  basse  de  P ,  la  lumière  venant  de  haut  en  bas.  Si  une 
face  est  verticale,  la  projection  R^  seule  indique  si  R  la 
rencontre.  Remarque  analogue  sur  l'emploi  de  R**.  Une 
observation  très-commode  est  que  parmi  les  projections 
obliques  d'arêtes  comprises  dans  l^intérieur  de  a^  3^  5^. .. , 
on  en  trouve  aisément  deux  qui  se  croisent  en  A,  par 
exemple,  mais  jamais  plus  pour  A,  P  étant  convexe  ;  me- 
nant par  h  un  rayon  en  sens  contraire  de  R  ^  ou  seulement 
une  seule  projection  R\  ce  qui  n'exige  que  la  pose  de  Té- 
querre,  sans  rien  tracer,  on  verra  que  R  rencontre  deux 
arêtes  de  P,  ni  plus,  ni  moins,  dont  la  première  sera  en- 
tièrement obscure,  c'est-à-dire  séparera  deux  faces  ob- 
scures. Eniin,  si  l'on  ne  trouvait  pas  un  point  h  de  cette 
espèce  (cas  très-rare),  menez  près  d'un  sommet  5  de  la 
séparative  et  la  rencontrant  un  plan  vertical  R*  5  il  coupera 
Tangle solide  5  selon  un  petit  polygone  très-facile  à  ob- 
tenir en  projection  verticale.  Tout  cèté  de  cette  projec- 
tion qui  n'est  pas  rencontré  par  la  direction  R"  indique 
une  face  obscure.  Ainsi  soit  le  sommet séparatif  5  (fig^i)^ 
l'arête  séparative  3<ï  -,  le  plan  R*  coupe  les  arêtes  5  a  ,  5  &, 
5  c  aux  points  a ,  A ,  e,  ce  qui  donne  les  droites  ac  et  ab 
comprises  dans  les  faces  5ac  et  5ab  adjacentes  à  la  sépa- 
rative. Comme  R*'  ne  rencontre  pas  ab,  la  face  5  ab  est 
obscure,  5  ac  est  éclairée.  Ainsi ,  en  résumé ,  pas  ou  très- 
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pea  de  Gonslmctioiis  â  faire  pour  déterminer  les  fact 
obscures  de  P. 


Fie.  1. 


d 


4.  Les  faces  obscures,  c'est-à-dire  invisibles  dans  b 
direction  R,  sont  déjà  indiquées  dans  Tombre  portée  par 
leurs  arêtes  ponctuées  on  d'une  couleur  peu  tranchée: 
mais  sur  les  projections  il  f  %ut  teinter  ces  faces  obscures 
lorsqu'elles  y  sont  visibles.  Les  faces  visibles*en  projecdoo 
horizontale  étant  les  faces  éclairées  par  une  lumière  Te^ 
ticale,  on  les  reconnaît  tout  de  suite  par  la  méthode  pi^ 
cédente  (n®  3) ,  puisque  la  projection  P*  donne  la  scpara- 
tive  pour  la  lumière  verticale  et  que  le  plan  R^  devient 
ici  un  plan  vertical  de  direction  quelconque.  D*ailleiu^ 
le  croisement  de  deux  projections  horizontales  d'arête 
résout  tout  de  suite  la  question.  Même  observation poorles 
faces  visibles  en  projection  verticale.  Ainsi  l'on  se  pro- 
cure aisément  trois  aspects  du  solide  éclairés  parla  mèai 
direction  de  lumière. 

5.  Quand  lé  polyèdre  n'est  pas  convexe,  qu'il  présenta 
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des  angles  solides  ou  des  dièdres  rentrants*,  comme  dans 
un  escalier  droit ,  la  sëparative  pourra  être  projetée  obli- 
quement en  partie  sur  le  plan  horiaontal ,  en  partie  sur 
des  faces  de  ces  dièdres,  et,  par  suite,  être  discontinue 
dans  Tespace,  parce  que  R  raserait  à  la  fois  deux  arêtes  ap- 
partenant à  deux  faces  d'un  dièdre  ou  même  à  deux  diè- 
dres séparés,  et  viendrait  ensuite  rencontrer  le  sol.  Cer- 
taines arêtes  peuvent  alors  être  obscures  dans  une  partie, 
é^airées  dans  l'autre.  En  étudiant  séparément  les  por- 
tions convexes  du  polyèdre ,  on  aura  lieu  d'appliquer  les 
principes  précédents.  On  peut  proposer,  dans  ce  genre, 
des  sujets  intéressants;  mais  je  doute  qu'un  professeur 
qui  ne  fait  jamais  de  croquis,  voie  tout  de  suite  les  fautes 
des  dessins  présentés ,  indique  une  direction  meilleure  du 
rayon  lumineux ,  etc  (^) . 

6.  Enfin ,  on  peut  avoir  des  groupes  de  polyèdres  qui 
se  pénètrent  ou  non.  Il  faudra  déterminer  leurs  intersec- 
tions [Géométrie  descriptive  de  M.  Amiot) ,  déterminer 
la  séparative  pour  chacun  d'eux.  Les  ombres  pourront  se 
porter  les  unes  sur  les  autres  sans  croître  d*  intensité  y  de 
façon  que  les  ombres  des  corps  les  plus  près  du  plan  ho- 
rizontal par  rapport  à  R  sont  plus  noires  et  traversent  en 
restant  sen^bles  les  ombres  des  corps  moins  rapprochés, 
n  me  parait  difficile  d'indiquer  des  moyens  généraux  ayant 
assez  de  précision  pour  s'appliquer  tout  de  suite  à  tous 
les  cas.  On  remarquera  principalement  qu'aussitôtqu'une 
séparative  d'un  corps  porte  ombre  sur  une  face  éclairée 
d'un  autre  corps,  cette  ombre  reste  dans  cette  face  éclai- 
rée ou  continue  jusqu'à  la  rencontre  d'une  séparative  de 
ce  deuxième  corps;  en  ce  point  le  rayon  lumineux  rasant 
deux  séparatives ,  il  en  résulte  l'intersection  de  deux  om- 

(*)  Dans  le  dessin  des  machines,  les  ombres /lorfeej  embrouillent  sou- 
vent plus  qu'elles  n'éclaircisscnt.  Elles  ne  sont  utiles  que  pour  accuser  la 
forme  des  surfaces  courbes.  Th. 
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bres  portées  sur  od  troisième  corps  oa  sur  le  plau  bori- 
zontal ,  etc. 

7.  Je  lenninerai  en  faisant  obserrer  qne  les  fm^jets 
d^arcbitectore  et  les  dessins  topograpbiques  sont  éclairés 
par  de  la  lumière  dite  à  45  degrés,  locution  mal  compris 
de  beaucoup  de  praticiens.  Les  projections  du  rayon  soot, 
en  effet,  inclinées  à  4^  degrés  sur  la  ligne  de  terre,  nuis 
le  rayon  lumineux  fait  avec  cbaque  plan  de  projectioa 
Tangle  que  iait  la  diagonale  d'un  cube  avec  la  diagonal 
d'une  de  ses  faces  qui  part  du  même  sonunet ,  angle  tr^ 
facile  à  calculer. 

8.  Le  problème  des  ombres  d'un  polyèdre  pourrait  se 
résoudre  par  deux  cbaugements  de  plans  de  projectioo 
qui  rendraient  R  perpendiculaire  au  dernier.  Ce  moyoi 
sera  en  général  trop  compliqué.  On  en  accuserait  à  tort 
la  transformation  des  projections.  Cette  méthode  devra 
toujours  être  préférée  chaque  fois  quen  particularisant 
les  données  par  rapport  aux  deux  pians  de  projection, 
sans  rien  changer  à  leur  position  relative  dans  V espace, 
on  trouvera  une  solution  immédiate  du  problème,  ce  qui 
n^est  pas  le  cas  actuel.  Faute  de  bien  entendre  cette  cou* 
dition,  la  méthode  des  changements  de  plans  d'Olivier, 
si  simplement  exposée  dans  Fouvrage  de  M.  Amiot,  sou- 
lève encore  maintenant  de  nombreuses  critiques.  Je  vais 
prouver  qu'elles  sont  toutes  tirées  de  l'ignorance  du  su- 
jet. 

9.  L'opposition  aux  transformations  de  projections  et 
rotations  se  résume  dans  les  quatre  motifs  suivants  : 

i^.  Ces  méthodes  sont  inutiles^  puisqu  on  faisait  de  la 
Géométrie  descriptive  avant  M,  Olivier. 

C'est  exactement  comme  si  ayant  su  autrefois,  je  sup 
pose,  discuter  analytiquement  les  propriétés  géométri- 
ques des  courbes,  sans  le  problème  de  la  transformation 
des  cooi^onnécs ,  on  renonçait  à  refaire  aujourd'hui  celle 
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discussion  par  lo  secours  de  ce  problème.  Mais  ici  il  y  a 
plus  encore.  Si  l'on  voulait  se  donner  la  peine  d'examiner 
avant  de  critiquer,  on  verrait  que  les  anciennes  explica- 
tions données  pour  calculer  par  les  projections  la  distance 
de  deux  points,  les  angles  des  droites ,  des  plans ,  etc.,  de- 
viennent inutiles  par  l'emploi  des  cliangements  de  plans 
et  rotations,  lequel  fait  d'abord  retrouver  les  construc- 
tions usitées  et  disparaître  en  même  temps  tous  ces  cas 
particuliers  dont  plusieurs  livres  élémentaires  sont  rem- 
plis, parce  que  ces  explications  soi-disant  générales  y  de- 
venaient réellement  insuffisantes.  Dans  notre  système 
d'enseignement,  le  procédé  d'exécution  étant  aussi  uni- 
forme que  général ,  il  suffit  d^énoncer  quelques-uns  de  cet 
cas  pour  que  les  élèves  les  résolvent  immédiatement  et  de 
la  manière  la  plus  simple. 

a®.  Les  épiivcs  faites  par  ces  méthodes  sont  compli- 
quées et  conjiises.  On  voit  un  changement  de  plan,  on 
se  perd  dans  phtsieuf*s. 

11  faut  faire  attention  que  la  pratique  des  changement» 
de  plans  et  rotations  doit  être  raisonnée  avant  toute  ap- 
plication 9  que  ses  qualités  principales  sont ,  au  contraire, 
de  permettre  de  rejeter  loin  du  résultat  à  obtenir  les  con- 
structions auxiliaires  pour  donner  à  ce  résultat  toute  l'ex" 
pression  désirable,  qu'on  n'emploie  pas  indifféremment  un 
changement  ou  une  rotation ,  qu'il  y  a  des  règles  très-sim- 
ples pour  Ikndre  visuelles  toutes  les  constructions  qui  en  ré- 
sultent, qu'il  n'y  a  aucune  nécessité  de  voir  l'ensemble 
des  opérations  fournies  par  trois  changements  (cas  très- 
rare),  qu'on  n'a  jamais  besoin  de  regarder  que  la  der- 
nière ligue  de  terre ,  et  qu'enCn  une  règle  très-facile  évite 
même  la  vision  dans  l'espace  en  la  ramenant  par  cette  vi- 
sion même  à  la  lecture  sur  le  papier  (t.  XIII,  p.  91). 

3°.  Cette  règle  nest  quwi  mécanisme^  et  il  faut  reje- 
ter  toutes  ces  méthodes  réduisant  F  esprit  au  rôle  de  ma- 
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cfùne,  parce  que,  dit-on,  leur  application  n'exige  aac&n 
raisonnement. 

On  oublie  précisément  de  prouver  que  ces  mëthodef 
sont  dans  ce  cas.  Est-ce  que  toutes  les  règles  d^aritliméti- 
que,  les  évaluations  géométriques,  les  formules  d'algèbre, 
des  calculs  différentiel  et  intégral ,  etc.,  ne  sont  pas  de 
mécanismes  ingénieux  dont  l'effet  est  démoutré  à  priori 
satisfaire  au  but  proposé  ?  Mais  d*abord  si  Ton  interdit 
les  changements  de  plans  et  les  rotations  en  principe,  il 
n'en  faut  pas  faire  d'applications  sous  un  antre  nom  là  oé 
il  est  impossible  de  les  éviter  (surfaces  de  révolutioD, 
construction  de  pièces  d'assemblage,  etc.);  mais  si  Tob 
ne  croit  en  critiquer  que  l'abus ,  il  est  vraiment  sinpi* 
lier  qu'il  existe  des  méthodes  pour  résoudre  uniformé- 
ment, de  la  façon  la  plus  simple,  la  plus  rapide  et  h 
plus  expressive,  tous  les  problèmes  fondamentaux  de  h 
géométrie  descriptive  et  que  ces  méthodes  soient  des  mé- 
canismes sans  valeur  et  sans  raison  d'être. 

4**.  Enfin,  d'autres  personnes  objectent  que  ces  mé- 
thodes sont  trop  analytiques,  quelles  s^ éloignent  de  la 
géométrie  pure,  que  trouver  la  position  la  plus  com^ena- 
ble  des  données  par  rapport  aux  plans  de  projection  est 
une  question  difficile  y  etc. 

Le  procédé  géométrique  indépendant  de  tout  moyen 
d'exécution  une  fois  reconnu  par  la  géométrie  élémen- 
taire ou  supérieure  de  l'espace,  selon  la  qAstion,  le 
moyen  graphique  s'ensuivra  en  conséquence.  Je  ne  pense 
pas  qu'il  faille  de  grands  efforts  d'intelligence  pour  re- 
marquer qu'une  droite  finie  est  projetée  en  vraie  gran- 
deur sur  un  plan  auquel  elle  serait  parallèle,  qu'un  angle 
dièdre  est  obtenu  en  vraie  grandeur  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  son  arête,  etc.,  tous  résultats  qui  doivent  être 
prévus,  au  contraire,  par  la  géométrie  pure.  Que  si  Ij 
rotation  qui  doit  produire  ces  positions  introduit  quelque 
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confusion  dans  les  données,  il  faut  préférer  un  change- 
ment de  plan  ;  qu  on  trouve  bien  les  distances  de  divers 
points  à  un  plan  par  un  seul  changement  de  plan,  mais 
qu'une  rotation  ne  conviendrait  que  dans  le  cas  d'un  seul 
point  par  lequel  on  fait  passer  l'axe,  etc.  Du  reste,  ces 
méthodes  ont  un  caractère  mathématique  si  prononcé, 
qu'elles  suppléent  parfaitement,  comme  je  Tai  vérifié 
bien  souvent,  des  études  incomplètes  sur  divers  points 
de  la  géométrie  pure,  en  les  rendant  pour  ainsi  dire  évi- 
dents sans  démonstration.  Aussi  sont-elles  enseignées  de 
préférence  à  toutes  autres  dans  les  écoles  professionnelles 
de  Chàlons ,  d'Angers ,  de  Lyon  et  pour  Técole  des  Beaux- 
Arts  de  Paris.  S'agit-il ,  par  exemple,  de  chercher  l'in- 
tersection d'une  droite  et  d'un  cône  de  révolution  donné 
de  sommet,  d'angle  et  d'axe?  Il  faudra  ,  dans  le  système 
d'enseignement  généralement  suivi ,  faire  passer  un  plan 
par  la  droite  et  le  sommet  du  cône ,  chercher  l'intersection 
de  ce  plan  avec  une  trace  du  cône,  laquelle  est  une  courbe 
du  deuxième  degré,  pour  en  conclure  ensuite  la  généra- 
trice qui  coupera  la  droite  au  point  cherché.  Si  Ton  ne 
veut  pas  construire  la  courbe  par  points ,  il  faudra  déter- 
miner un  foyer  et  un  ou  deux  somihets^  trouver  avec  ces 
seules  données  la  rencontre  de  la  courbe  et  d'une  trace 
du  plan,  ce  qui,  pour  le  dire  en  passant,  n'est  plus  de  la 
géométrie  élémentaire  selon  les  Programmes. 

Du  reste^  on  ne  s'inquiète  pas  si  la  trace  du  plan  est  hors 
du  cadre  et  la  courbe  aussi  ;  si,  quand  elles  y  sont,  le  point 
auxiliaire  est  lui-même  dans  le  cadre,  parce  qu'en  défini- 
tive ces  circonstances  étant  les  plus  fréquentes,  il  fau- 
drait en  conclure  que  la  méthode  est  en  général  imprati- 
cable. Ce  que  je  dis  de  ce  problème ,  il  faut  le  répéter, 
sans  exception ,  de  tous  les  problèmes  relatifs  au  cône ,  au 
cylindre  et  aux  surfaces  de  révolution  et  de  tous  les  pro- 
blèmes dépendant  de  la  recherche  d'un  point  auxiliaire. 
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De  bonne  foi ,  pcul-on  comparer  celle  méihtMlc?  avec  ctlir 
qui  consiste  à  projeter  la  droite  et  le  c6nc  sur  un  plan  pa- 
rallèle  à  Taxe  du  cône  pour  obtenir  tout  de  suite  le  point 
cherché  à  Taide  d^une  section  circulaire?  c^est«*à»dirc  en 
résumé  à  faire  deux  changements  de  plans  successifs  dont 
le  demierrendc  le  cône  vertical. Ces  procédés,  si  bien  ap- 
pliqués par  les  praticiens  qui  ont  peu  de  connaissances 
scientifiques,  sont  donc  ceux  qui  conviennent  aussi  le 
mieux  à  de  plus  instruits,  et  si  l'objection  4^  était  fondée, 
cela  reviendrait  à  n^admettre  aucun  discernement  ni  ap- 
préciation mathématique  chez  ceux  qui  doivcmt  le  plus  en 
avoir. 

Note  du  Rédacteur.  Quand  faut-il  chatiger  de  plan» 
de  projections ,  faire  des  rabattements,  des  rotations?  Ré- 
ponse: quand  vous  le  jugerez  commode.  Quand  cela  esl-il 
commode?  Il  n'y  a  pas  de  réponse  à  faire  à  telle  question. 
Toutes  les  épures  de  charpente  ne  roulant  que  sur  des 
polyèdres,  on  y  fait  continuellement  des  changements  de 
plans  de  projections  (^} ,  et  de  tout  temps  on  a  fait  des 
épures  de  charpente.  Où  est  donc  la  nouveauté  de  ce  sys- 
tème de  changements  dont  on  fait  tant  debruit?  La  clarté 
et  la  simplicité  d^une  épure  dépendent  du  discememeui 
de  l'opérateur,  et  il  n'y  a  pas  de  règle  pour  donner  ce  dis- 
cernement. Au  propre  comme  au  figuré,  il  faut  éviter, 
autant  que  possible ,  les  changements  de  plan ,  user  de  ce 
moyen  avec  économie ,  et  ne  s'en  servir,  style  de  prospec- 
tus, que  lorsque  le  besoin  s'en  fait  sentir. 

("*)  Exemple:  L*épurc  des  pannes  et  tasseaux  de  Tenipainon  déverse  et 
déUrdé 
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SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES  ALGÉBRIQUES; 

D'APHis  GAXJSS. 

Met.  noi'tf.  intt'ff'.  Comm.  Gotiinj.  vol.  11,  i8i4-i5j  pages  ( ^, 


i  .  Soit  proposée  la  fraction  continue 


^''-^z::^ 


Formons  ces  deux  séries  V,  V,  V",  V"',  eic,  W,  \V, 
W",  W";  d'après  ces  Halions 

V  =0,  W  =  I, 


on  aura 


V 

W  =  °' 

""+- ;^ 


> 


et  ainsi  de  suite. 
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On  en  déduit 

V^  W'^  —  V'^  W"^  = -h  «»' p"  «v-* , 

Ainsi  dans  la  série    * 

p  «/  pi/  P^  pp'  p"  p^ 


Le  premier  terme  est  =7-, 

La  somme  des  deux  premiers  ternoies  égale  r^^; 


V 


La  somme  des  trois  premiers  termes  égale  --^; 

La  somme  des  quatre  premiers  lermes  égale  r^^; 

Et  ainsi  de  suite. 

Cette  série ,  soit  qu'elle  se  termine  ou  qu'elle  se  pro- 
longe à  llnfini,  exprime  la  valeur  de  (f  et  aussi  la  difle- 
lence  de  f  et  des  fractions  approchées 

y/  yff  yw 

11  est  facile  de  voir  qu'on  a  aussi  les  relations  saiviJ^' 
tes  : 

yW"  — v"=:cp'((pw'— v')H-p'  (yw— v;, 

y  W^— V«^=:  «P*(y  W— V^) -H  P^(,pW''- F*'), 

Application. 
Soit 

I  -       1 4-  w*  .       1       ,       1       ^        I 

'^      a     °  I  —  «  *  3  5  7 
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Réduite  en  fraction  continue ,  on  a 


1 

I 
3 

It  - 

2.2 

3.5 

«  - 

3.3 

5.7 

M  — 

44 

7-9 

ainsi 


P  =  1  ,     f»'=r^ï      p"  =  ----^,      p"'^^,      p»r~^_^,.,., 


3'     "^   -       i5'  35'  63' 


•V  =  fv'  =  iv"  =:  «^  =  rv»^  =  .  ,  .  ï=  Il  ; 

V  =  o, 
V'=i, 

v-=««— 4> 

i5 


¥'»=«'  — il  «, 
ai    ' 

9  945 

3i  I 

39  715  i5oi5 


Ahh.  de  Mttthémat.,  t.  KV.  (Juin  i8f^.)  l4 


(  ^'o  ) 
W=i, 

3 
fi  o 

7  35 

10  5 

9  ^' 

i5  5 

11  .II 

"■■■="'-S"'+!il--:ê«. 

U  est  facile  de  voir  que  les  V  et  les  W  sont  tous  d« 

fonctions  entières  de  u\  que  V^"*^  est  de  degré  m i   ei 

que  les  puissances  m — a,  m — 4?  ^ — 6  manquent;  me 

W^"*  est  de  degré  m,  et  les  puissances  m  —  i ,  m 3, 

m  —  5 ,  etc.,  manquent  \  et  Ton  a 

I  I  a. 2  a. a. 3.3 

^""WW"*"3W'W^"*"3.3.6W'W"^3.3.5.5.7W*\V»' 
a. 2. 3. 3.4*4 


^37^ 


"^  3.3.5.5.7.7  gW^W'"*"*'» 

et  aussi  généralement 

yt") 2.2.3.3. . .  m, m 

^""WC")""  3.3.5.5...  (2m  —  i)(2/ji-f.  i)W(->  w<*+«> 

2.2.3.3. . .  (m  4-  i)(w  -4-  1) 

3.3-5.5. . .  (2m  4-  i)(2/if  -4-  i)  W("^o  wf"+-^ 
-f-eic. 

y(jii) 
Si  l'on  développe  ^^  en  une  série  descendante ,  son 


(ai.  ) 
premier  terme  sera 

2.2.3.3.  . .  /w.w.w^*"^'^ 


3.3.5.5. ..  (2m  —  i)(2/iî-+-  i)' 

car  le  premier  terme  de  W^'*^  est  m"*  et  celui  de  W^"^'' 
est  «('"+*). 

Ainsi  çW^"*^  est  égal  à  une.  fonction  entière  V^^^,  plus 
à  une  série  infinie  dont  le  premier  terme  est  égal  à 

2 . 2 . 3 . 3 . . .  m . /w .  a"~("^0 
3.3.5.5...  (2/îi—  i)(2w-+-i)' 

Cette  propriété  de  la  (onction  W^"^  est  importante  dans 
la  recherche  des  intégrales  par  approximation. 


GNOMONIOUE. 

Coistruelioi  d*iii.  cadran  solaire  i  s^le  qaelconqie,  co  s'assejeltissait 

i  la  coBdilîoD  de  l'employer  que  des  droites  poir  les  iigoes  horaires 

et  les  lignes  de  déclinaison  ] 

Pae  m.  peaucellter. 


A ,  B ,  C ,  a ,  & ,  c  représentant  les  angles  et  les  côtés 
opposés  d'un  triangle  sphérique  quelconque ,  les  analogies 
de  Neper  conduisent  aisément  à  la  formule 

cot  A  sin  C  =  sin  b  cot  a  —  cos  b  cos  C. 

Appliquons  cette  formule  au  triangle  formé  par  les  arcs 
de  grands  cercles  passant  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  posi- 
tion actuelle  du  Soleil.  Soient  D  et  Âz  la  déclinaison  et  l'a- 
zimut du  Soleil,  P  Tangle  horaire  et  enfin  L  la  latitude 

.4. 
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du  lieu.  On  pourra  poser 

A=  180''  — Az, 
C  =  P, 

ar=90«  — D, 
6  =  90"  — L, 

ce  qui  donne  l'expression 

—  cotAzsinP  =  cosL  langD  —  sinL  cosP, 


ou 


bien 


cosL^       ^  .    sinï« 


Cela  posé ,  nous  allons  résoudre  le  problème  pour  le  cas 
particulier  où  le  style  est  vertical  et  le  plan  du  cadran 
parallèle  au  méridien.  Il  sera  facile  ensuite  de  généraliser 
la  solution. 


\ 

X           M 

xjr-fna 

x'' 

^ 

p 

0 

\ 

0' 

-Ax 

.-'' 

\ 

S 

M 

c 

ï              X 

Soient  S  la  projection  du  style,  MM  la  trace  sur  Tho- 
rizon  du  plan  du  cadran ,  que  nous  supposons  rabattu  au- 
tour de  cette  droite.  L'ombre  portée  par  le  style  sur  le 
plan  du  cadran  sera  une  droite  OO'  perpendiculaire  à 
MM.  Le  point  C  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  S  sur  la  même  droite,  il  est  clair  que  Ton 
pourra  poser  CO  =  cotAa,  pourvu   que  Ton   conserve 


-    (2.3) 
dans  la  suite  la  distance  SC  pour  unité  linéaire.  Cela 
étant,  si  Ton  prend  sur  00'  une  longueur  OPs=  tangD, 
la  formule  précédente  devient 


cosL  sinL 

C0=— -7-— OP 


sin  P  ung  P 

on 

cosL  sinL 

sinP  tangP' 

en  considérant  OP  et  CO  comme  les  coordonnées  du 
point  P.  Il  en  résulte  que  le  lieu  des  points  P  obtenus  à 
la  même  heure  pendant  le  cours  d'une  année  est  une 
droite  QR. 

Le  point  P  peut  être  considéré  comme  résultant  de 
l'intersection  de  trois  droites  :  Tombre  00'  du  style,  la 
droite  PP'  parallèle  à  MM  et  distante  de  cette  droite 
d'une  longueur  égale  à  tang  D ,  enfin  la  ligne  horaire  QR. 
D'où  il  résulte  qu'en  traçant  une  série  de  droites  telles 
que  PP'  et  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  tangD, 
de  même  que  les  lignes  horaires  QR  correspondant  aux 
différentes  heures  de  la  journée ,  on  obtiendra  un  réseau 
qui  permettra  de  lire  l'heure  à  un  instant  quelconque.  Il 
suffira  de  voir  sur  quelle  ligne  horaire  se  trouve  le  point 
P,  intersection  de  la  ligne  de  déclinaison  actuelle  PP' 
avec  l'ombre  00'  du  style. 

Tracé  des  lignes  de  décUnaùon,  On  a  vu  qu'elles  sont 
parallèles  à  la  droite  MM  et  a  une  distance  égale  à  la 
tangente  de  la  déclinaison  variable  du  Soleil.  Vj^nnuaire 
fournit  ces  valeurs  pour  chaque  jour  de  l'année^  mais  on 
peut  se  contenter  des  déclinaisons  relatives  à  Feutrée  du 
Soleil  dans  les  différents  signes  du  zodiaque.  Voici  com- 
ment on  peut  les  construire  géométriquement. 

De  part  et  d'autre  de  la  droite  SC ,  prise  pour  unité  li- 
néaire, on  fait  au  point  S  un  angle  égal  à  la  déclinaison 
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maximum  a3^  28^  On  élève  en  C  une  perpendiculaire  sur 
se  et  on  la  limite  aux  droites   précédentes.  Sur  QX 


comme  diamètre ,  on  décrit  un  cercle  que  Ton  diTisces 
douze  parties  égales  correspondant  aux  douze  signes.  Oo 
joint  les  points  de  division  deux  à  deux  et  parallèlement 
à  se.  Ces  droites  rencontrent  l'arc  de  cercle  décrit  de  S 
comme  centre  avec  S©  pour  rayon  en  différents  poin^ 
qu'il  sufBt  de  joindre  à  S  pour  avoir  les  déclinaisons  cor^ 
respondantes.  Les  tangentes  seront  doue  Ci.»  C2,  etc., 
qu'il  faudra  reporter,  dans  la  figure  précédente,  sur  CQ 
à  partir  de  C  à  droite  pour  les  valeurs  positives  de  tangD, 
à  gauche  pour  les  valeurs  négatives. 

Tracé  des  lignes  horaires.  On  a  vu  que  leur  équation 
était 


r  = 


cosL 


sinP 


sinL 
tangP* 


Pour  avoir  les  points  où  elles  coupent  la  ligne  MM ,  il 

suflSt  de  faire  a:  =  o,  ce  qui  donne  l'expression 


sînL 
tangP 


00 


sinL  cotP  que  Ton  construit  immédiatement ,  en  prenant 
pour  Pies  diverses  valeurs  i5,  3o,  45  degrés,  etc.,  si 
l'on  veut  les  lignes  horaires,  espacées  d'heure  en  heure. 
Pour  avoir  les  points  où  elles  coupent  la  droite  Cx,  od 


(  ai5  ) 
ferajr  =  o,  ce  qui  donne  Texpression  tangLcosP,  doat 
la  cODStniction  est  tout  aussi  facile. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  le  tracé  de  ces 
droites,  non  plus  que  sur  quelques-unes  de  leure  proprié- 
tés que  Ton  trouve  aisément.  Remarquons  toutefois  que 
renveloppe  des  lignes  horaires  est  une  hyperbole  dont 
Téquation  est 

/'  —  *•  cos»L  -h  sin'  L  =  o. 

Cas  général  ou  le  style  et  le  plan  eût  cadran  sont 
quelconques. 

Quelle  que  soit  la  direction  du  style ,  il  existe  toujours 
un  point  de  la  Terre  pour  lequel  elle  est  verticale.  Conce- 
vons à  côté  du  style  un  plan  parallèle  au  méridien  de  ce 
point  et  portant  le  tracé  dont  on  vient  d'exposer  les  dé- 
tails ;  ce  cadran  fictif  donnerait  Theure  du  lieu  pour  le- 
quel la  direction  du  style  est  verticale.  Il  donnerait  Theure 
même  du  lieu  où  il  se  trouve,  si ,  au  lieu  de  tracer  les  li- 
gnes horaires  correspondant  à  15,30,4^  degrés ,  etc.,  on 
trace  celles  qui  correspondent  à  i5^  -|-X,  So** -|-  1, 
45^  +  X,  etc.,  X  étant  la  différence  de  longitude  des  deux 
lieux.  Ces  lignes  seraient  marquées  I,  II,  III,  etc.,  et 
donneraient  les  heures  entières. 

Enfin ,  ce  plan  fictif  peut  être  remplacé  par  un  plan 
tout  à  fait  arbitraire  en  prenant  pour  réseau  de  droites 
sur  ce  plan  la  perspective  du  réseau  précédent ,  Toeil  étant 
supposé  en  un  point  quelconque  du  style.  Cette  propriété 
se  démontre  aisément. 

Les  lignes  de  déclinaison  étant  parallèles ,  dans  le  pre- 
mier cas  que  nous  avons  considéré ,  leur  perspective  sur 
un  plan  devient  un  faisceau  de  droites  passant  par  un 
point  déterminé.  Les  lignes  horaires  deviennent  les  tan- 


,    (ai6) 
gentcs  à  une  courbe  du  second  degré  qui ,  daus  des  cz-- 
particuliers,  devient  un  cercle. 

Le  point  d'où  on  fait  la  projection  conique  pouvant  ètrt 
choisi  arbitrairement  sur  le  style,  on  voit  qu*îl  evstt 
une  infinité  de  solutions  du  problème  pour  un  plan  et  lu 
style  donnés. 

Si  Ton  voulait  n'employer  que  des  cercles,  il  suflSrait 
de  prendre  les  réciproques  des  droites ,  le  pôle  étant  à 
Fintersection  du  plan  et  du  style.  Tous  les  cercles  passe- 
raient par  ce  point. 

On  voit  que  la  construc^on  de  ce  cadran  à  style  quel- 
conque conduit  à  des  opérations. de  géométrie  descrip- 
tive qui ,  au  premier  abord ,  semblent  assez  compliquées. 
Cependant  une  étude  un  peu  plus  approfondie  du  problème 
fait  ressortir  de  nombreuses  simplifications;  on  peut 
njième ,  à  la  rigueur,  se  dispenser  complètement  du  plan 
auxiliaire  dont  on  a  parlé  plus  hau^  La  première  appli- 
cation mettrait  ces  fçiits  en  évidence. 

EnÇn,  il  resterait  à  considérer  bien  des  cas  particuliers 
présentant  tous  plus  ou  moins  d'intérêt  ;  entre  autres  on 
peut  citer  le  gnomon  ordinaire ,  le  comparer  avec  le  ca- 
dran horizontal  dit  astrolabe,  etc.  Le  lecteur  remplira 
sans  difficulté  les  lacunes  de  ce  petit  travail. 

Note  du  Rédacteur.  Notre  expédition  ei^  Tauride  a  fait 
voir  combien  il  est  nécessaire  en  campagne  de  savoir  tra- 
cer des  cadrans  solaires.  La  méthode  aussi  simple  qu'io- 
génieuse  qu'on  vient  de  lire  fsst  ^ien  propre  k  propager 
ce  genre  de  connaissances  et  se  recommande  copoime  telle 
aux  professeurs  de  cosmographie  et  de  géométrie  descrip- 
tive. Nous  rappelons  a  cette  occasion  Touvrage  si  complet 
de  M.  Born,  mort  général  d'artillerie  le  ai  marsi854. 
(y o\r Nouvelles  Annalesy  t.  V,  p.  4835  i846.) 


(    217   ). 


PROBLÈNB  SUR  LES  COTÉS  D  UN  TRIANGLE  ÉLEVÉS  A  DES 
PlISSAKCES  DONNÉES; 

Par  m.  poudra. 

(  Les  signes  au-dessus  ou  au-dessous  .des  lettres  a,  6,  /  »«</  et  o  sont  dos 
accents. 

Les  Signes  au-dessus  des  lettres  a,  6,  c  seulomcnl  sont  des  ezposanti.] 

1°.  Partager  cbaquc  côté  d'un  triangle  ABC  en  parties 
proportionnelles  aux  puissances  successives  des  côtés  adja- 
cents. 

a^.  Déterminer,  dans  l'intérieur  de  ce  triangle ,  la  suite 
des  points  qui  sont  tels,  que  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  chacun  d'eux  sur  les  côtés  soient  entre  elles 
comme  les  puissances  successives  de  ces  côtés  ;  de  sorte 
que  si  on  les  joint  aux  sommets  du  triangle  par  des  droi- 
tes 5  sa  surface  sera  partagée  en  trois  autrcs'trianglcs  dont 
les  surfaces  seront  entre  elles  comme  les  puissances  suc- 
cessives des  côtés  respectifs  du  triangle  donné. 

3^.  Trois  nombres  a,  i!^,  c  étant  représentés  par  les  trois 
côtés  d'un  triangle  ABC,  on  demande  de  trouver  géomé- 
triquement la  puissance  m  à  laquelle  il  faut  les  élever  éga- 
lement pour  qu'il  existe  entre  eux  la  relation 

fl*  -f.  6"  =  c", 
ou ,  généralement , 

Solutions, 
'    I®.  Soit  ABC  le  triangle  dont  les  côtés  respectifs  oppo- 
sés sont  ajb^c.  Considérons  d'abord  le  côté  AB  =  r  et 
soient  y*  son  milieu  et  y*  son  intersection  avec  la  bissec- 
trice de  l'angle  C  opposé.  On  aura  déjà 

7"  B  ^  rt-  ""  '  '     7'  B  "*"  fl'  * 


(  ai8  ) 
Par  le    sommet   B   menons    une    droite    quelconque 
BD  sur  laquelle  nous  portons  BD  =  BA  ,   Bd»  =  B/, 


A 


B  J*  =  By*.  Les  deux  droites  AD  et  y®  rf*  prolongées  dé- 
terminent le  point  S.  Traçons  la  droite  Sy'  qui  coupe  BD 
en  rf*.  Sur  AB,  on  rapporte  By'  =  irf" ,  on  lire  Ja  droite 
Sy*  qui  coupe  BD  en  d^.  La  droite  S^^donne  By*.  I-a 
droite  S  y*  déterminera  rf*  et,  sur  AB  on  rapporu 
By^  =  Béi^,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Pour  avoir  des  divisions  analogues  sur  AB  entre  y«  et 
B ,  on  porte  sur  BD  la  longueur  Y^d^  =  By** ,  on  tire  Stf 
ce  qui  donne  sur  AB  le  point  yi.  On  prend  Brf,  =  Byi. 
La  droite  Sd^  détermine  sur  AB  le  point  yt,  et  ainsi  Ac 
suite  indéfiniment. 

Les  deux  divisions  sur  BA  et  BD  sont  perspectives  ré- 
ciproques pour  le  point  de  vue  S,  Donc  on  a  entre  quatre 
points  de  Tune  et  les  homologues  de  l'autre  le  rapport 
anharmonique 

B  c/'  '  B  ^  ""  B  v'»  '  B7*  "^  «•  '  a'  """  '  '  fl*  ' 


or 


D<^'  =  A7',  Bc/'  =  B7S   D£^'  =  A7'  =  |^. 

II7 


Donc 


et  comme 


il  en  résulte 


(  2«9  ) 

Ay    AY^    .^. 
By'  'B7'""'    fl»' 

A7'_^ 
B7'  ~a»' 

A7'__^ 
By^'^a^' 


En  prenant  les  poinls  7*,  y'  el  les  homologues  rf',  tP  on 
trouverait  de  même 


Ar 

et  ainsi  de  suite 

Ay*       6' 
By'  "«•' 

Ay'_ 
By»- 

4» 

donc  on  aura 

Ay*_b* 
B7»~rt«' 

Ay- 
By' 

A' 

A7'_*' 

A  y' 
By* 

Ay'  _  b* 
By«~a'' 

.... 

On  trouverait 

de  même 

Ay._ 
By.  - 

b-<  _ 
a-'  ~ 

a 

V 

A  y,      «' 
By,  ~  ft'' 

Ay,_ 
B7.~ 

On  diviserait  de  même  les  côtés  a  et  b, 

a^.  Chacun  des  côtés  du  triangle  ABC  étant  ainsi  di-» 


(  »78  ) 
Il  y  a  entre  deux  rayons  consécutifs  assez  d'intervalle 
pour  laisser  passer  deux  mouches.  L'ensemble  de  ces 
rayons  forme  la  ruche. 

2.  Concevons  les  six  sommets  de  rouverlure  hexago* 
nale  ainsi  que  le  point  a,  et  faisant  mouvoir  le  point  b 
le  long  de  Tarète  B  b ,  construisons  les  rhombes  conune 
précédemment.  A  chaque  position  du  point  b  correspond 
un  autre  solide  alvéolaire. 

Il  faut  démontrer  que  ces  solides  sont  équivalents  et 
que  Taire  varie.  Cette  aire  est  un  minimum,  lorsque  les 
trois  angles  plans  en  a  sont  égaux ,  ce  qui  entraine  la 
relation  que  nous  avons  donnée  ci-<lessus  [voir  la  solution 
de  feu  le  capitaine  Jacob,  t.  P',  p.  i6o). 

3.  Note  historique.  Le  triangle  équî latéral ,  le  carré  et 
l'hexagone  régulier  sont  les  ^euls  polygones  réguliers  qui, 
pris  isolément,  puissent  remplir  un  espace  sans  laisser 
de  vide,  et  de  ces  trois  polygones  l'hexagone  pour  la 
même  aire  a  le  moindre  contour.  C'est  le  polygone  que 
les  abeilles  ont  choisi  pour  Touverture  de  leurs  cellules. 
Pappus,  géomètre  du  iv*  siècle  avant  Jésus^hrist,  en  a 
déjà  fait  l'observation  \  mais  les  premières  observations 
précises  que  nous  ayons  sur  Tanatomie  de  Finsecte  et 
la  construction  géométrique  de  l'alvéole  sont  dues  à  Ma- 
raidi  (Jacques-Philippe),  astronome  de  l'Observatoire 
royal,  que  son  oncle ,  l'illustre  Cassini ,  avait  fait  venir 
en  1687  de  Perinaldo,  près  de  Kîce.  Ces  célèbres  et  cu- 
rieuses observations  ont  été  faites  sur  des  ruches  appar- 
tenant à  Cassini  placées  dans  le  jardin  attenant  aubàtiment 
[Mém,  del'Acad,  des  Sciences ,  lyiîXjp.  ^9y)(*)»  Ayant 
trouvé  que  les  trois  angles  plans  en  a  étaient  égaux,  il 

(*]  LX)bservatoire  était  alors  près  de  Paris ,  mais  dehors.  Un  tel  ëmplace* 
ment  est  aujourd  luii  impérieusement  exigé  par  les  besoins  de  la  science. 
Un  édifice,  modèle  Piili(owai  serait  un  monument  digne  d^un  rc(;ne  donl 
Les  débuts  sont  si  glorieux. 


(  >79  ) 
en   conclut  que  cet  angle  devait  Être  égal  à   109^28^; 
Fayant  mesuré,  il  trouva  1 10  degrés,  différence  qu'il  at- 
tribue aux  erreurs  inévitables  dans  de  telles  opérations. 
D  compta  soixante  cellules  environ  dans  cbaque  rayon  ; 
Ka  avait  5  lignes  et  AB  a  lignes  de  longueur.  Le  célèbre 
Réaumur  poussa  ces  recherches  plus  loin  dans  son  His- 
toire des  Insectes,  d'une  lecture  si  attachante  (t.  V)  (*). 
U  proposa  au   géomètre  Koenig  (Samuel),  correspon- 
dant de  r  Académie  des  Sciences ,  connu  par  ses  démêlés 
avec  Maupertuis,  de  chercher  le  rhombe  qui  satisfasse  au 
minimum  d'aire.  Appliquant  la  méthode  du  calcul  infi- 
nitésimal, Kœnig  trouve  que  Tangle  obtus  devait  avoir 
109^  a6'.  Réaumur  manda  ce  résultat  à  Maclaurin.  L'é- 
minent  géomètre  résolut  le  problème  par  la  méthode  de 
sa  Géométrie  infinitésimale^  et   trouva  pour  Tangle  du 
rhombe  109^  a8'  16^.  Ce  beau  travail  est  inséré  dans  le 
tomeXLII,  année  174^9  ^cs  Transactions  philosophi- 
ques. Le  Mémoire  est  intitulé  :  Ofthc  bases  of  the  cells 
^vherein  the  Bées  deposite  their  honey  (Sur  les  bases  des 
cellules  où  les  abeilles  déposent  leur  miel).  Il  fait  partie 
d*une  Lettre  du  3ojuin  1743,  adressée  à  Martin  Folkcs, 
président  de  la  Société  royale.  Ainsi  les  abeilles  que  Vir- 
gile a  si  admirablement  chantées  construisaient  déjà  de 
son  temps,  un  problème  dont  la  solution  théorique  était 
réservée  aivsiècle  des  IVew^ton  et  des  Leibnitz.  Donner  un 
tel  instinct  à  quelques  molécules  organisées  !  La  toute- 
puissance  divine  se  révèle  dans  rinfiniment  grand ,  se 
révèle  dans  Tinfiniment  petit.  Mens  agitât  molem,  disait 
l'antiquité;  mais  le  monde  des  infiniment  petits  en  his- 


(*)  Pourquoi  ne  fait-on  pas  une  nouTollc  édition  rectiâée  et  complétée 
de  cette  délicieuse  production  ?  J*en  dis  autant  du  Spectacle  de  la  nature^ 
de  Plucbe,  que  de  BlainTillo  aimait  beaucoup.  Ouvrages  très-instructifs , 
d'une  haute  moralité  et  trés-amusants  :  qualités  dont  la  réunion  est 
extrêmement  rare. 

12. 


(  'S»  ) 
toire  naturelle  et  dans  la  science  des  nombres  est  une 
conquête  des  temps  modernes.  La  théorie  des  quantités 
naissantes  est  similaire  à  celle  de  Tembryogénie  .Les  deux 
sciences  doivent  et  devront  leurs  principaux  progrès  aux 
études  infinitésimales.  Leibnitz  a  mis  entre  les  mains  des 
géomètres  un  microscope  qui  nous  découvre  les  propriétés 
d'une  série  indéfinie  d'êtres  numériques  infiniment  pe* 
tits,  se  produisant  les  uns  les  autres  suivant  des  lois  de 
génération  déterminées  et  certaines.  Le  microscope  op- 
tique tend  au  même  but  pour  les  êtres  organisés,  ainsi  que 
le  polarimètre  pour  les  corps  inorganiques  (*).  Curieux 
de  savoir  si  Ton  rencontre  dans  la  nature  une  forme  ana- 
logue a  celle  que  construisent  les  abeilles ,  je  dois  au  sa- 
vant professeur  M.  Cabart  les  renseignements  suivants  : 
L'oxydule  de  cuivre  cristallise  sous  forme  de  dodécaè- 
dres rhomboïdaux  y  ayant  huit  angles  trièdres ,  formés  de 
trois  dièdres  de  lao  degrés  chacun.  Les  cristaux  du  gre- 
nat ,  de  la  pyrite  de  fer  sont  du  même  genre.  L'eau  glacée, 
d'après  les  observations  de  M.  Clarke,  physicien  anglais, 
cristallisant  dans*  le  système  rhomboédrique ,  présente 
deux  trièdres  formés  de  trois  dièdres  de  lao  degrés  cha- 
cun. Cette  sorte  de  cristallisation  est  très-rare.  Il  est  pro- 
bable, d'après  tes  calculs  de  M.  Bravais  sûr  les  halos  et 
les  parhélies,  que  cette  cristallisation  existe  dans  les  cris- 
taux de  neige.  Les  cristaux  rhomboédriques  «de  la  chaux 
carbonatée  ne  présentent  pas  ces  angles  de  120  degrés. 


(*)  Leibnitz,  dans  une  Lettre  à  HayghenSydit  :  «  J*aime  naieui  un  Leoven- 
hoek  qui  me  dit  ce  qu*i]  voit,  qu*un  Cartésien  qui  me  dit  ce  qu'il  pense.  » 
Excellente  leçon  donnée  aux  métaphysiciens  par  un  métaphysicien,  mais 
géomètre. 


(  i8'  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  311; 

Par  m.  E.  COMBESCURE. 

Déterminer  Taire  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe  limitée  par  deux  parallèles ,  connaissant  la  dis^ 
tance  de  ces  deux  parallèles ,  leurs  rayons  et  la  portion  de 
génératrice  rectiligne  qu'ils  interceptent. 

En  désignant  par  r  le  rayon  d'un  parallèle  quelconque 
placé  à  la  distance  z  du  cercle  de  gorge,  l'équation  de 
Thyperboloide  de  révolution  est 

r'  =  û»  -+-/W»*', 

et  l'élément  de  surface  de  Thyperboloïde  compris  entre 
deux  parallèles  distants  de  dz  a  pour  expression 

d\  ==  2ir  nrfcr, 

où  dfs  représente  Télément  de  Thyperbole  génératrice,  en 
sorte  que 


On  a  donc  * 


dz  sjà*  4-  ff'  2* 


r 


d\  =  27r  dz  yja*  -h  /i*  «'  f 
et  y  par  suite, 

[       nZi  sja^  -f-  fO  z\  —  /îZ|  yja}  -H  n}  z\  \ 

Zf ,  Z|  étant  les  z  des  parallèles  qui  limitent  la  portion  de 
surface  considérée. 


(  »8.  ) 
Si  r»,  r,  désignenl  les  rayons  de  ces  mêmes  parallèles, 
eu  sorte  que 

réiiminatiou  de  m*  entre  ces  deux  équations  donne,  en 
supposant  z^  ci  z^  positifs , 


(0 


3.        y  r]^  a- 


Soient^ la  portion  de  génératrice  rectiligne  interceptée; 
^\t  Xxi  ^1  »  J^t  »  T^n  ^î  les  coordonnéeis  de  ses  extréuiilés, 
de  façon  que 

d'où ,  en  posant 

(a)  x,x,  4-7,7,=/?. 

Les  extrémités  de  g'  se  projetant  sur  une  même  tangente 
au  cercle  de  gorge ,  on  a 

x,  cosç-i-/,  8inç  =  fl, 
Xj  cosç  H-  7,  sin  ç  =  a , 

f  étant  un  angle  arbitraire  dont  Vélimination -donne 


(3)  x.j,  — r,x,=±:fl  v'gr»— A>. 

En  ajoutant  les  équations  (a)  et  (3)  après  les  avoir  éle- 
vées au  carré,  il  vient 

d'où 


a 


^«~/l' 
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SubAtituani  dans  l'équation  (i)  cette  valeur  de  a*  et  fai- 
sant, i>our  abréger, 

il  vient 

^— ^. 
d^où  et  de 

on  déduit 

Zi=Z  ^ 9         2|= 

P*  —Pi  /»»  ~  Pi 


On  a  ensuite 


r   —  fl' 

/lf'=  ; y 

s: 


c'est-à-dire,  à  cause  de  a'  .=  ^^^î — Lll2 L, 

«» ,  ^, ,  à*  et  771*  étant  connus  en  p,  p,  ^  p^^  h^  ou  si  Ton 
veut  en  /', ,  r»,  g  et  A,  on  n'aura  plus  qu'à  substituer 
leurs  expressions  précédentes  dans  celle  de  "k  pour  répon- 
dre complètement  à  la  question.  La  substitution  en  elle- 
même  ne  présente  aucune  particularité  digne  d'être  si- 
gnalée. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  DE  M.  RliRBINI  (DE  NAPLES). 


Presque  en  même  temps  je  viens  de  recevoir  le  numéro 
d'aoûl  de  vos  jénnales  et  celui  du  a  juillet  des  Comptes 


(  i84  ) 
rendus  de  voire  Académie  des  Sciences.  Dans  le  premier 
je  trouve  h  la  page  3o5  la  question  : 
((  Construire  la  surface 

( I )  éî'  = (c  =  base  népérienne).  » 

(E.  CatAlâh.) 

Dans  le  second,  à  la  page  35 ,  je  trouve  résolue  la  même 
question  par  Fauteur  lui-même. 

Or,  Monsieur,  tout  en  respectant  le  talent  supérieur 
de  votre  savant,  je  ne  puis  m'abstenir  de  réclamer^  en 
faveur  de  mon  professeur  M.  Padula,  une  priorité  qui 
lui  est  due  au  sujet  de  Téquation  ci -dessus. 

Ce  savant  napolitain  s'était  déjà  occupé  depuis  i852 
(voir  Rendiconto  délia  reale  Accademia  délie  Scienze  di 
Napoliy  n®3,i85!i)dela  même  question  qui  avait  con- 
duit M.  Catalan  à  Téquation  (i)  )  à  savoir  de  trouver 
sous  forme  finie  les  équations  de  deux  surfaces  dont  les 
rayons  de  courbure  ^ont  égaux  et  opposés  et  qui  jouissent 
en  même  temps  de  la  propriété  qu'une  partie  quelconque 
de  la  surface  est  un  minimum  entr^  toutes  les  surfaces  qui 
ont  même  contour. 

M.  Padula  commence  sa  Note  par  un  renseigne- 
ment deç  quatre  surfaces  jouissant  des  propriétés  énon-r 
cées,  et  découvertes,  la  première  par  M.  Catalan  (Thé- 
licoïde  gauche);  la  seconde  (surface de  rotation  dont  la 
méridienne  est  la  chainette  homogène)  par  M.  de  Mor- 
gan, et  les  deux  autres  par  M.  Roberts  (Michel).  Ensuite 
il  se  propose  la  question  :  Chercher  si  parmi  )es  surfaces 
dont  la  génératrice  se  meut  parallèlement  à  elle-même, 
il  s'en  trouve  quelqu'une  dont  les  rayons  de  courbure 
soient  égaux  et  opposés.  Une  autre  question  plus  géné- 
rale (celle  sur  les  surfaces  produites  par  le  mouvement 
d*une  courbe  plane)  avait  conduit  notre  auteur  à  là  ques- 
tion spéciale  ci-dessus  énoncée. 
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Or  M.  Padula  trouve  pour  solution  de  son  problème 


(2) 


—  ss/cos-^-i /ces )l 

m  m  \m       m  J 


a  étant  une  constante  arbitraire  et  m  une  autre  constante 
qui  satisfait  à  la  condition 

(3)  -l±fl  =  m, 

[jr  :=  G,  z  =/ (x)  étant  les  équations  de  la  génératrice 
supposée  plane  sans  détruire  la  généralité  de  la  ques- 
tion]. , 

De  cette  dernière  équation  (3)  il  déduit  la  propriété 
que  la  projection  sur  l'axe  des  x  du  rayon  de  courbure 
en  un  point  quelconque  de  la  génératrice  est  constante. 

L'équation  (i)  de  M.  Catalan  se  déduit  de  l'équation 
(2)  de  M.  Padula,  posant  en  celle-ci  a  ^=  o. 

Ce  dernier  savant,  en  outre,  trouve  une  autre  surface 
qui  dépend  de  transcendantes  jusqu'à  présent  inconnues 
et  dont  Téqualion  est  de  la  forme  suivante  : 


_7-f-«r 

1  +ij'                           m 

_  7'—  anjr 

"•      /cos^^-^P)^'-^"'-^"' 

I  -♦-  /i'         I  4-  «'  m 

(la  fonction  y^ étant  déterminée  par  Féquation 

mnl  —  m  arc  lang/'  =  ri  -H/i')a -f-  /', 

et  II  représente  la  variable  à  laquelle  se  rapporte  la  fonc- 
Uon  /). 

EnGn  l'analyse  de  M.  Padula  est  tout  à  fait  directe  et 
sans  tâtonnements. 


{  '86) 
SUR  LA  DÉGOlPOSiTION  DES  NONBRRS  EN  BIGABRte. 


Waring  a  énoncé  la  conjecture  que  tout  nombre  est  la 
somme  de  19  bicarrés ,  en  admettait  le  zéro  comme  bicar- 
ré. Jacobi  a  exprimé  le  désir  de  voir  contrôler  cette  con- 
jecture. M.  C.-A.  Bretschneider,  professeur  à  Gotha,  a 
entrepris  ce  contrôle  pour  les  nombres  de  i  à  4 100.  Ses 
Tables  sont  insérées  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  XLVI, 
p.  I,  i853). 

En  résumé,  il  a  trouvé  que  dans  les  nombres  de  1  à 
4 1 00  il  y  en  a  : 

a8  déconnposables  en    2  bicarrés. 

75  -  3 

i58  —  4 

27 1  —  5 

375  —  6 

4i6  •  —  7 
393—8 

353  —  9 

3a2  —  10 

3o6  —  I  ï 

9.90  —  1 2 

286  —  i3 

284  —  i4 

282  —  i5 

166  -  16 

56  —  17 

24  —  18 

1  -  '9 
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Les  sept  en  19  bicarrés  sont  79 ,  iSg ,  239,  3i9 ,  399 , 

479  n.  559. 

Ainsi 
79=4.2»  H-  i5.i*, 
i59=4-2'4-  I  3*  -f-  i4'«*> 
289  =  4.2*  H- 2.3* -h  i3.i*, 

3i9=i5.i*  4-3.2«  -4-  i.3«  =  4.2*-4-3.3*4-  12.1% 
399=  14.  i<-|.3.2«H-  i.3«  -i-  I  4»=  II.  1* -4- 4. 2*4- 43», 
479=i3.i*-h3.2«4-  2.3*  4-  i.4*=io  I*.  -4-4.2«-h5.3% 

559=  i5.i*  4-2.2*-+-2.4«=i2.i*-f-3.2«4-3.3»-f-  1.4* 

=  9.1*4-4.2*  4-6.3*. 

Ces  sept  nombres  ne  peuvent  se  décomposer  en  moins 
de  19  bicarrés. 

Cette  identité  • 

3*-^5.2*  =  i 

a  facilité  le  calcul. 


LETTRE  SUR  LA  ROTATION  D  UN  CORPS  SOLIDE. 


«  Mon  cher  monsieur  Terquem, 

n  Lorsque  je  reçus ,  il  y  a  une  quinzaine  de  jours,  la 
nouvelle  livraison  des  Nouvelles  Annales^  je  vous  écri- 
vis immédiatement  pour  protester  au  nom  des  géomètres 
contre  les  objections  absolument  dénuées  de  fondement 
que  Ton  élevait  sur  la  théorie  de  la  rotation  donnée  par 
M,  Poinsot.  N'ayant  pas  alors  sous  les  yeux  le  Mémoire 
de  l'illustre  géomètre ,  je  me  bornais  à  deviner  d'après 
mes  souvenirs  ,  par  quel  malentendu  l'auteur  de  la  Note 
avait  pu  se  méprendre  sur  le  sens  des  expressions  em- 

{*)  Par  erreur  on  a  mis  379. 
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ployées  et  trouver  une  erreur  où  chacun  n'avait  aperça 
jusqu'ici  qu'un  modèle  de  rigueur  et  d^ élégance.  Je  viens 
de  relire  les  premières  pages  de  ce  beau  travail ,  et  j*avoue 
qu'il  me  semble  suffisant  de  conseiller  à  vos  lecteurs  d'en 
faire  autant;  c'est  seulement  pour  ceux  qui  n'auraient  pas 
le  moyen  de  recourir  au  texte  que  je  vous  demande  place 
pour  quelques  explications. 

»  J'ouvre  le  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XVI,  p.  43, 
et  je  trouve  un  paragraphe  intitulé:  Des  forces  centri- 
fuges qui  naissent  de  la  rotation.  C'est  celui-là  qu'il  faut 
lire  pour  apprécier  la  valeur  des  objections  dont  je  parle. 

On  y  trouvera  d'abord  la  démonstration  géométrique 
d*un  théorème  bien  connu  dont  l'énoncé  se  lit  page  44 
(lignes  1 4  à  i6)  : 

((  La  force  centripète  nécessaire  pour  qu'un  point 
»  puisse  tourner  en  cercle  avec  une  vitesse  u  est  expri- 
»  mée  par  le  carré  de  cette  vitesse  divisé  par  le  rayon  du 
»  cercle.  » 

»  M.  Poinsot  ajoute,  il  est  vrai  :  «  La  même  exprès- 
»  sion  convient  à  un  mouvement  curviligne  quelcon- 
))  que. . .  en  prenant  pour  r  le  rayon  du  cercle  osculateur  a 
»  la  courbe  décrite  au  point  que  l'on  considère.  » 

))  Cette  remarque^  inutile  pour  ce  qui  va  suivre,  est 
placée  là  pour  l'instruction  du  lecteur,  mais  vous  con- 
naissez l'adage  :  Quod  abundat^  non  "vitiat.  Elle  est 
donc  parfaitement  légitime,  et  cependant,  s'il  fallait  ab- 
solument conjecturer,  je  me  hasarderais  à  dire  que  c'est 
à  cause  d'elle  que  M.  Poinsot,  malgré  toute  sa  clarté, 
n'a  pas  été  compris  par  tout  le  monde. 

»  Je  lis  plus  loin,  page  45  : 

«  Dans  la  question  qui  nous  occupe...  il  n'y  a  pas  de 
»  force  centripète  qui  intervienne  pour  faire  tomber  li- 
»  brement  chaque  molécule  autour  de  Taxe  (instantané) 
»  OZ,  mais  je  considère  que  si  cette  force  n'y  est  point, 


» 
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))  RIEN  m'empechc  de  la  supposer^  pourvu  qu'on  en  sup- 
pose une  égale  et  contraire.  » 
»  Cette  force  centripète  que  rien  n'empêche  de  suppo- 
ser, est,  on  le  voit,  celle  qui  ferait  décrire  à  la  nioléculc 
un  cercle  rigoureux.  Rien  n'empêche  évidemment  de  la 
supposer,  pourvu  qu'on  introduise  une  force  égale  et  con- 
traire qui  est  la  force  centrifuge. 

»  Maintenant  Tobjeclion  de  M.  S.-G.  se  réduit  à  ceci  : 
»  Pourquoi  introduisez- vous  la  force  nécessaire  pour 
faire  tourner  la  molécule  en  rigueur  autour  de  Taxe  in- 
stantané? Je  préférerais  vous  voir  calculer  la  force  centri- 
pète réelle,  et,  pour  cela,  déterminer  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  trajectoire ,  très-différent  de  celui  du  cercle 
dont  vous  parle/.. 

»  A  ceci  on  peut  répondre  :  M.  Poinsot  introduit  cetie 
force  parce  que  c'est  celle-là  qui  est  commode  pour  son 
raisonnement  tel  qu'il  veut  le  faire,  et  que  rien  n'empêche 
d'introduire  dans  un  système  deux  forces  égales  et  con- 
traires quelles  qu'elles  soient.  Ceci  est  si  vrai ,  que  l'on 
pourrait,  si  on  le  désirait,  introduire  la  force  que 
M.  S.-G.  nomme  la  véritable  force  centripète,  pourvu 
que  l'on  adjoignit  la  véritable  force  centrifuge  ;  mais  je 
n'aperçois  pas  à  quoi  cette  introduction  pourrait  servir, 
et  il  semble  que  la  chainr  des  raisonnements,  rompue 
iilors  dès  le  début,  ne  pourrait  plus  se  renouer. 

»  J.  Bertrand.  » 

Note  du  Rédacteur,  M.  Poinsot,  malgré  toute  sa 
clarté ,  n'a  pas  été  compris  de  tout  le  monde.  L'explica- 
tion n'est  donc  pas  superflue ,  vu  que  ce  tout  le  inonde 
comprend  des  esprits  distingués.  La  force  centripète  que 
M.  Poinsot  évalue  est  une  force  artificielle  pour  ainsi 
dire,  très-commode  pour  l'objet  que  l'illustre  géomètre 
avait  en  vue,  mais  ce  n'est  pas  la  force  centripète  réelle 
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ou  telle  qu'elle  existe  réellement.  M.  Poinsoi  fait  bien  al- 
lusion à  celle  distinction.  La  discussion  actuelle  montre 
bien  que  cette  allusion  n^est  pas  suffisante.  L*axe  inslan- 
tané  de  rotation  instantanée  ne  serait-il  pas  plus  conve- 
nablement désigné  sous  le  nom  de  droite  de  repos  instan- 
tané? cstr^  à  vrai  dire,  il  n'y  a  pas  de  rotation.  Chaque 
point  tourne  autour  d'une  droite  élevée  au  centre  de  cour- 
bure perpendiculairement  au  plan  osculateur  relatif  à  la 
trajection  décrite  par  ce  point.  L'ensemble  de  ces  perpen- 
diculaires est  la  surface  gauche  de  rotation  instantanée 
pour  ce  point.  Chacun  a  la  sienne.  Dans  un  corps  solide 
en  mouvement,  trois  de  ces  suif  aces  déterminent  toutes 
les  autres. 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  THÉORÈMES  DE  M.  STEIRBR 
Éooneés  sou  les  i°'  5,  6  et  7 

(Tolri.XlV,p.  iMeiut)i 
Vkk  m.  E.  de  JONQUIÈRES. 

1.  Pour  démontrer  ces  théorèmes,  il  faut  commencer 
par  rappeler  quelques  propositions  proliminaires  qui  sont 
une  conséquence  très-simple  de  la  théorie  des  polaires  et 
du  principe  de  correspondance  anharmonigueréceiament 
exposé  par  M.  Chasles  dans  les  Comptes  rendus  de 
TAcadémie  des  Sciences. 

2.  Soient  données  sur  un  plan  deux  coniques  Z ,  2'  et 
une  droite  arbitraire  L.  petp'  étant  les  pôles  de  celle 
droite  dans  les  dcu\  coniques,  la  droite /;y3',  qui  les  joint, 
est  unique  et  déterminée.  J'appellerai  celte  droite  la  ré- 
ciproque de  L. 

Par  un  point  quelconque  O  de  L,  soient  menées  des 
droites  OL',  OL'',  etc.;  leurs  pôles  respectifs  47,  ij\  r, 
r',  etc.,  seront  distribués  sur  les  deux  polaires  du  point  O. 
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ei  ils  se  correspondront  anharmoniquemcnt^  donc  [Géo- 
métrie supérieure  ^  n°  855) ,  les  droites  pp*^  qq\  rr^^  etc., 
enveloppent  une  conique  SI  relative  au  point  O. 

A  un  second  point  quelconque  O'  correspondra  pa- 
reillement une  seconde  conique  Si'  relatii^e  à  ce  point. 

3.  Donc  la  droite  00'  a  pour  réciproque  une  des 
quatre  tangentes  communes  aux  deux  coniques  A,  SI',  et 
cette  tangente  est  déterminée,  ainsi  que  cela  résulte  d^ail- 
leurs  de  la  première  construction  des  droites  récipro- 
ques (n°  2  ) ,  parce  que  les  trois  autres  tangentes  communes 

E,  F,  G,  dont  une  au  moins  est  toujours  réelle ,  sont  des 
droites  fixes  et  indépendantes  de  la  position  variable  de 
la  droite  GO'.  C'est  ce  que  je  vais  faire  voir  dans  le  para- 
graphe suivant. 

A.  En  eflet,  soit  E  Tune  de  ces  trois  tangentes.  Si  on 
la  regarde  comme  enveloppant  la  conique  SI ,  il  résulte 
du  numéro  2  qu'elle  joint  les  deux  pôles  o  a>  d'une  cer- 
taine droite  OM,  laquelle  passe  par  le  point  O  dont  îl 
est  la  conique  relative,  ces  pôles  étant  pris  par  rapport 
aux  deux  coniques  fixes  Z,  £'.  Donc  ,  réciproquement, 
les  pôles  e,  e'  de  E  se  trouvent  sur  cette  droite  OM. 

Par  une  raison  semblable ,  si  Ton  regarde  E  comme 
enveloppant  la  conique  Sl\  ses  pôles  e^  e'  doivent  se 
trouver  sur  une  autre  droite  OM',  distincte  de  la  droite 
OM,  et  passant  par  le  point  O'  dont  Si'  est  la  conique  re- 
latii^e. 

Cette  double  condition  exige  évidemment  que  les  points 
e ,  ef  coïncident  en  un  seul  et  même  point. 

5.  Il  résulte  de  là  que  chacune  des  trois  tangentes  E^ 

F,  G  a  même  pôle  dans  les  deux  coniques  proposées  2  ,Z^ 
Or,  on  sait  que  dans  le  plan  de  deux  coniques  données^  il 
n'existe  que  trois  droites  fixes  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété remarquable  (voir  la  Géométrie  supéncure  et  le 
Traité  ries  propriétés  projectii^cs).  On  sait  en  outre  que 


(  '92  ) 
ce  pôle  commun  est  précisément  le  point  (I'inlei*sectiou 
des  deux  autres  droites  ;  que  ce  point  est ,  en  même  temps, 
le  point  de  concours  de  deux  cordes  communes  conju- 
guées ou  axes  de  symptose  des  deux  coniques  \  que  cha- 
cune de  ces  droites  contient  deux  centres  d'homologie 
conjugués ,  centres  que  Ton  obtient  aisément  en  cherchant 
les  deux  points  (réels  ou  imaginaires)  qui  divisent  har- 
moniquement  à  la  fois  les  deux  segments  interceptés 
par  les  deux  coniques  sur  celle  des  trois  droites  que  Ton 
con$\dèTe  [Géométrie  supérieure^  n®210).  Etc. 

6.  D'après  ce  qui  précède,  les  coniques  relatives  à 
lous  les  points  du  plan  touchent  trois  droites  Cxes  de  ce 
plan  \  ce  sont  précisément  les  trois  droites  remarquables 
E ,  F ,  G  dont  je  viens  de  parler. 

Réciproquement,  toute  conique  tangente  à  ces  tiois 
droites  est  relative  à  un  point  du  plan.  Car  deux  autres 
tangentes  quelconques  de  cette  conique  ont  pour  réci^ 
proques  deux  droites  dont  le  point  de  rencontre  aura 
pour  conique  relative  une  conique  tangente  à  ces  deux 
droites  (i^°  2)  et  aux  trois  tangentes  fixes  E,  F,  G  et  qui 
se  confondra ,  par  conséquent,  avec  la  conique  en  ques- 
tion. 

7.  Actuellement)  prenons  pour  conique  le  segment  recti- 
ligne  terminé  em  qui  joint  un  point  quelconque  m  deE  au 
point  de  concours  e  des  deux  droites  F, G,  segment  qu'on 
peut  regarder  comme  représentant  une  ellipse  infiniment 
aplatie  à  laquelle  les  trois  droites  E,  F,  G  sont  évidem- 
ment tangentes  (*).  Cette  conique  particulière  sera, 
comme  dans  le  cas  général  (n^  6) ,  rehui\fe  à  un  point  m\ 
et  je  vais  prouver  que  ce  point  m*  est  situé  sur  E  comme 
le  point  m  lui-même. 

En  effet ,  pour  que  les  droites  /?/?',  qq\  rr\  etc.  (n**  2), 

(*)  Voir,  à  ce  sujet,  le  nota  qui  termifte  cet  article,  n<>8.. 
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qui  enveloppent  et  qui  déterminent  ^  dans  ce  cas ,  la  co- 
nique relative  e/ra,  passent  toutes  par  le  point  m,  extré- 
mité du  segment  terminé  em ,  il  faut  (  comme  on  sait,  et 
comme  je  le  rappelle  expressément  dans  le  nota  ci-après) 
que  les  droites  &iie&pqr^p'  q' r'^  polaires  du  point  m', 
sur  lesquelles  sent  marquées  les  divisions  homographie 
quesp ,  q^  r,  etc.,  p*^  q'^  r',  etc.^  passent  par  le  point  p,  . 
et,  de  plus ,  il  faut  que  ce  point  soit  un  point  homologue 
de  deux  divisions.  Donc,  en  premier  lieu,  il  existe  une 
droite  m'\  passant  par  le  point  m',  telle ,  que  ses  deux 
pôles,  par  rapport  aux  coniques  données  Z,  Z',  coïncident 
en  un  seul  et  même  point  au  point  e.  Or  j*ai  fait  voir 
(n^  5)  que  la  droite  E  est  la  seule  droite  du  plan  des 
deux  coniques  qui  jouisse  de  cette  propriété.  Donc  m'I 
n'est  autre  chose  que  £,  ce  qui  démontre  que  le  point  nv 
est  sur  E  comme  le  point  m  lui-même. 

U  est  d'ailleurs  évident  que  les  points  m  et  m^  se  cor- 
respondent anharmoniquement ,  et,  de  plus,  qu  ils  sont 
en  involution.  Car  le  point  m,  considéré  comme  appar- 
tenant à  Tiine  ou  à  l'autre  des  deux  divisions,  a  toujours 
pour  correspondant  le  même  point  m'^  Les  points  doubles 
de  l'involu-tion  jouissent  de  la  propriété  que  les  deux  pôles 
relatifs  à  chacune  des  droites  qui  passent  par  l'un  d'eux 
se  trouvent  sur  une  droite  qui  passe  aussi  par  ce  point. 
Donc  [Géométrie  supérieure  et  Traité  des  propriétés 
projectiles)  ces  points  doubles  sont  les  centres  d'homo  - 
logie  des  dieux  coniques,  etc. 

8.  Je  vais  maintenant  donner,  dans  le  nota  suivant, 
les  détails  auxquels  j'ai  fait  allusion  plus  haut  (n^  7)  et 
qui  auraient  retardé  la  marche  des  raisonnements. 

Nota.  On  sait  que  quand  deux  faisceaux  homographi- 
ques  ont  leurs  sommets  en  deux  points  distincts ,  leurs 
rayons  homologues  se  coupent  généralement  sur  une  co- 
nique. Dans  le  cas  particulier  où  deux  de  ceâ  rayons  coïn- 
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cident  en  direclion  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  som- 
mets des  faisceaux ,  le  point  de  concours  des  rayons  ho* 
inologues  décrit  une  droite  indéfinie.  Mais  il  est  sous- 
enten Ju  que  la  drorte  de  jonction  des  deux  sommets  fait 
aussi  partie  de  la  conique  qui  est  décrite  dans  ce  cas  par- 
ticulier; chacun  de  ses  points  peut  effectivement  être 
regainlé  comme  le  }K>iut  d'intersection  des  deux  rayons 
homologues  qui  se  confondent  avec  elle.  Et  il  faut  bien 
qu'il  en  soit  ainsi  ;  car  la  première  droite  indéfinie  ne 
saurait  représenter  à  elle  seule  une  section  conique.  Et 
cette  conique  se  réduit,  dans  ce  cas ,  au  système  des  deux 
droites  dont  je  viens  de  parler ,  système  qu'on  peut  re- 
garder comme  une  hyperbole  infiniment  dilatée  et  réduite 
à  ses  asymptotes. 

Pareillement,  les  droites  qui  joignent  les  points  homo- 
logues de  deux  divisions  homographiques  tracées  sur 
deux  droites  distinctes,  enveloppent  généralement  une 
section  conique.  Si  le  point  de  concours  de  ces  deux 
droites  fixes  est  un  point  de  coïncidence  de  deux  points 
homologues  ,  la  droite  mobile  passe  par  un  point  fixe  ou 
enveloppe  ce  poInt'#  Mais  ce  point  ne  représente  pas  plus 
à  lui  seul  la  conique  du  cas  général»  pas  plus,  dis-je, 
qu  une  conique  n'était  représentée  par  une  seule  drmte 
dans  la  première  partie  du  notan  En  effet,  une  droite 
quelconque ,  menée  par  le  point  de  concours  des  deux 
droites  fixes ,  peut  être  regaixléc  comme  joignant  les  deux 
points  homologues  qui  coïncident  en  ce  point ,  et  par 
conséquent  comme  une  tangente  à  la  conique  enveloppe. 
Donc  cette  conique  est  représentée  dans  ce  eas  particu- 
lier par  le  segment  terminé  à  ce  point  de  concours  et  au 
second  point  fixe  par  lequel  passent  toutes  les  autres 
droites  mobiles  ;  et  on  peut  la  regarder  comme  une  el- 
lipse infiniment  aplatie  et  réduite  à  son  grand  axe. 

9.  Ceci   posé,    la   démonstration    des  théorèmes  de 
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M.  Slciner  se  fait  sai^  difficulté,  comme  on  va  le  voir, 

1 0.  Théorème  V.  Quatre  coniques  clant  inscrites  dans 
un  triangle,  ces  coniques  prises  deux  à  tleux  ont  encore 
en  commun^  outre  les  côtés  du  triangle ,  une  quatrième 
tangente  T\ily  a  six  de  ces  tangentes  T  et  elles  cou- 
pent chaque  c^é  du  triangle  en  six  points  en  im^olu" 
tion. 

On  pourra  toujours  décrire,  ou  simplement  supposer, 
sur  le  plan  de  la  figure,  un  système  de  deux  coniques  S, 
S' dont  les  trois  côtés  du  triangle  soient  précisément  les 
trois  droites  remarquables  E ,  F,  G  dont  je  viens  de  par- 
ler ;  ceci  est  évident.  Soient  G,  G',  G*,  G'"  les  quatre  co- 
niques données,  etc,  c',  c",  c"'  leurs  points  réciproques 
par  rapport  aux  deux  courbes  £ ,  Z^  Gcs  points  forment 
un  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagona* 
les  sont  les  six  droites  réciproques  des  six  tangentes  me* 
nées  aux  quatre  coniques.  Soient  a,  a\  b,  b'y  Cy  c'  les 
points  où  ces  six  tangentes  rencontrent  Tun  E  des  côtés 
du  triangle,  et  a ,  a',  j3 ,  (3',  y,  y'  les  six  points  d'intersec- 
tion de  E  avec  les  côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère. 
Geux-ci  sont  en  involution  [Géom.  sup,  n**339);  donc 
les  six  autres  a,  a\  etc.,  qui  leur  correspondent  anbar- 
moniquement,  sont  eux-mêmes  en  involution. 

c.    Q.    F.    D. 

Cette  déûionstration  indique  en  même  temps  de  quelle 
manière  on  doit  conjuguer  les  six  points  dans  Tinvolu- 
tion.  Par  exemple,  si  a  répond  à  la  tangente  commune 
aux  deux  coniques  G,  G',  a' répondra  à  la  tangente  com- 
mune aux  deux  autres  e"',  c'". 

II.  TnéOBÈME.  Si  quatre  coniques  ont  en  commun 
un  foyer  et  une  tangente  A,  elles  ont  encore  en  com- 
mun prises  deux  à  deux  six  tangentes  T  telles,  quelles 
coupent  la  tangente  A  en  six  points  en  involution. 

Ce  théorème  est  un  simple  corollaire  du  précédent.  Gar 

i3. 


('96) 
(Géorn.y  sup.u?  736,  ou  Traité  des. propriétés projectives) 
des  tïoiiiques  qui  ont  un   foyer  commun  sont  dans  le 
même  cas  que  des  coniques  qui  ont  deux  tangentes  com- 
munes. 

42.  Théorème  VII.  Si  quatre  paraboles  ont  le  même 
foyery  prises  deux  à  deux,  elles  ont  une  tangente  corn-- 
mune  T;  si  par  un  point  p  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  ces  six  tangentes,  on  a  un  faisceau  en  inuolu-- 
tion. 

Les  paraboles  ont  une  taugentc  commune  à  Tinlini , 
et  le  foyer*  commun  tient  lieu  de  deux  autres  tangentes 
communes  (imaginaires).  Donc,  en  vertu  du  théorème  V, 
les  six  points  où  les  six  tangentes  rencontrent  la  droite  à 
l'infini  sont  en  involution.  Les  six  perpendiculaires  issues 
du  point  p  faisant  avec  ces  six  tangentes  des  angles  égaux, 
rencontrent  la  droite  à  Tinfini  en  six  points  homographî- 
ques  aux  six  premiers  [Géom  sup.y  n®  652),  et  qui ,  par 
suite,  seront  comme  eux  en  involution.  Donc  il  en  est  de 
même  des  six  perpendiculaires. 

G.    Q.  F.   n. 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  toutes  les  pro- 
positions qui  font  l'objet  de  celte  Note  ont  leurs  corréla- 
tives qu'on  démontrerait  directement  par  des  raisonne- 
menls  analogues.  Ces  nouvelles  propositions  qui  sont 
intéressantes,  fournissent  une  interprétation  et  une  dé- 
monstration géométriques  très-simples  des  divers  théo- 
rèmes déduits  de  l'analyse  par  M.  Magnus,  de  Berlin, 
dans  le  tome  VIII  du  Journal  de  Crelle ,  p.  5 1 .  Je  me 
propose  de  revenir  ailleurs  sur  ce  sujet. 
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NOTE  SUR  LES  OMBRES  A  LUMIERE  PARALLÈLE 

00  projeetioBs  obliques  des  polyèdres , 

sir  leirs  projectioas  orthogonales  et  sir  les  chaiigeneits  de  plans  de 

projections  et  rotations  eomie  léthodes  d'enseignenent  \ 

Pab  a.  cbevillard, 

Professeur  de  Mathématiques  et  de  Géométrie  descriptive. 


4.  Depuis  plusieurs  années,  on  s'attacha,  dans  les 
iclasses  de  mathématiques,  à  proposer  des  problèmes  réel- 
lement utiles,  applications  des  théories  enseignées,  Cet 
excellent  usage  n'est  guère  suivi  pour  la  géométrie  des- 
criptive que  dans  les  écoles  professionnelles.  C^cst  d'au- 
tant plus  regrettable  pour  les  élèves  des  Lycées,  qu'ils  ont 
fies  ressources  qui  manquent  aux  dessinateurs  et  aux  mé- 
caniciens. On  peut  s'en  prendre  avant  tout  k  la  plupart 
des  Eléments  de  géométrie  descriptive  qui  ne  présentent 
pas  de  méthodes  sufBsamn^ent  pratiques.  Ainsi  le  plan  y 
est  toujours  indiqué  par  ses  deux  traces ,  quand  la  con- 
struction le  donne  ordinairement  par  trois  points  et  sans 
traces  possibles.  Les  solutions  des  problèmes  sur  le  cylin- 
dre, le  cône,  y  exigent  les  traces  de  ces  surfaces,  tandis 
que  dans  la  pratique,  ces  surfaces  étant  le  plus  souvent  de 
révolution ,  la  connaissance  de  leurs  traces  pour  les  tan- 
gences,  intersections,  etc.,  devient  tout  à  fait  inutile. 
C'est  en  suivant  depuis  longtemps  un  système  entière- 
ment différent  que  j'ai  reconnu,  par  Texpéiience  des  ré- 
sultats acquis,  combien  les  idées  de  M.  Olivier  sont 
propres  à  vulgariser  et  à  faire  avancer  la  géotaiétrie  des- 
criptive. On  me  permettra  de  revenir  tout  à  riieurc  sur 
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ce  sujet  qui  semble  acquérir  une  nouveUe  opporlunité* 
%  Le  problème  des  ombres  à  lumière  parallèle  pour 
les  polyèdres  pouvant  s'aborder  dès  l'ouverture  d'un  cours 
de  géométrie  descriptive,  il  sera  intéressant  pour  les 
commençants  d^en  faire  des  applications  à  l'arcbi lecture. 
Etant  donnés  par  les  deux  projections  orthogonales  les 
sommets  i ,  a ,  3 ,  4  9  ^  1  ®^c. ,  d*un  polyèdre  convexe  P  et 
le  rayon  lumineux  R,  il  s^agit  d^ en  dessiner  les  faces  ob- 
scures, éclairées  et  les  ombres  portées  sur  les  plans  de 
projection.  On  déterminera  d'abord  la  brisée  polygonale 
B  par  laquelle  fe  prisme  parallèle  à  R  et  circonscrit  à  P 
touche  ce  polyèdre,  brisée  qui  est  en  même  temps  le  con- 
tour apparent  de  P  vu  dans  le  sens  de  R ,  et  aussi  ligne  sé- 
parative  des  ombres  et  de  la  lumière  sur  ce  corps.  Pour 
cela ,  on  projettera  parallèlement  à  R  tous  les  sommets 
de  P,  soit  sur  les  deux  plans  de  projection ,  soit  sur  Tun 
d'eux ,  en  ne  conservant  que  la  première  trace  que  fournit 
le  rayon  lumineux.  Cela  dépendra  de  TefTet  qu'on  vou- 
dra rendre.  Le  polygone  convexe  a*  3*  5*  6*,  etc.,  par 
exemple ,  dont  les  côtés  sont  projections  obliques  d'arêtes 
de  P  et  qui  renferme  certaines  traces  i^,  4*9  ^^-9  donne 
immédiatement  la  séparative  a356 ,  etc.,  dont  deux  côtés 
présenteront  peut-être  un  coude  sur  les  deux  plans  de 
projection,  et  Ton  pourra  déjà  ombrer  toute  la  partie  plane 
comprise  dans  l'intérieur  de  2*3*5*...  7*' 8",  ombre  portée 
et  projection  oblique  de  P.  Reste  à  indiquer  en  projections 
les  ombres  propres,  c'est-à-dire  les  faces  obscures.  Or 
la  connaissance  d'une  face  obscure  F  suffira  pour  trouver 
toutes  les  autres,  car  si  F  n'a  aucune  arête  de  la  sépara- 
tive,  toutes  les  faces  adjacentes  à  F  par  quelque  arête  se- 
ront obscures,  et  si  F  tient  à  la  séparative  par  quehpie 
arêle,  la  face  F' qui  tient  à  F  par  celte  arête  est  éclai- 
rée, de  sorte  quon  pourra,  de  proche  en  proche,   rc- 
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connaître  toute  la  partie  éclairée  de  P^  et  il  sera  bien 
d^indiquer  dans  l'ombre  portée  en  plein  ou  par  une  cou- 
leur désignée  toutes  les  arêtes  des  faces  éclairées  pour  y  pré- 
senter l'aspect  de  P  vu  en  projection  oblique  parallèle  à  R. 
3.  Cherchons  donc  une  seule  face  obscure  ou  éclairée. 
Il  est  rare  qu'à  vue  d'oeil  on  n'en  aperçoive  pas  une,  attendu 
que  deux  faces  successives  ont  la  même  manière  d'être  par 
rapport  à  R  toutes  les  fois  que  leur  arête  commune  n'est  pas 
sur  la  séparative.  D'ailleurs,  si  une  face  est  horizontale, 
elle  est  éclairée  ou  obscure  selon  qu'elle  est  laplus haute  ou 
la  plus  basse  de  P ,  la  lumière  venant  de  haut  en  bas.  Si  une 
face  est  verticale,  la  projection  R^  seule  indique  si  R  la 
rencontre.  Remarque  analogue  sur  l'emploi  de  R***  Une 
observation  très-commode  est  que  parmi  les  projections 
obliques  d'arêtes  comprises  dans  ^''intérieur  de  a^  3^  5*..., 
on  en  trouve  aisément  deux  qui  se  croisent  en  A,  par 
exemple,  mais  jamais  plus  pour  A,  P  étant  convexe  ;  me- 
nant par  h  un  rayon  en  sens  contraire  de  R  ^  ou  seulement 
une  seule  projection  R\  ce  qui  n  exige  que  la  pose  de  l'é- 
querre ,  sans  rien  tracer,  on  verra  que  R  rencontre  deux 
arêtes  de  P,  ni  plus,  ni  moins,  dont  la  première  sera  en- 
tièrement obscure,  c'est-à-dire  séparera  deux  faces  ob- 
scures. Enfin,  si  l'on  ne  trouvait  pas  un  point  h  de  cette 
espèce  (cas  très^rare),  menez  près  d'un  sommet  5  de  la 
séparative  et  la  rencontrant  un  plan  vertical  R^  ;  il  coupera 
Tangle  solide  5  selon  un  petit  polygone  très-facile  à  ob- 
tenir en  projection  verticale.  Tout  cété  de  cette  projec- 
tion qui  n'est  pas  rencontré  par  la  direction  R*'  indique 
une  face  obscure.  Ainsi  soit  le  sommet  séparatif  5  (fig.i)^ 
l'arête  séparative  5«  ^  le  plan  R*  coupe  les  arêtes  5a ,  5  ^, 
5  c  aux  points  a ,  A ,  c,  ce  qui  donne  les  droites  ac  et  ab 
comprises  dans  les  faces  5ac  et  ^ah  adjacentes  à  la  sépa- 
rative. Comme  R"  ne  rencontre  pas  ab^  la  face  5  ab  est 
obscure,  5  ac  est  éclairée.  Ainsi ,  en  résumo ,  pas  ou  très- 
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peu  de  constructions  à  faire  pour  dëteiminer  les  faces 
obscures  de  P. 


FiG.   I. 


4.  Les  faces  obscures ,  c'est-i-dire  invisibles  dans  la 
direction  R ,  sont  déjà  indiquées  dans  Tombre  portée  par 
leurs  arêtes  ponctuées  ou  d'une  couleur  peu  tranchée; 
mais  sur  les  projections  il  f^ut  teinter  ces  faces  obscures 
lorsqu'elles  y  sont  visibles.  Les  faces  visibles'en  projection 
horizontale  étant  les  faces  éclairées  par  une  lumière  ver- 
ticale, on  les  reconnaît  tout  de  suite  par  la  méthode  pré- 
cédente (n^  3) ,  puisque  la  projection  P^  donne  la  sépara- 
tive  pour  la  lumière  verticale  et  que  le  plan  R^  devient 
ici  un  plan  vertical  de  direction  quelconque.  D^ailleurs 
le  croisement  de  deux  projections  horizontales  d'arêtes 
résout  tout  de  suite  la  question.  Même  observation  pour  les 
faces  visibles  en  projection  verticale.  Ainsi  Ton  se  pro- 
cure aisément  trois  aspects  du  solide  éclairés  par  la  même 
direction  de  lumière. 

5.  Quand  lé  polyèdre  n  est  pas  convexe,  qu'il  présente 
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des  angles  solides  ou  de&  dièdres  rentrants»^  comme  dans 
un  escalier  droit ,  la  sëparalive  pourra  être  projetée  obli- 
quement en  partie  sur  le  plan  horiatontal ,  en  partie  sur 
des. faces  de  ces  dièdres,  et,  par  suite,  être  discontinue 
dans  Tespace,  parce  que  R  raserait  i  la  fois  deux  arêtes  ap- 
partenant à  deux  faces  d'un  dièdre  ou  même  à  deux  diè* 
dres  séparés,  et  viendrait  ensuite  rencontrer  le  sol.  Cer- 
taines arêtes  peuvent  alors  être  obscures  dans  une  partie, 
é^airées  dans  l'autre.  En  étudiant  séparément  les  por- 
tions convexes  du  polyèdre ,  on  aura  lieu  d'appliquer  les 
principes  précédents.  On  peut  proposer,  dans  ce  genre, 
des  sujets  intéressants;  mais  je  doute  qu'un  professeur 
qui  ne  fait  jamais  de  croquis,  voie  tout  de  suite  les  fautes 
des  dessins  présentés ,  indique  une  direction  meilleure  du 
rayon  lumineux ,  etc  (^) . 

6.  Eafin ,  on  peut  avoir  des  groupes  de  polyèdres  qui 
se  pénètrent  ou  non.  Il  faudra  déterminer  leurs  intersec- 
tions (Géométrie  descripUve  de  M.  Amiot) ,  déterminer 
la  séparative  pour  chacun  d'eux.  Les  ombres  pourront  se 
porter  les  unes  sur  les  autres  sans  croître  d* intensité  y  de 
façon  que  les  ombres  des  corps  les  plus  près  du  plan  ho- 
rizontal par  rapport  à  R  sont  plus  noires  et  traversent  en 
restant  sensibles  les  ombres  des  corps  moins  rapprochés. 
n  me  parait  difficile  d'indiquer  des  moyens  généraux  ayant 
assez  de  précision  pour  s'appliquer  tout  de  suite  à  tous 
les  cas.  On  remarquera  principalement  qu'aussi  tôt  qu'une 
séparative  d'un  corps  porte  ombre  sur  une  face  éclairée 
d'un  autre  corps ,  cette  ombre  reste  dans  cette  face  éclai- 
rée ou  continue  jusqu'à  la  rencontre  d'une  séparative  de 
ce  deuxième  corps;  en  ce  point  le  rayon  lumineux  rasant 
deuxséparatives,  il  en  résulte  l'intersection  de  deux  om- 

(*)  Dans  le  dessin  des  machines,  les  ombres  portées  embrouillent  sou- 
Tent  plus  qu'elles  nVclaircisscnt.  Elles  ne  sont  utiles  que  pour  accuser  la 
forme  des  surfaces  courbes.  Tu. 


(    202    ) 

brcs  portées  sur  un  troisième  corps  ou  sur  le  plan  hori- 
zontal ,  etc. 

7.  Je  terminerai  en  faisant  observer  que  les  projets 
d'architecture  et  les  dessins  topographiques  sont  éclairés 
par  de  la  lumière  dite  à  4S  degrés,  locution  mal  comprise 
de  beaucoup  de  praticiens*  Les  projections  du  rayon  sont, 
en  effet,  inclinées  à  4^  degrés  sur  la  ligne  de  terre,  mais 
le  rayon  lumineux  fait  avec  chaque  plan  de  projection 
Tangle  que  fait  la  diagonale  d'un  cube  avec  la  diagonal 
d'une  de  ses  faces  qui  pari  du  même  sommet,  angle  très^ 
facile  à  calculer. 

8.  Le  problème  des  ombres  d'un  polyèdre  pourrait  se 
résoudre  par  deux  changements  de  plans  de  projection 
qui  rendraient  R  perpendiculaire  au  dernier.  Ce  moyen 
sera  en  général  trop  compliqué.  On  en  accuserait  à  tort 
la  transformation  des  projections.  Cette  méthode  devra 
toujours  être  préférée  chaque  fois  quen  pariiculansani 
les  données  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection, 
sans  rien  changer  à  leur  position  relative  dans  l'espace, 
on  trouvera  une  solution  immédiate  du  problème,  ce  qui 
n'est  pas  le  cas  actuel.  Faute  de  bien  entendre  cette  con- 
dition, la  méthode  des  changements  de  plans  d'Olivier, 
si  simplement  exposée  dans  l'ouvrage  de  M.  Amiot,  sour 
lève  encore  maintenant  de  nombreuses  critiques.  Je  vais 
prouver  qu'elles  sont  toutes  tirées  de  T ignorance  du  su* 
jet. 

9.  L'opposition  aux  transformations  de  projections  ci 
rotations  se  résume  dans  les  quatre  motifs  suivants  : 

1°.  Ces  méthodes  sont  inutiles,  puisçu  on  faisait  de  la 
Géométrie  descriptii^e  avant  3f»  Olivier, 

C'est  exactement  comme  si  ayant  su  autrefois,  je  sup* 
pose,  discuter  analytiquement  les  propriétés  géométri- 
ques des  courbes,  sans  le  problème  de  la  transformation 
des  rooi'données ,  on  rrnonçait  h  refaire  aujourd'hui  celte 
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discQssion  par  le  secours  de  ce  problème.  Mais  ici  il  y  a 
plus  encore.  Si  Ton  voulait  se  donner  la  peine  d'examiner 
avant  de  critiquer,  on  verrait  que  les  anciennes  explica- 
tions données  pour  calculer  par  les  projections  la  distance 
de  deux  points,  les  angles  des  droites ,  des  plans ,  etc.,  de- 
viennent inutiles  par  Femploi  des  changements  de  plans 
et  rotations,  lequel  fait  d'abord  retrouver  les  construc- 
tions usitées  et  disparaître  en  même  temps  tous  ces  cas 
particuliers  dont  plusieurs  livres  élémentaires  sont  rem- 
plis, parce  que  ces  explications  soi-disant  générales  y  de- 
venaient réellement  insuffisantes.  Dans  notre  système 
d'enseignement,  le  procédé  d'exécution  étant  aus<»i  uni- 
forme que  général ,  il  suffit  d'énoncer  quelques-uns  de  ces 
cas  pour  que  les  élèves  les  résolvent  immédiatement  et  de 
la  manière  la  plus  simple. 

2®.  Ijcs  épures  fiâtes  par  ces  méthodes  sont  compli- 
quées et  conjiises.  On  voit  un  changement  de  plan ,  on 
se  perd  d/ins  plusieiws. 

11  faut  faire  attention  que  la  pratique  des  changements 
de  plans  et  rotations  doit  être  raisonnée  avant  toute  ap- 
plication ,  que  ses  qualités  principales  sont ,  au  contraire, 
de  permettre  de  rejeter  loin  du  résultat  à  obtenir  les  con- 
structions auxiliaires  pour  donner  à  ce  résultat  toute  Tex- 
pression  désirable,  qu'on  n'emploie  pas  indifféremment  un 
changement  ou  une  rotation ,  qu'il  y  a  des  règles  très-sim- 
ples pour  %ndre  visuelles  toutes  les  constructions  qui  en  ré- 
sultent, cpi'il  n'y  a  aucune  nécessité  de  voir  l'ensemble 
des  opérations  fotirnies  par  trois  changements  (cas  très- 
rare),  qu'on  n'a  jamais  besoin  de  regarder  que  la  der- 
nière ligue  de  terre ,  et  qu'enfin  une  règle  très-facile  évite 
même  la  vision  dans  l'espace  en  la  ramenant  par  cette  vi- 
sion même  à  ia  lecture  sur  le  papier  (t.  XIII ,  p.  91). 

3°.  Cette  règle  n'est  quun  mécanisme,  et  il  faut  reje- 
ter toutes  CCS  méthodes  réduisant  F  esprit  au  rôle  de  nm- 
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chine,  parce  gue,  dit-^on,  leur  application  n'exige  aucun 
raisonnement. 

On  oublie  précisément  de  prouver  que  ces  métliodes 
sont  dans  ce  cas.  Est-ce  que  toutes  les  règles  d'arithméti- 
que, les  évaluations  géométriques,  les  formules  d'algèbre, 
des  calculs  différentiel  et  intégral ,  etc.,  ne  sont  pas  des 
mécanismes  ingénieux  dont  l'effet  est  démontré  à  priori 
satisfaire  au  but  proposé  ?  Mais  d'abord  si  Ton  interdit 
les  changements  de  plans  et  les  rotations  en  principe,  il 
n'en  faut  pas  faire  d'applications  sous  un  autre  nom  là  où 
il  est  impossible  de  les  éviter  (surfaces  de  révolution, 
construction  de  pièces  d'assemblage,  etc.);  mais  si  l'on 
ne  croit  en  critiquer  que  l'abus ,  il  est  vraiment  singu- 
lier qu'il  existe  des  méthodes  pour  résoudre  uniformé- 
ment, de  la  façon  la  plus  simple,  la  plus  rapide  et  la 
plus  expressive,  tous  les  problèmes  fondamentaux  de  la 
géométrie  descriptive  et  que  ces  méthodes  soient  des  mé- 
canismes sans  valeur  et  sans  raison  d'être. 

4^-  Enfin,  d'autres  personnes  objectent  que  ces  nié- 
thodes sont  trop  anatytit/ues,  quelles  s* éloignent  de  la 
géométrie  pure,  quetroui^er  la  position  la  plus  coni^ena- 
ble  des  données  par  rapport  aux  plans  de  projection  est 
une  question  difficile,  etc. 

Le  procédé  géométrique  indépendant  de  tout  moyen 
d'exécution  une  fois  reconnu  par  la  géométrie  élémen- 
taire ou  supérieure  de  l'espace ,  selon  la  qAstion ,  le 
moyen  graphique  s'ensuivra  en  conséquence.  Je  ne  pense 
pas  qu'il  faille  de  grands  efforts  d'intelligence  pour  re- 
marquer qu'une  droite  finie  est  projetée  en  vraie  gran- 
deur sur  un  plan  auquel  elle  serait  parallèle,  qu'un  angle 
dièdre  est  obtenu  en  vraie  grandeur  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  son  arête,  etc.,  tous  résultats  qui  doivent  êti^ 
prévus,  au  contraire,  par  la  géométrie  pure.  Que  si  la 
rotation  qui  doit  produire  ces  positions  introduit  quelque 
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confusion  dans  les  données,  il  faut  préférer  un  change- 
ment de  plan  ;  qu  on  trouve  bien  les  distances  de  divers 
points  à  un  plan  par  un  seul  changement  de  plan,  mais 
qu'une  rotation  ne  conviendrait  que  dans  le  cas  d'un  seul 
point  par  lequel  on  fait  passer  l'axe,  etc.  Du  reste,  ces 
méthodes  ont  un  caractère  mathématique  si  prononcé, 
qu'elles  suppléent  parfaitement,  comme  je  l'ai  véri6é 
bien  souvent,  des  études  incomplètes  sur  divers  points 
de  la  géométrie  pure,  en  les  rendant  pour  ainsi  dire  évi- 
dents sans  démonstration.  Aussi  sont-elles  enseignées  de 
préférence  a  toutes  autres  dans  les  écoles  professionnelles 
de  Chàlons,  d'Angers,  de  Lyon  et  pour  l'école  des  Beaux- 
Arts  de  Paris.  S'agit-il ,  par  exemple,  de  chercher  l'in- 
tersection d^une  droite  et  d'un  cône  de  révolution  donné 
de  sommet,  d'angle  et  d'axe?  Il  faudra  ,  dans  le  système 
d'enseignement  généralement  suivi ,  faire  passer  un  plan 
par  la  droite  et  le  sommet  du  cône ,  chercher  l'intersection 
de  ce  plan  avec  une  trace  du  cône,  laquelle  est  une  courbe 
du  deuxième  degré,  pour  en  conclure  ensuite  la  généra- 
trice qui  coupera  la  droite  au  point  cherché.  Si  l'on  ne 
veut  pas  construire  la  courbe  par  points ,  il  faudra  déter- 
miner un  foyer  et  un  ou  deux  somihets  ;  trouver  avec  ces 
seules  données  la  rencontre  de  la  courbe  et  d'une  trace 
du  plan,  ce  qui,  pour  le  dire  en  passant,  n'est  plus  de  la 
géométrie  élémentaire  selon  les  Programmes. 

Du  reste^  on  ne  s'inquiète  pas  si  la  trace  du  plan  est  hors 
du  cadre  et  la  courbe  aussi  ;  si,  quand  elles  y  sont,  le  point 
auxiliaire  est  lui-même  dans  le  cadre,  parce  qu'en  défini- 
tive ces  circonstances  étant  les  plus  fréquentes,  il  fau- 
drait en  conclure  que  la  méthode  est  en  général  imprati- 
cable. Ce  que  je  dis  de  ce  problème ,  il  faut  le  répéter, 
sans  exception ,  de  tous  les  problèmes  relatifs  au  cône,  au 
cylindre  et  aux  surfaces  de  révolution  et  de  tous  les  pro- 
blèmes dépendant  de  la  recherche  d'un  point  auxiliaire. 
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De  bonne  foi ,  peut-on  comparer  celte  méthode  avec  celle 
qui  consiste  à  projeter  la  droite  et  le  cône  sur  un  plan  pa- 
rallèle à  Taxe  du  cône  pour  obtenir  tout  de  suite  le  point 
cherché  à  Taide  d^une  section  circulaire?  c'est«À«dire  en 
résumé  à  faire  deux  changements  de  plans  successifs  dont 
le  dernier  rende  le  cône  vertical.  Ces  procédés,  si  bien  ap- 
pliqués par  les  praticiens  qui  ont  peu  de  connaissances 
scientifiques,  sont  donc  ceux  qui  conviennent  aussi  le 
mieux  à  de  plus  instruits,  et  si  l'objection  4°  ^t^it  fondée, 
cela  reviendrait  à  n'admettre  aucun  discernement  ni  ap- 
préciation mathématique  chez  ceux  qui  doivent  le  plus  en 
avoir. 

Note  du  Rédacteur.  Quand  faut-il  chaliger  de  plans 
de  projections ,  faire  des  rabattements,  des  rotations?  Ré- 
ponse: quand  vous  le  jugerez  commode.  Quand  celacst-il 
commode?  Il  n'y  a  pas  de  réponse  à  faire  à  telle  question. 
Tontes  les  épures  de  charpente  ne  roulant  que  sur  des 
polyèdres,  on  y  fait  continuellement  des  changements  de 
plans  de  projections  (^) ,  et  de  tout  temps  on  a  fait  des 
épures  de  charpente.  Où  est  donc  la  nouveauté  de  ce  sys- 
tème de  changements  dont  on  fait  tant  debruit?  La  clarté 
et  la  simplicité  d'une  épure  dépendent  du  discernement 
de  l'opérateur,  et  il  n'y  a  pas  de  règle  pour  donner  ce  dis- 
cernement. Au  propre  comme  au  figuré,  il  faut  éviter, 
autant  que  possible ,  les  changements  de  plan ,  user  de  ce 
moyen  avec  économie,  et  ne  s'en  servir,  style  de  prospec- 
tus, que  lorsque  le  besoin  s'en  fait  sentir. 


(*)  Exemple  :  L'épure  des  pannes  et  tasseaux  de  Tempanon  déversé  cl 
délardé 
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i .  Soit  proposée  Ja  fraction  continue 

v 
9=- > 


W4- 


IV"  + 


Formons  ces  deux  sënes  V,  V,  V"   V"  eio     W  \\  ' 
"    ,  w    5  d  après  ces  relations 

V  =0.  W  =1, 

V'  =  ''»  W'=«.W, 

V"=  ^-  V  +  p*  V".  W"=  «,"  W'  -4-  ."  W" 


on  aura 


^  =  0, 


«'-f- 


et  ainsi  de  suite. 
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On  en  déduit 

y" yf" ^yyf*  =  ^  vu^ ç\ 

•    •••••••■.    .^«a.    .•..«.    ■••••. 

Ainsi  dans  la  série    « 


p 


w'  i^  v"  w'  p"  (/* 


7//  ■" 


Le  premier  terme  est  =7  \ 

V 
La  somme  des  deux  premiers  termes  égale  r-p  ; 

La  somme  des  trois  premiers  termes  égale  — ^j-  ; 

La  somme  des  quatre  premiers  termes  égale  ^r^-^  ; 

Et  ainsi  de  suite. 

Cette  série,  soit  qu'elle  se  termine  ou  qu'elle  se  pro- 
longe à  Tinfini,  exprime  la  valeur  de  f  et  aussi  la  difle- 
lence  de  f  et  des  fractions  approchées 

y/  y*'  y* 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  a  aussi  les  relations  suivan- 
tes : 

y  W''  —  V"  =  o''  (  T  W  —  V  '  )  -H  P'  (  y  W  —  V  ) , 
.çW'^  — y'«'=«,-'(yW"— V")-h«'"(?W'-.V'), 
çy^.^— y«^=«,'^(çW''— V'*)H-/'(fW"— V"), 


Application. 
Soit 

I  ,        I  -h  W'  .         i        ,         >         c         '        , 

^      a     °  I  —  «  '  3  5  7 
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Réduite  en  fraction  continue, on  a 


?  = 


I 

2 

■5 

If     ._ 

3 

ff 

2. 

3^ 

u  - 

3.3 

n 

44 

7-9 

«  —  .  .  . 


•V  =  IV'  =  iv"  ==  fV**  =  W"  =  .  .  .  =  M  ; 

V  =  o, 
V'=., 


i5 


¥'»=«»  — il», 
ai 

9  945 

V...=  «.-52«,^283^,__a56 
39  715  i5oi5 
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(  ^'0 } 

o 

fi  o 

7  35 

10  5 

9  2' 

i5  5  5 

11  .II  a3i 
21  I  o5  35 


U  est  facile  de  voir  que  les  V  et  les  W  sont  tous  des 
fonctions  entières  de  u]  que  V^"*^  est  de  degré  m —  i,  et 
que  les  puissances  m — 2,  m — 4»''* — 6  manquent;  que 
W^"*^  est  de  degré  m,  et  les  puissances  m  —  i,  wi  —  3 , 
m  —  5 ,  etc.,  manquent  \  et  Ton  a 

I  I  2.2  2.2.3.3 

^~"WW"*"3W'W''"*"3.3.6W*'W"**3.3.5.5.7W^W'V 

2.2.3. 3.4*4 
"*"  3.3.5.5.7.7  gW'^W'"*"'*' 

et  aussi  généralement 

¥(**>  2.2.3.3.  •.  m. m 

^"■W(*)""3.3.5.5...  (2OT  —  i)(2/w-M)W('">W(-+'> 

2.2.3.3. . .  (m  -h  i)(/»  H-  i) 

"*" 3. 5. 5.5...  (2/114-  i){2/w4-3)W(*+'>WC'^'^ 
-h  etc. 

Si  Ton  développe  =;;^  en  une  série  descendante ,  son 
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premier  terme  sera 

2.2.3.3. . .  m.m,u^(^'^^^ 


3.3.5.5. . .  (2OT  —  i)  (2/11  4-  i)' 
car  le  premier  terme  de  W^"^  est  m"*  et  celui  de  W^"'+*' 

Ainsi  çW('">  est  égal  à  une.  fonction  entière  V^"*^,  plus 
k  une  série  infinie  dont  le  premier  terme  est  égal  à 

2 . 2 . 3 . 3 . . .  m . /w .  «""(""*•') 
3.3.5.5.. .  (2/n—  i)(2i?i  -h  i) 

Cette  propriété  de  la  (onction  W^"^  est  importante  dans 
la  recherche  des  intégrales  par  approximation. 


GNOMONIQlie. 

Goflstnctioi  d*in.  udran  solaire  à  sljle  qoelcoBqie,  en  s'assijellissait 

ï  la  eondilioB  de  l'employer  «pe  des  droites  poir  les  lignes  horaires 

et  les  lignes  de  déeliiaison  ; 

Par  m.  PEAUCELLIER. 


A ,  B ,  C ,  a ,  & ,  c  représentant  les  angles  et  les  côtés 
opposés  d'un  triangle  sphérique  quelconque ,  les  analogies 
de  Neper  conduisent  aisément  à  la  formule 

cotAsinC  =:  sin6  cotA  —  cos^cosC. 

Appliquons  cette  formule  au  triangle  formé  par  les  arcs 
de  grands  cercles  passant  par  le  pôle ,  le  zénith  et  la  posi- 
tion actuelle  du  Soleil.  Soient  D  et  Az  la  déclinaison  et  Ta- 
zimut  du  Soleil,  P  Fangle  horaire  et  enfin  L  la  latitude 

14. 
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du  lieu.  On  pourra  poser 

A=  180'  — Az, 
C  =  P, 
a  =:  90"  —  D , 
6  =  90°  — L, 

ce  qui  donne  Tcxpression 

—  col Az  sîn P  ==  cosL  tangD  —  sinL  cosP, 

ou  bien 

cosL         ^       sînî* 
col  Az  =  —  -r-r^  tang  D  -H 


sinP 


tangP 


Cela  posé,  nous  allons  résoudre  le  problème  pour  le  cas 
particulier  où  le  style  est  vertical  et  le  plan  du  cadran 
parallèle  au  méridien.  Il  sera  facile  ensuite  de  généraliser 
la  solution. 


X        M 

^ 

p 

0 

\                ^' 

S 

M 

c 

Soient  S  la  projection  du  style,  MM  la  trace  sur  l'ho- 
rizon du  plan  du  cadran ,  que  nous  supposons  rabattu  au- 
tour de  cette  droite.  L'ombre  portée  par  le  style  sur  le 
plan  du  cadran  sera  une  droite  0(y  perpendiculaire  à 
MM.  Le  point  C  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais^ 
sée  du  point  S  sur  la  même  droite ,  il  est  clair  que  Ton 
pourra  poser  CO  =  cotAï,  pourvu  que  Ton  conserve 
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dans  la  suite  la  distance  SC  pour  unité  linéaire.  Cela 
étant,  si  l'on  prend  sur 00'  une  longueur OP  =  tangD, 
la  formule  précédente  devient 

cosL  sinL 

8in  P  tang  P 
ou 

cosL  sinL 

siD  P  tang  P 

en  considérant  OP  et  CO  comme  les  coordonnées  du 
point  P.  Il  en  résulte  que  le  lieu  des  points  P  obtenus  à 
la  même  heure  pendant  le  cours  d'une  année  est  une 
droite  QR. 

Le  point  P  peut  être  considéré  comme  résultant  de 
Tintersection  de  trois  droites  :  l'ombre  00'  du  style,  la 
droite  PP'  parallèle  à  MM  et  distante  de  cette  droite 
d'une  longueur  égale  à  tang  D ,  enfin  la  ligne  horaire  QR. 
D'où  il  résulte  qu'en  traçant  une  série  de  droites  telles 
que  PP'  et  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  tangD, 
de  même  que  les  lignes  horaires  QR  correspondant  aux 
difTerentes  heures  de  la  journée,  on  obtiendra  un  réseau 
qui  permettra  de  lire  l'heure  à  un  instant  quelconque.  11 
suffira  de  voir  sur  quelle  ligne  horaire  se  trouve  le  point 
P,  intersection  de  la  ligne  de  déclinaison  actuelle  PP' 
avec  l'ombre  00'  du  style. 

Trticé  des  lignes  de  déclinaison.  On  a  vu  qu'elles  sont 
parallèles  à  la  droite  MM  et  a  une  distance  égale  à  la 
Ungente  de  la  déclinaison  variable  du  Soleil.  V  AnnuiUre 
fournit  ces  valeurs  pour  chaque  jour  de  l'année^  mais  on 
peut  se  contenter  des  déclinaisons  relatives  à  l'entrée  du 
Soleil  dans  les  différents  signes  du  zodiaque.  Voici  com- 
ment on  peut  les  construire  géométriquement. 

De  part  et  d'autre  de  la  droite  SC ,  prise  pour  unité  li- 
néaire, on  fait  au  point  S  un  angle  égal  à  la  déclinaison. 
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maximum  23^  28^  On  élève  en  C  une  perpendiculaire  sur 
se  et  on  la  limite  aux  droites  précédentes.  Sur  Q  x 


comme  diamètre ,  on  décrit  un  cercle  que  Ton  divise  en 
douze  parties  égales  correspondant  aux  douze  signes.  On 
joint  les  points  de  division  deux  à  deux  et  parallèlement 
à  se.  Ces  droites  rencontrent  l'arc  de  cercle  décrit  de  S 
comme  centre  avec  S  @  pour  rayon  en  difTérents  points 
quMl  suffit  de  joindre  à  S  pour  avoir  les  déclinaisons  cor- 
respondantes. Les  tangentes  seront  doue  Ci,  C2,  etc., 
qu'il  faudra  reporter,  dans  la  figure  précédente,  sur  CQ 
à  partir  de  C  à  droite  pour  les  valeurs  positives  de  tangD, 
à  gauche  pour  les  valeurs  négatives. 

Tracé  des  lignes  horaires.  On  a  vu  que  leur  équation 
était 


r  = 


cosL  sinL 


sinP 


tangP 


Pour  avoir  les  points  où  elles  coupent  la  ligne  MM ,  il 

suffit  de  faire  a:  =  o,  ce  qui  donne  l'expression ou 

siuL  cotP  que  Ton  construit  immédiatement,  en  prenant 
pour  P  les  diverses  valeurs  i5,  3o,  4^  degrés,  etc.,  si 
l'on  veut  les  lignes  horaires,  espacées  d^heure  en  heure. 
Pour  avoir  les  points  où  elles  coupent  la  droite  Cx,  on 
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feraj^^=o,  ce  qui  donne  Texpresaion  tangLcosP,  dont 
la  construction  est  tout  aussi  facile. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  le  tracé  de  ces 
droites,  non  pla3  que  sur  quelques-unes  de  leurs  proprié- 
tés que  Ton  trouve  aisément.  Remarquons  toutefois  que 
Tenveloppe  des  lignes  horaires  est  une  hyperbole  dont 
Téquation  est 

y»  —  jj*  cos'L  -^  sin* L  =  o. 

Cas  général  ou  te  style  et  le  plan  dit  cadran  sont 
quelconques. 

Quelle  que  soit  la  direction  du  style ,  il  eiciste  toujours 
un  point  de  la  Terre  pour  lequel  elle  est  verticale.  Conce- 
vons à  côté  du  style  un  plan  parallèle  au  méridien  de  ce 
point  et  portant  le  tracé  dont  on  vient  d'exposer  les  dé- 
tails -,  ce  cadran  fictif  donnerait  l'heure  du  lieu  pour  le- 
quel la  direction  du  style  est  verticale.  Il  donnerait  l'heure 
même  du  lieu  où  il  se  trouve,  si ,  au  lieu  de  tracer  les  li- 
gnes horaires  correspondant  à  i5 ,  So,  4^  degrés,  etc.,  on 
trace  celles  qui  correspondent  à  i5**  -f-X,  3o°  H-  A, 
45^  -h  X ,  etc.,  \  étant  la  différence  de  longitude  des  deux 
lieux.  Ces  lignes  seraient  marquées  I,  II,  III,  etc.,  et 
donneraient  les  heures  entières. 

Enfin ,  ce  plan  fictif  peut  être  remplacé  par  un  plan 
tout  à  fait  arbitraire  en  prenant  pour  réseau  de  droites 
sur  ce  plan  la  perspective  du  réseau  précédent ,  Toeil  étant 
supposé  en  un  point  quelconque  du  style.  Cette  propriété 
se  démontre  aisément. 

Les  lignes  de  déclinaison  étant  parallèles ,  dans  le  pre- 
mier cas  que  nous  avons  considéré ,  leur  perspective  sur 
un  plan  devient  un  faisceau  de  droites  passant  par  un 
point  déterminé.  Les  lignes  horaires  deviennent  les  tan- 
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génies  à  une  courbe  du  second  degré  qui ,  dans  des  cas 
particuliers,  devient  un  cercle. 

Le  point  d'où  on  fait  la  projection  conique  pouvant  élre 
choisi  arbitrairement  sur  le  style,  on  voit  qu'il  existe 
une  infinité  de  solutions  du  problème  pour  un  plan  et  un 
style  donnés. 

Si  Ton  voulait  n^employer  que  des  cercles,  il  suffirait 
de  prendre  les  réciproques  des  droites ,  le  pôle  étant  à 
Finlersection  du  plan  et  du  style.  Tous  les  cercles  passe- 
raient par  ce  point. 

On  voit  que  la  construcpon  de  ce  cadran  à  style  quel- 
conque conduit  à  des  opérations. de  géométrie  descrip- 
tive qui,  au  premier  abord ,  semblent  assez  compliquées. 
Cependant  une  étude  un  peu  plus  approfondie  du  problème 
fait  ressortir  de  nombreuses  simplifications;  on  peut 
même ,  à  la  rigueur,  se  dispenser  complètement  du  plan 
auxiliaire  dont  on  a  parlé  plus  haut.  La  première  appli- 
cation mettrait  ces  faits  en  évidence. 

Enfin  ^  il  resterait  à  considérer  bien  des  cas  particuliers 
présentant  tous  plus  ou  moins  d'intérêt  ;  entre  autres  ou 
peut  citer  le  gnomon  ordinaire ,  le  comparer  avec  le  ca- 
dran horizontal  dit  astrolabe,  etc.  Le  lecteur  remplira 
sans  difficulté  les  lacunes  de  ce  petit  travail* 

Note  du  Rédacteur.  Notre  expédition  en  Tauride  a  fait 
voir  combien  il  est  nécessaire  en  campagne  de  savoir  tra- 
cer des  cadrans  solaires.  La  méthode  aussi  simple  qu'in- 
génieuse qu'on  vient  de  lire  est  bien  propre  à  propager 
ce  genre  de  connaissances  et  se  recommande  copojne  telle 
aux  professeurs  de  cosmographie  et  de  géométrie  descrip- 
tive. Nous  rappelons  à  cette  occasion  Touvrage  si  complet 
de  M.  Born,  mort  général  d'artillerie  le  ai  mars  i854. 
(\o\r Nouvelles  Antialesy  t.  V,p.  483ij  i846.) 
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PROBLÈME  SUR  LES  COTÉS  D  UN  TRIANGLE  ÉLEVÉS  A  DES 
PUISSANCES  DONNÉES^ 

Par  m.  poudra. 


(  Les  signes  au-dessus  ou  au-dessous  .des  lettres  «,  6,  /  y,d  et  o  sont  des 
accents. 
Les  signes  au-dessus  des  lettres  «,  6,  c  seulement  sont  des  cxposanti.] 

1**.  Partager  chaque  côlé  d'un  triangle  ABC  en  parties 
proportionnelles  aux  puissances  successives  des  côtés  adja- 
cents. 

a^.  Déterminer,  dans  Pintérieur  de  ce  triangle ,  la  suite 
des  points  qui  sont  tels,  que  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  chacun  d'eux  sur  les  côtés  soient  entre  elles 
comme  les  puissances  successives  de  ces  côtés  ;  de  sorte 
que  si  on  les  joint  aux  sommets  du  triangle  par  des  droi- 
tes, sa  surface  sera  partagée  en  trois  autres' triangles  dont 
les  surfaces  seront  entre  elles  comme  les  puissances  suc- 
cessives des  côtés  respectifs  du  triangle  donné. 

3**.  Trois  nombres  û,  i,  ce  tant  représentés  par  les  trois 
côtés  d'un  triangle  ABC ,  on  demande  de  trouver  géomé- 
triquement la  puissance  m  à  laquelle  il  faut  les  élever  éga- 
lement pour  qu'il  existe  entre  eux  la  relation 

ou ,  généralement , 

Solutions. 
'    I®.  Soit  ABC  le  triangle  dont  les  côtés  respectifs  oppo- 
sés sont  a,  b^c.  Considérons  d'abord  le  côlé  AB  =  c  et 
soient  y'  son  milieu  et  y*  son  intersection  avec  la  bissec- 
trice de  l'angle  C  opposé.  On  aura  déjà 
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Par  le    sommet   B   menons    une    droite    quelconque 
BD  sur  laquelle  nous  portons  BD  =  BA,  Bd^  =  By*, 


>, 


Br/*  =  By*.  Les  deux  droites  AD  et  7®  rf*  prolongées  dé- 
terminent le  point  S.  Traçons  la  droite  Sy*  qui  coupe  BD 
en  fP,  Sur  AB,  on  rapporte  By*  =  i//*,  on  tire  la  droite 
Sy*  qui  coupe  BD  en  (P.  La  droite  S rf*  donne  By*.  La 
droite  Sy'  déterminera  rf*  et,  sur  AB  on  rapporte 
By*  =  Brf*,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Pour  avoir  des  divisions  analogues  sur  AB  entre  -f  et 
B  5  on  porte  sur  BD  la  longueur  B//»  =  By® ,  011  tire  Sr? 
ce  qui  donne  sur  AB  le  point  yi.  On  prend  Brfi  =  Byi- 
La  droite  S^i  détermine  sur  AB  le  point  yt,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment. 

Les  deux  divisions  sur  BA  et  BD  sont  perspectives  ré-" 
ciproques  pour  le  point  de  vue  S.  Donc  on  a  entre  quatre 
points  de  l'une  et  les  homologues  de  l'autre  le  rapport 
anharmonique 

or 

Drf'  =  A7S  B£/=B7S   Drf'  =  A7'  =  3-,- 


Donc 


et  comme 


il  en  résulte 


(a.i 

9) 

A7 
B7 

'     By' 

=r| 

A7'_ 
Bv'- 

b' 

A7'_ 
B7'- 

6» 

En  prenant  les  points  y%  y*  et  les  homologues  r^*,  d}  on 
trouverait  de  même 


A7 
B7 

•*      b' 

et  ainsi  de  suite 

A/       b' 
Bf  ""û*' 

A7^ 
B7*- 

i' 

";?'••• 

donc  on  aura 

A  7*  __  ^* 
B7«~"a''' 

A7' 
B7' 

b' 

A7»_  A* 
B7»  ""  b'' 

A7> 

B7^ 

A7«  _  ^« 
B7*  ~/ï*' 

.... 

On  trouverait 

de  même 

A7. 

b"' 

a 

B7.  ~" 

oT^ 

V 

A  7,       rt' 
B7^  -  *'' 

A73_ 
B7, 

a' 

On  diviserait  de  même  les  côtés  a  et  b, 

a^.  Chacun  des  côlés  du  triangle  ABC  élant  ainsi  di- 
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YÎsé  suivant  les  puissances  successives  des  côtés  adjacents, 
on  joint  ces  divisions  avec  le  sommet  opposé.  On  démon* 
trera  facilement  que  chaque  groupe  de  trois  droites  respec- 
tives correspondant  à  une  même  puissance  des  côtés  adja- 
cents se  rencontre  en  un  même  point.  Soient  o^o^y  o', 
o',  etc.,  ces  points  d^intersection. 

Appelons p®, /?*,  p',  etc.,  les  longueurs  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  points  a^,  a^j  a*y  etc.,  sur  le  côté 
AC,  et  q^j  q^j  g*,  etc.,  celles  abaissées  des  mêmes  points 
sur  AB.  On  aura 


p' 

a*C 

sinC,     p^  = 

a'C.sînC,     /7»  =  a»C.sinC, 

r 

== 

a*B 

sinB,     g' = 

a'B.sinB,     7'  =  a'B.sinB, 

d'où 

7"  ~  «•  B 

sinC       ««C    c 

sinB       a'B    6' 

p^_a 
7'        ° 

r'C      C 

et 

(X»B 

b^ 

a'  B  *~  «'  ' 

a'B~?'''^ 

donc 

p^_c 

/>•       b* 
p'      6» 

q'        C» 

c'est-à-dire  :  le  rapport  des  perpendiculaires  est  égal  à 
celui  des  côtés  sur  lesquels  elles  tombent ,  élevés  à  une 
puissance  moindre  dVne  unité  que  celle  de  la  division  a 
correspondante. 

Il  en  serait  de  même  pour  les  rapports  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  points  de  division  de  AR  et  AC  sur 
les  côtés  adjacents. 
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Remarquons  que  le  rapport  des  perpendiculaires  abais- 
sées d  un  des  points  tels  que  a  sur  les  côtes  adjacents 
e$t  le  même  que  celui  des  deux  perpendiculaires  abais- 
sées de  tout  autre  point  de  la  droite  A  a,  par  conséquent 
du  point  o.  On  en  conclut  donc  :  Les  perpendiculaires 
abaissées  des  divers  points  o^,  o%  o',  etc.,  sur  les  trois 
côtés  du  triangle,  sont  entre  elles  comme  les  puissances 
o,  1,3,3,  etc.,  des  côtés,  mais  une  unité  de  moins  que 
celle  de  la  division  qui  a  servi  à  déterminer  ce  point  o. 
Ainsi  du  point  o^  elles  sont  proportionnelles  aux  puissan- 
ces zéro  des  côtés  ^  elles  sont  donc  égales.  Du  point  0|^ 
elles  sont  proportionnelles  aux  côtés,  de  o'  au  carré,  de 
o*  au  cube,  et  ainsi  de  suite.  (C'est  pourquoi  on  a  in- 
scrit o  accentué  zéro  pour  le  point  correspondant  a  Tin- 
tersection  des  droites  A  a,,  B6, ,  Cy, ,  et  o*  pour  celles 
Aa«,B6%C/.) 

Si  on  joint  les  points  o  aux  sommeu  du  triangle  ABC 
on  partagera  sa  surface  en  trois  autres  triangles  ayant  cha- 
cun  pour  base  un  des  côtés  et  dont  les  surfaces  seront  pro- 
portionnelles aux  puissances  successives  de  ces  côtés, 
puissance  qui  sera  indiquée  par  le  nombre  d'unités  de 
l'indice  de  o.  Ainsi  o^  sera  le  sommet  commun  de  trois 
triangles  dont  les  surfaces  seront  proportionnelles  aux 
puissances  m  des  côtés. 

3^.  En  réunissant  tous  les  points  o ,  on  obtiendra  une 
courbe  transcendante  ayant  les  deux  points  A  et  B  pour 
points  asymptotiques. 

En  prenant  CA  et  CB  pour  les  axes  des  coordonnées , 
on  trouve  facilement  que  Téquation  de  cette  courbe  ré- 
sulterait de  l'élimination  de  m  entre  deux  des  trois  équa- 
tions 

jrf  =  a: .  c* , 
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qui  sont  les  équalîoiis  des  trois  droites  Aa'~~*,  B6*~*, 

La  bissectrice  de  Tangle  C  détermine  sur  le  côté  AB  le 
point  y'.  De  même  celle  de  l'angle  B  détermine  sur  ACle 
pointé'.  La  droite  y*  6'  qui  joint  ces  deux  points  jouit 
alors  de  cette  propriété ,  que  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  quelconque  de  cette  droite,  compris  entre  AC 
et  CB,  sur  le  côté  CB ,  est  égale  à  la  somme  des  perpendi  - 
culaires  abaissées  du  même  point  sur  les  deux  autres. 
(Ce  serait  la  différence  si  le  point  était  extérieur  au 
triangle  ABC.  )  Donc  le  point  o'^  où  elle  coupe  la  courbe 
des  points  o ,  jouit  de  cette  propriété ,  mais  pour  o"*  les 
perpendiculaires  sont  proportionnelles  aux  puissances  m 
des  côtés  \  donc  pour  cette  puissance  m  on  aura 

û"  ^-  ^  =  c"». 

Ainsi  dans  le  cas  représenté  dans  la  figure,  on  a 

fl.=  5,     ^  =  a,     r==3, 

et  on  trouve  que  la  droite  y^  6'  passe  par  le  point  o*  et 
qu'ainsi  on  a 

5»  ==  a'  -h  3«  =  25. 

En  général,  on  voit  que  si  Ton  construisait  la  courbe 
représentant  le  lieu  des  points  qui  jouissent  d'une  rela- 
tion donnée  entre  les  simples  perpendiculaires  abaissées 
sur  les  trois  côtés  du  triangle ,  cette  courbe  rencontrerait 
celle  des  points  o  en  un  ou  plusieurs  points  qui  donne- 
raient la  puissance  m  à  laquelle  il  faudrait  élever  les  côtés 
\to\xv  avoir,  entre  les  résultais,  la  relation  donnée. 
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SUR  LA  GLASSIFiCATI6N  DES  COURBES  PLANES. 


Un  abonné  demande  si  Ton  possède  une  méthode  gé- 
nérale pour  classer  les  courbes. 

On  n'a  étudié  jusqu'aujourdhui  que  les  courbes  du 
deuxième,  troisième  e|  quatrième  degré,  et  on  les  a  clas-> 
sées.  On  connatt  les  travaux  de  Newton ,  d'Euler,  et  dans 
notre  temps  ceux  de  M.  Plucker.  M.  Chasles  m'a  montré 
une  belle  classification^  non  encore  éditée» des  courbes  du 
troisième  degré.  Du  reste  ,  toute  classification  a  quelque 
chose  d^arbitraire ,  dépend  du  point  de  vue ,  des  proprié- 
tés que  l'on  veut  considérer  comme  fondamentales.  Les 
propriétés  asymptotiques  semblent  devoir  être  dominan- 
tes, selon  que  les  branches  sont  elliptiques,  hyperboli- 
ques ou  paraboliques  ;  viennent  ensuite  en  sous-ordre  les 
divers  points  singuliers  qui  font  établir  des  classes,  des 
genres  et  des  espèces ,  et  des  sous-espèces.  Le  nombre  des 
espèces  doit  aller  indéfiniment  en  augmentant,  et  atteint 
probablement  déjà  le  nombre  mille  pour  le  cinquième 
degré.  Les  rayons  de  courbure  fournissent  peut-être  de 
bons  moyens  de  classement ,  d'autant  mieux  que  ce  moyeu 
est  applicable  aux  courbes  k  double  courbure  et  aux  sur^ 
faces.  Les  points  singuliers  dérivent  de  certaines  valeurs 
des  rayons  de  courbure. 

Exemple.  Les  courbes  du  second  degré  ont  deux 
rayons  de  courbure  infinis,  quatre  ou  aucun,  ce  qui 
donne  trois  genres. 

Prochainement  quelques  mots  sur  ce  qu'on  doit  enten- 
dre par  degré  d'une  courbe  à  double  courbure. 
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GON&TRVGTiON  APPROXIMATIVE  POOR  LA  QUADRATURE 
DU  CERCLE; 

D'APHis  M.  WILLICH. 


Soient  ÂB  une  corde  égale  au  rayon,  E  le  milieu  de  cette 
corde,  C  le  milieu  de  Tare  AB  -,  à  parUr  de  C,  portrà  en- 
core deux  fois  le  rayon  sur  la  circonférence  jusqu'en  D , 
de  sorte  que  Tare  CAD  est  1 20  degrés  et  AD  est  90  degrés  ; 
joignez  DE  qui  rencontre  la  circonférence  en  F;  DF  sera 
presque  égal  au  côté  du  carré  équivalent  au  cercle. 

On  trouve  DF  =  i  ,77198  au  lieu  de  i , 77^45. 


SOLUTION  DES  QUESTIONS  521  ET  322 

(voirp.  18i); 

Par  m.  GROLOUS, 

Élève  du  lycée  Gharlema^^e  (  classe  de  M  Roiiché  ) . 


321 .  Dans  im  hexagone  gauche  ABCabc  ayant  les  cô- 
tés opposés  AB  et  aby  BC  et  &c,  Ca  et  cA  égaux  et  par 
rallèles,  les  milieux  D,  E,  F,  rf,  e,/des  côlés  sont  dans 
un  même  plan. 

Il  suffit  évidemment  de  prouver  que  le  plan  qui  passe 
par  trois  milieux  consécutifs  quelconques  D,  E,  F  con- 
tient le  point  milieu  suivant  d.  Or  le  plan  des  cdtés 
opposés  AB,  tib  coupe  les  plans  parallèles  Ac&,  aCB 
suivant  deux  droites  A6,aB  dont  le  parallélisme  en- 
traine celui  des  droites  A 6,  EF^  d'ailleurs  DE  est  pa- 
rallèle à  AC^  les  plans  DEF,  CAb  sont  donc  parallèles. 


(   325    ) 

Le  parallélisme  des  plans  EFd,  C&A  résulte  pareille- 
ment de  celui  des  droites  Ai,  £F  et  C&,  Fd-^  par  suite, 
les  deuic  plans  DEF,  EF  J,  qui  ont  une  droite  commune 
EFet  qui  sont  parallèles  à  un  même  plan  CA&,  coïnci- 
dent. 

On  peut  remarquer  que  l'hexagone  plan  DEF  def^  dont 
les  sonunets  sont  les  milieux  des  côtés  de  T hexagone  gau- 
che, a  aussi  ses  côtés  opposés  égaux  et  parallèles. 

Note  du  Rédacteur.  Cette  question  a  été  résolue  à  peu 
près  de  la  même  manière  par  M.  L.-P.  Deparis, élève  (*). 


322.  Dans  un  polygone  gauche  ABCD  ...  abcd,.,,^ 
d'un  nombre  pair  de  côtés ,  ayant  les  côtés  opposés  A6  et 
ab,  BC  et  ic,  CD  et  cd^  etc.,  égaux  et  parallèles,  les 
droites  Aa,  B6,  Ce,  etc.,  qui  joignent  les  sommets  op- 
posés, et  celles  qui  joignent  les  milieux  L,  M,  N,  etc., 
/,  m,  71 ,  etc.,  des  côtés  opposés,  passent  par  un  seul  et 
même  point. 

En  effet,  les  quadrilatères  ABa&,  BC6c,  CDc<2,eic., 
sont  des  parallélogrammes  puisqu'ils  ont  chacun  deux 
côtés  égaux  et  parallèles;  chacune  des  lignes  Aa,  Bi, 
Ce,  etc.,  est  donc  à  la  fois  diagonale  de  deux  parallélo- 
grammes successifs,  en  sorte  que  le  milieu  O  de  la  pre- 
mière est  aussi  le  milieu  de  la  seconde,  il  est  donc  le  mi- 
lieu de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite  de  proche  en  pro- 
che. D'ailleurs  les  droites  L/,  Mm,  N/i,  etc.,  qui  joi- 
gnent les  milieux  des  côtés  opposés,  passent  toutes  par 
le  centre  commun  O  de  ces  divers  parallélogrammes. 

(*)  Les  questions  Ssi  eir333 ,  proposées  par  M.  Amiot  dans  sa  classe  nu 
1  jcée  Saint-Louis,  m'ont  été  com mu DÎqnées.  Tu. 


Jnn.  de  Uathêmai.,  t.  XV.  (Juin  iS'WÎ.)  ^^ 
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SOUmOll  Bl  U  QUESTION  32} 

(TOlrpagelU); 

Par  m.  DEVAUX, 

ÉlèTe  du  lycée  Chtrlemagne  (classe  de  M.  Rouché). 

Soient  C  et  c  les  centres,  R  et  r  les  rayons  des  deux 
cercles  ;  T  et  <  les  points  où  la  tangente  extérieure  N  n 
rencontre  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  TOt  formé  par 
les  deux  tangentes  intérieures  ;  N  et  n  sont  les  points  de 
contact.  L'aire  du  triangle  TO  t  a  pour  mesure  le  produit 
de  rhypoténuse  T  t  par  la  moitié  de  la  perpendiculaire  OH 
abaissée  du  sommet  de  Fangle  droit.  Or  le  trapèze  rectan- 
gle NC  en  donne  pour  cette  hauteur 


OC-f-Oc  R-Hr         RH-r 

D'ailleurs,  enajoutant  les  relations 

T/-l-//î  =  R-*-r-hTN,     T/-+-TN  =  R  +  /'-h^«  (*) 
on  obtient,  pour  la  base, 

T/  =  R+r. 

L'aire  du  triangle  -  OH  .Tt  est  donc  équivalente  au  rec- 
tangle Rr  des  rayons. 

Dans  le  cas  où  les  tangentes  intérieures,  au  lieu  d'être 
rectangulaires,  se  coupent  dans  l'angle  2a ,  la  même  mé- 
thode donne 

Rrcota 

(¥)  Soit  I  le  point  où  la  tangente  OT  touche  le  cercle  c;  on  a 
Tii  =  Tl  =  TN-HR-fT; 
«te  tangentes  QT»  O  c  sont  inclinées  de  4^  degrés  sur  la  droite  des  centres. 


(  2^7  ) 
pour  la  mesure  de  Faire  du  triangle  correspondant  TO^ 
La  surface  du  triangle  forme  par  une  tangente  inté- 
rieure et  deux  tangentes  extérieures  est  donnée  par  une 
formule  semblable.  Soient  T' le  point  symétrique  de  T 
par  rapport  à  la  ligne  des  centres ,  O'  le  point  de  concours 
et  ^a'  Tangledes  deux  tangentes  extérieures.  La  surface 
du  triangle  T'tO'  est  égale  au  produit  du  demi-périmè- 
tre par  le  rayon  r  du  cercle  inscrit.  Or,  en  ajoutant  les 
relations 

cy/srcyN  — /N,    ^r  =  /N^-T^l,    T'(y  =  o'N--TN, 

on  trouve  pour  le  demi-périmètre 

(VN    o'u    Rcottt'. 

L'aire  cherchée  a  donc  pour  expression 

R  root  a', 

qui  se  réduit  à  Rr  lorsque  les  tangentes  extérieures  se 

coupent  k  angle  droit. 

L^aire  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes 

est  donc 

-.    /         *  *       ^    sinfa  —  a') 

Rr  (cota'  —  cota)  =  Rr  — r-^ — ; — -- 

^  '  sm  a  sm  a' 

Lorsque  les  deux  cercles  se  touchent  extérieurement  il 
faut  faire  aoe  =  180^. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Richard-P.  Oxamendi,  de 
Cuba,  démontre  que  Taire  du  triangle  TOt  est  égale  au 
rectangle  des  perpendiculaires  abaissées  de  T  et  de  t  sur 
la  ligne  des  centres ,  et  ensuite  que  ce  rectangle  est  égal  à 
celui  des  rayons  par  des  considérations  polaires. 


•^ 


("8) 


sournoN  trigonométrique  de  la  qvbstion  323 

(TolrpageUi); 

Par  m.  l'Âbbiê  L.  SERVIER, 

Professeur  à  Saint-Étienne. 


Deux  cercles  étant  dans  un  même  plan,  et  les  tangentes 
communes  intérieures  se  coupant  à  angle  droite  Faire  du 
triangle  formé  par  ces  tangentes  et  une  tangente  com- 
mune extérieure  est  équivalente  au  rectangle  des  rayons. 

Soient  O  et  O'  les  centres  des  deux  cercles  de  rayon  R 
etR^;  Aie  point dHntersection  des  deux  tangentes  inté- 
rieures; C  etC  les  points  dé  contact  de  ces  deux  tan- 
gentes 9  d'tm  même  côté  de  la  ligne  des  centres  ;  D  et  D' 
ceux  de  la  tangente  extérieure  commune  aux  deux  cer- 
cles \  soient  enfin  B  et  B'  les  points  respectifs  d'intersec- 
tion des  droites  AC  et  AC  avec  la  droite  BB'.  C'est  le 
triangle  ABB'  dont  Taire  est  équivalente  au  rectangle  des 
rayons. 

En  effet,  dans  le  triangle  ABO ,  on  a  (le  triangle  ACO 
étant  isocèle) 

sin  { 1  sm I 

le  triangle  AB'O  donne  semblablement 


sm 
AB'=R'V^ 


sm 


ii-t) 


(    329  j 

a  et  a'  désignent  les  angles  analogues  COD,  C  O'  ly  ;  ces 
angles  étant  complémentaires,  Téquation  précédente  peut 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

sin  I 1 

(2)  AB'=R'^^^^? ^ 


«"(i  +  î) 


Si  nous  multiplions  membre  i  membre  les  équations  (i) 
et  (2) ,  il  vient,  toute  réduction  faite,  et  après  avoir  di- 
visé par  a 


2 


C.    Q.    P     D. 


OUiSTiONS. 


324.  Quelles  sont  les  phases  de  la  Terre  et  les  éclipses 
de  Terre  pour  un  spectateur  placé  dans  la  Lune  ? 

325.  Soit  une  équation  algébrique  f  (x)  =^;  tous  les 
coefficients  sont  supposés  entiers  positifs,  q  est  entier 
positif;  i  étant  un  nombre  entier  positif,  si  Ton  a 

ï^0<7,     ?('-Hi)>9, 
faisant 

A^    y-(?)(0 

f  H-  A  sera  une  valeur  approchée  de  x  comprise  entre  t 
et  t  +  I  ;*  discuter  cette  méthode  d'approicimation  donnée 
par  Cardan. 

326.  Si  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré 
sont  de  la  forme  />',  ^',  2/7^,  les  racines  de  la  dérivée  sont 
rationnelles.  (Provust.  ) 


327.  Si  les  racines  d'une  équatioa  du  qualrième  degré 
sont  de  la  forme /?%  y*,  p*  +  apq,  q^  -*-  apy,  les  racines 
de  la  déri  vée  sont  rationnelles .  (  Prouhxt.  ) 

328.  Connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  le 
produit  de  la  somme  de  leurs  carrés  par  la  somme  de  leurs 
cubes ,  trouver  ces  nombres.  (Cardan.  ) 

329.  Dans  une  progression  géométrique  de  quatre  ter- 
mes on  donne  la  aomme  des  antécédents  et  la  somme  des 
conséquents ,  trouver  ces  termes  sans  opérer  d'élimina- 
tion. (CARDAlf.) 

330.  i  étant  la  racine  réelle  de  Téquation  cubique 

x*  -h  ^j?  -h  r:=  o, 
les  deux  autres  racines  sont 

(Lebesgoe.) 


SUR  U  SOIHK  DES  PUISSANCES  SENBlJUtLIS 
•ES  NMBUS  NATURELS; 

Par  E.  catalan 

-  • 

La  plupart  des  traités  d'algèbre  donnent  la  relation  gé- 
nérale 

{ii-M)[(/H-i)/'-i] 


dans  laquelle  Sp  représente  la  somme  des  puissances  p 
des  n  premiers  nombres  entiers.  Cette  relation  permet  de 
calculer  assez  rapidement  les  valeurs  de  S|  ^  Si ,  S)  >  S^; 


(231) 
mais  elle  devient  presque  illusoire  dès  que  l'indice  p  sur- 
passe 4«  Il  y  a  dix  ans ,  M.  Puiseux,  probablement  frappé 
de  cet  inconvénient,  donna,  dans  le  Journal  de  M,  Liou- 
ville,  la  valeur  de  S^  en  fonction  explicite  de  /»  et  de  p. 
Malheureusement  9  la  méthode  employée  par  ce  savant 
géomètre  est  assez  compliquée  (*)\  en  outre,  les  Valeurs 
quMl  trouve  pour  les  coefficients  de  Sp ,  très-satisfaisantes 
en  théorie,  le  seraient  fort  peu  s'il  s'agissait  de  passer  aux 
applications  numériques  (**)' 

La  méthode  suivante,  dont  le  germe  se  trouve  dans  le 
grand  ouvrage  de  Lacroix,  sera  peut-être,  à  cause  de  sa 
simplicité,  capable  d'intéresser  les  élèves. 

L  On  a  identiquement 

n^  =  n[n^-  i)  -f-/i, 
Eln  multipliant  les  deux  membres  par 

/i  =  (n  —  2)  4-  a  =  (/t  —  i)  -+- 1 , 
on  trouve 

+  »  I 
ou 

/i'  =n(«  —  i){n  —  2) -4-  3/i(^—  i)-f  n. 
Multipliant  les  deux  membres  de  cette  nouvelle  égalité 

(*)  Cette  observation,  qui  n*e8t  pas  une  critique,  s'applique  également 
à  un  Mémoire  de  M.  Pépin  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  {jtkn\ier  i856). 
Du  reste,  l'auteur,  dont  je  n*ai  connu  le  travail  qu'après  avoir  terminé  le 
mien,  dit  expressément,  en  parlant  de  la  formule  trouvée  par  M.  Puise\iz  : 
«  L'expression  générale  de  la  fonction  9^     est  fort  mal  appropriée  au 

calcul.  • 
(**)  Par  exemple,  le  coefficient  35o  serait  donné  par  ce  calcul  : 

4*  —  3 . 3* -h  3 . 3*  —  I       /Joge  ~  2187 -+- 191— I .     aïoo  _  ,. 
_- = g g-.  -  J50. 


(  ^^»  ) 

par 

iî  =  (/ï  —  3)+  3  =  {/î--  2)+  2  =  («  —  i)  -h  I, 
on  aura  encore 

ou 

n*=:il(/l—  l)(/I  — 2)(/f  —  3)-h6iI  (it—  l)(/f  — 2) 

4-711  (»—  1)4-  w- 

.  La  loi  des  résultats  est  actuellement  évidente;  de  sorte 
qu^en  désignant  par  A„,p  le  nombre  des  arrangements  de 
n  lettres,  prises  p  à;;,  et  par  B^,  C^v»  L^?  [p — 2) 
coefficients ,  indépendants  de  n ,  on  peut  écrire  : 

(A)  nP  =:  Ah,p  +  Bp  A«,p_i  4-  Cp  An,^-j  4-- ••4-  L^,  An,i  4-  ^» 

II.  Pour  démontrer,  par  le  raisonnement  connu,  la 
généralité  de  cette  relation  et  pour  trouver  la  loi  des  coef- 
ficients, supposons 

=  ^n^p—l  4-  B^—i  An,p_3  4-  ^'p— I  An,p^»  4"  •  •  •   4~  ^p—i  An,i  4*  'îi 

et  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 

«  =  (/»—/?  4-  i)4-(;o  —  i)  =  {«  — />4-  2)4-(/>  — 2)=... 
=  (/t-i)4-i, 

nous  aurons 

4-B^,      I  4-Cp-.,  I  4-1 

et,  par  conspuent, 

Bp  =  Bp_.4-(/^— 1), 

Cp  =  Cp-,4-(/^-2)Bp«., 

(B)  (  Dp=Dp»,  4-(/?  — 3)Cp^,,  ..  .  , 


Lp=  I  4-  2K/,_, 


(a33) 
m.  Ainsi  que  Ta  fait  remarquer  Lacroix  (^)  9  le  cal- 
cul des  coefficients  B^ ,  Cp^.,.^Lpesl  fort  simple.  En  effet, 
si  Ton  suppose  successivement 

on  trouve,  par  les  formules  (B)  y 


p 

A, 

B, 

Cp 

I>P 

^f 

F, 

6, 

H. 

r 

355 

9330 

I 
5ii 

L/ 

a 

I 

3 

4 

3 
6 

I 
7 

I 

5 
6 

10 
i5 

a5 

i5 

I 

65 

90 

3i 

• 

7 
8 

9 



ai 

i4o 

35o 

3oi 

63 

I 

3d 
36 

a66 
46a 

io5o 

1701 

966 

ia7 

a646 

6951 

7770 

3oa5 

10 

45 

750 

19980 

aa8a7 

435a5 

34105 

Il  résulte,  de  la  formation  de  ce  tableau ,  que  le  T^"^ 
tei*me  il' une  colonne  verticale  quelconque  est  égal  au 
terme  écrit  au-dessus  augmenté  de  1  fois  le  terme  placé 
à  la  gauche  de  celui-ci  (^^)-  Par  exemple 
i^oi  =  3oi  -h  4'^5^- 

IV.  Si  l'on  écrit  ainsi  les  nombres  contenus  dans  le 


(*)  Et  anssi  M.  Pépin. 

(«*)  Pour  plus  de  régularité,  on  a  représenté  par  A    le  ooofficientde  A 
ooeflicient  égal  à  Funilé.  Le  Mémoire  de  M.  Pépin  contient  également  le 
tableau  ci-dessus.  .  . 


lableau  précédent  : 


(a34) 


— 

I 
3 
6 

10 

i5 
ai 

1 

35 

65 
i4o 
266 

1 

. 

I 

I 

1 

1 

. 

i5 

3i 

63 

137 

355 

Su 

90 

3oi 

966 

3o35 

9330 

35o 

1701 

7770 

34105 

io5o 

6951 

43535 

3646 

•33837 

■^"■^ 

a8 
36 

45 

463 

750 

19980 

on  voit  que  les  termes  de  la  première  ligne  horizontale 
sont  tous  égaux  à  Tunité ,  et  que  ceux  de  la  deuxième 
ligne  sont  égaux  aux  puissances  successives  de  3 ,  di* 
minuées  dcTunité.  En  outre ^  un  ternie  quelconque^ ^u 
occupant  le  rang  r  dans  la  !**"**  ligne  horizontale,  est 
égal  à  \fois  le  terme  écrit  à  sa  gauclie ,  augmenté  du 
terme  écrit  au-dessus.  Il  n'est  pas  bien  difficile  de  con- 
clure de  là  : 


^^)^'''  =  7Tr3 


Celte  formule  générale,  beaucoup  moins  commode  que  la 
règle  précédente,  a  été  trouvée  par  M.  Puiseux. 

V.  Revenant  à  Téquation  (A),  nous  auront,  en  chan- 


(  «35  ) 
géant  n  en  n  —  i,  n  —  »,•••■,  3  «a  »  >*  et  ajoutant, 

B,  .         .      C, 


S, 


(D) 


OU 


"H  "5"  Aii+.i,j  ^f- —  A«4.i,a 


(E) 


-f--^{/l  +  l)/f .  .  .(/t  —/y  4-  2) 


Cp 


(«-hi)/i.. .  (/i  — />-f-3)  -h. 


+  -5'' («H-  i)/i(«—  i) -h -(/!-+-  l)  il. 


Par  exemple,  la  somme  des  sixièmes  puissances  des 
nombres  i,  a,  3,...,  lo  sera 

-ii*io.g.8.7.6.5  +  -ïT-ii.io.9.8.7.6  +  -7-  ii.io.g.8.7 

.90  o  .  3i  .1 

-h^ii.  10.Q.04--5-  ii.io.q4--  n.io 
4-  o  "2 

=  iio(ai6o  4-7560-4-6552-1-  1620  4-93)4-55 

=  I  978405. 

En  eflet, 

!•  4-  »•  4-. .  .  4-  10*  =  I  4-  64  4-  779  4-  4'^  -*-  15625 
-4-  46  656  4-117  649  4-  262  144 
4-  53i  44^  +  1  000000  =  I  978405. 


(  »36  ) 
RBIAIOIIBS  MVBISBS  SUR  LES  NOnRES  PREMIERS 

(fOlrp.  IM); 

Pae  m.  V.-A.  LEBESGUE  (suitb). 


3.  TniORÈHE.  Chacune  des  formules 

où  X  est  un  entier,  renferme  une  infinité  de  nombres  pre- 
miers. 

Cette  proposition  dépend  des  trois  propositions  suivan- 
tes faciles  à  établir  : 

1**.  La  formule  x*  —  a  n'a  aucun  diviseur  premier 
de  forme  8/r  4-  3  ,  8A:  +  5. 

2**.  La  formule  x*  +  2  n'a  aucun  diviseur  premier  de 
forme8A-l-5,  8Â:-f-3. 

La  démonstration  est  toute  semblable  à  celle  du  théo- 
rème IL 

Soit,  s'il  est  possible,  ^  =  8A:-+-3  un  diviseur  de 
x*  — 1 2  plus  petit  qu'aucun  diviseur  des  formes  8  A  +  3 , 
8A  +  5;  comme  on  peut  toujours  supposera  impair  et 
plus  petit  que  p^  X*  — .  2  sera  impair  et  de  forme  8m  -H  7, 

Dans  l'équation 

jy  sera  de  forme  8Ar-|-  5  et  inférieur  àp  (*).  Ainsi, d'après 
l'hypothèse  ^jr  ne  saurait  être  premier.  Si  j*  est  composé , 
on  verra  qu'un  de  ses  facteurs  est  nécessairement  de  forme 
8k+3^Sk-hS\  pne  serait  donc  pas  un  diviseur  de  a:* —  2 
plus  petit  qu'aucun  diviseur  des  formes  8Ar  4-  3 ,  8A  4-  5. 

On  prouve  de  même  la  proposition  relative  aux  divi- 
seurs premiers  de  x*  +  a- 

3^.  Les  formules  x'  —  a,  x* — am^  sont  simultané- 


(*)  Car  on  apy  -h2  </''. 


(  >37  ) 
ment  divisibles  ou  non  divisibles  par  p^  nombre  premier 
à  m  et  â  â. 

Si  a:' —  a  estdivisible  parp ,  (mx)*  —  ani?  Test  aussi. 
Si  X*  —  am*  est  divisible  par  p^  {^^Y — a[mkY  l'est 
aussi,  et  Ton  posera 

mA=pàdbi> 
4°.  Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  forme 
8*4-1. 

n*a,  diaprés  sa  première  forme,  que  des  diviseurs  8Ar  4-i 
ou  SA  +  5  ;  d'après  la  seconde  forme,  il  n'a  pas  de  divi- 
seurs 8 A:  +  5.  Le  nombre  x*  +  i  n*a  donc  que  dies  divi- 
seurs premiers  de  forme  8X:  -=H  !•  Si  la  suite  finie  de  ces 
diviseurs  était  pt,  Pi  vm  P*^  ^^  posant 

on  serait  conduit  à  admettre  que 

iPiP2-..piY'+     I 

est  premier  ou  divisible  par  un  des  nombres  premiers 
Piy  Pt^"*9  Pi^c^ qui  est  impossible. 

5°.  U  7  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  forme 
8*4-5. 

Démonstration  de  même  espèce  en  partant  de  x*  4- 1 
ou  Ton  posera 

d'où 

ar>-hi=:  i6r' (/ 4-  l)  H- 5, 

quantité  non  divisible  par  5.  On  posera  ensuite 

jr  =  p,p,...pi. 

Les  nombres  pi  sont  de  forme  8*4-5,5  excepté. 

6®.  n  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  forme 
8*4-3. 


(  a38  ) 
Ed  partant  de  la  formule 

X»  4- a  =  8^  4- 3. 

pour  X  impair,  on  prouvera  de  même  que  la  série  des 
nombres  premiers  8  Ar  -f-  3  est  illimitée. 

7®.  De  même,  pour  prouver  que  les  nombres  premiers 
de  forme  8  A: -I- 7  sont  enncmibre  illimité,  on  partira  de 

la  formule 

X»— a  =  8it-f-7 
pour  X  impair. 

•    A.  Théokêxb.  Sur  la  factorielle  des  nombres  pre- 
miers. 

Le  produit 

i.a.3.4«**  x^siVLx 

est  ce  qu'on  nomme  une  factorielle. 

Le  produit 

i.2.3.4*5-7«it***/'«=  P' 
est  la  factorielle  des  nombres  premiers. 

Par/7^,  on  indique  le  nombre  premier  qui  approche 
le  plus  de  x  par  défaut. 

Le  théorème  suivant  est  du  â  M.  Tcbebichef. 

On  a  toujours 

n,  =  P(x).p(î).l.(|)... 

p(^).p(v1)p(v1)-- 

P(yi)..(v/f).p(y/|)... 


(») 


Si  Ton  convient  de  représenter  par  e  (  -  j  Pentier  ^al 

ou  immédiatement  inférieur  h  la  quantité  positive  -9  on 
voit  tout  de  suite  que  si  0  est  un  non^bj^  premier  inférieur 
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à  X,  Tcxposant  de  6  dans  le  produit 

pwp(f).p(f). 

serae(î). 

L^ezposaat  de  0  dans  le  produit 


P 
sera  de  même  e 


^^'Hs/iy 


Et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  l'exposant  de  0  dans  le  se* 
coud  membre  de  l'équation  (a)  sera 


(jh-i^y-ii} 


qui^  comme  ou  le  sait,  est  Texposant  de  0  dans  le  produit 

Ce  théorème  a  été  introduit,  je  crois  ,  dans  V Arithmé- 
tique de  M.  Bertrand,  dont  les  traités  élémentaires  sont 
très-substantiels. 


SOLIITiON  DE  U  QUESTION  315 

(folrp.«)i 

Paa  m.  PAINVIN, 

Professaenr. 

L'énoncé  de  la  question  n'est  pas  exact  (^). 

Soient  : 

X.-,  Yi ,  Zi  les  coordonnées  du  point  M^; 

(')  On  a  omift  le  facteur  n—  i?  Tm. 
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x^y^  z  celles  du  point  E; 
X ,  Y,  Z  celles  du  point  N  5 
A  étant  pris  pour  axe  des  coordonnées 

je  cherche  le  minimum  de  Texpression  suivante  : 

F  =  M ,  E -h  M,  E -H . . .  4- M„  E  — /?  A  E , 

—  ;>(x»  4- /•  +  «'); 
cette  expression  devient,  en  développant  et  en  posant 

*■  +  r.  +  «.•  =  '.  » 

ou 

p^V'^      X'H-Y'+Z' 

SOUS  cette  forme  on  voit  iininédiatcment  que  le  minimum 
de  l'expression  F  s'obtiendra  en  posant 


Y 


n  —  p  n  — p  n  —  p 

Le  point  E  ne  coïncidera  avec  le  point  N  que  lorsqu  on 
fera  p  =  n  —  i . 

Note  du  Rédacteur.  M,  Félix  Lucas,  élève  de  TÊcoIe 
Polytechnique ,  est  parvenu  au  même  résultai. 


(  ^4«  ) 

PUDVB  ÉLÉUNTAIRE  de  la  rotation  DR  LA  TERRE 
PAR  LES  OSCILUTIONS  DD  PENDULE  LBRE; 

Pae  m.  L'abbé  SOUFFLET, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques, 

Professeur  au  collège  Saint-Vincent,  à  Rennes. 

1^.  Si  je  développe  un  cône  droit  à  base  circulaire  sur 
son  plan  tangent ,  j'obtiens  un  secteur  dont  l'arc  est  égal 
â  la  circonférence  aTcR  de  la  base  et  dont  le  rayon  est  le 
côté  a  du  cône.  L'angle  x  du  secteur  est  donc 

36o«X-» 
a 

d'après  la  proportion 

*  :  36o»  ::  2irR  :  27ra; 

R. 
et  comnte  le  rapport  -«  est  par  définition  le  sinus  de  Tan- 

gle  0  du  cône ,  nous  aurons 

X  =  36o*  siû  d  • 

a°.  Il  s'ensuit  que  le  côté  a,  en  faisant  une  révolution 
autour'du  cône,  décrit  un  angle  égal  à  36o°  sinO^  en  ef- 
fet, la  somme  des  angles  très-petits  qu'il  décrit  à  chaque 
instant  de  50n  mouvement  est  égale  à  l'angle  du  secteur  :  le 
mouvement  de  a  qui  décrit  le  secteur  est  donc  le  même 
que  celui  qui  décrit  le  cône  et  peut  le  remplacer. 

3^.  Le  côté 'a  décrivant  le  cône  et  emportant  avec  lui 
une  normale  au  cône  la  fait  tourner  sur  elle-même  d'un 
angle  36o^  sinO  égal  à  celui  qu  il  décrit  ^  en  effet,  cette 
normale  et  la  tangente  déterminent  un  plan  qui  tourne  à 
chaque  instant  sur  la  normale  d'un  angle  égal  à  celui  que 

inn.  d*  Maihfmat.,  t.  XV. (Juillet  i856.)  l6 
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décrit  a  dans  le  secteur  :  ainsi  un  cône  faisant  une  révo- 
lution sur  son  axe,  une  perpendiculaire  à  sa  surface 
tourne  sur  elle-même  d'un  angle  égal  au  développement 
du  cône  ou  de  36o^  sind. 

4**'  Si  la  rotation  du  cône  sur  son  axe  (*)  est  uniforme 
et  dure  vingt-quatre  heures ,  la  durée  t  de  la  roution 
complète  d'nae  normale  sera  donnée  par  la  proportion 

r  :  7.1^^  ::  36o°  :  36o*>sine, 
et  Ton  aura 

ai*» 

r  =  -r5-=32S2362 

smô 
pour 

Celte  durée  varie  de  vingt-quatre  heures  à  Tinfini  pen- 
dant que  0  passe  de  o  à  90  degrés. 

5^.  Concevons  maintenant  un  cône  circonscrit  à  la 
terre  suivant  un  parallèle,  pendant  que  ce  cône  avec  la 
terre  fera  une  révolution  sur  son  axe.  Le  fil  à  plomb  tour^ 
nera  sur  lui-même  de  36o^  sin  9  ;  6  étant  l'angle  du  cône 
ou  la  latitude  du  parallèle.  Ainsi  la  latitude  de  Rennes 
étant  48^  7',  la  révolution  complète  du  fil  a  plomb  sur 
lui-même  y  dure  3a**,a362  (heures  sidérales)  ou  Sa"^  9" 
(heures  communes).  Au  pôle,  cette  durée  est  de  vingt- 
quatre  heures  sidérales,  et  à  Féquateur  le  mouvement  est 
nul  :  tels  sont  les  corollaires  des  paragraphes  précédents. 

6^.  Mais  l'inertie  du  mouvement  oscillatoire  du  pen*> 
dule  libre  ne  permet  pas  à  son  plan  d'oscillaûon  de  tour- 
ner sur  sa  verticale  ;  ce  plan  paraîtra  donc  tourner  au* 

(^)  La  normale  change  à  cbaqne  instant  de  direction,  et»  par  conté* 
quont)  l*angleqii*elle  faitavee  la  direction  primitive  yarie,  et  la  normale 
mobile  tourne  antoar  de  la  normale  considérée  comme  fiie. 
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dessus  de  rhorizon  et  accusera ,  par  conséquent,  la  rota- 
tion de  la  terre  sur  son  axe.  C'est  ce  que  constate  Texpé- 
rience  de  M.  Foucault. 


QUESTIONS. 

331.  Soient  les  jours  relatifs  au  soleil  vrai,  au  soleil 
fictif  dans  l'écliptique,  au  soleil  fictif  dans  Féqaateur. 
Quand  ces  jours  considérés  deux  à  deux  sont-ils  égaux? 
Quand  les  trois  jours  sont-ils  égaux? 

332.  Soit 

M  et  N  sont  des  fonctions  algébriques  entières  de  x 
n'ayant  pas  de  facteurs  communs  \  k  est  un  nombre  entier 
positif.  Désignons  par  P  le  plus  grand  commun  diviseur 

de  X  et  de  -^  :  faisons 

OJC 

alors  N  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Q  et  de 

'^  ^  ^*  (OSTEOGRADSKT.) 

333*  Etant  donnée  une  ligne  d'intersection  de  deux 
surfaces  de  degrés  m  eln^  quels  sont  les  degrés  respectifs 
des  surfaces  formées  par  les  normales  principales ,  les 
tangentes  de  la  courbe  et  les  axes  des  plans  osculateurs? 

334.  Éunt  donnés  un  triangle  ÂBC  et  un  point  quel- 
conque C  dans  l'intérieur  du  triangle,  on  mène  les  trans- 
versales AOa,  B0&,  COc^ona  Tidentité 

I  I  t  I  I  I 


AO*       BOc      CO<i       AOr       BOtf       CO* 

(Maiviihbim.) 
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MÉTHOBE  DE  I.  GADCHY 
Poir  aoJiier  la  nélkode  le  Newtoi  dâis  la  résilitiei  des  éf utins 


Pae  m.  HOUSEL, 

Professeur. 


1 .  On  sait  que  la  méthode  de  Newton  est  quelquefois 
en  défaut,  c'est-à-dire  que  la  correction  qu'elle  fournit, 
ajoutée  à  la  première  valeur  approchée  de  la  racine, 
donne  quelquefois  une  somme  plus  éloignée  de  cette  ra- 
cine que  les  limites  qui  la  comprennent.  Aussi  divers  ma- 
thématiciens ,  tels  que  Fourier,  ont  cherché  avec  plus  ou 
moins  de  succès  à  la  perfectionner  en  écartant  ces  causes  { 

d'erreur.  M.  Cauchy  a  résolu  complètement  ce  problème;  | 

mais,  quoique  son  travail  soit  publié  depuis  vingt  ans, 
quoique  M.    l'abbé  Moigno  ait  essayé  plusieurs  fois,  et  ' 

notamment  dans  le  tome  X  des  Noui^elles  Annales,  de 
diriger  sur  ce  sujet  l'attention  du  monde  savant,  ce  pro- 
cédé n'est  pas  connu  comme  il  devrait  l'être,  et  nous  , 
croyons  utile  de  le  rappeler,  en  y  joignant  quelques  ob- 
servations et  surtout  la  manière  de  resserrer  une  racine  \ 
entre  deux  valeurs ,  l'une  supérieure ,  l'autre  inférieure. 

3.  Soit 

r=/(x) 

une  fonction  quelconque  algébrique  ou  transcendantej  on 
demande  la  plus  petite  racine  ec  de  l'équation 

comprise  entre  deux  valeurs  de  x ,  a  et  A. 
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Nous  remarquerons  que  cette  question,  étant  résolue 
d^une  manière  générale ,  dispensera  de  la  séparation  des 
racines  :  en  effet ,  dès  qu'on  aura  trouvé  avec  une  ap- 
proximation suffisante  la  plus  petite  racine  a  comprise 
entre  a  et  A,  en  ajoutant  à  cette  racine  a  une  quantité 
suffisamment  petite,  ou  obtiendra  sans  peine  une  valeur 
a'  telle,  que  a  et  a'  ne  contiennent  que  la  seule  racine  a. 
Donc  on  pourra  trouver  entre  a'  et  A  une  seconde  ra- 
cine ,  et  ainsi  de  suite,  sMl  y  a  lieu. 

On  peut  toujours  supposer  a  positif,  sauf  a  changer 
le  signe  de  X  si  cela  est  nécessaire;  dès  lors  A  sera  positif: 
mais  on  peut  aussi  supposer  a  ^o,  car  rien  n'empêche  de 
partir  de  la  valeur  a  =  o.  Enfin ,  observons  que  l'on  peut 
encore  supposer/!  a)  ]>o  :  en  effet,  considérons  la  courbe 
dont  Féquation  est 

si/ (a)  est  négatif,  il  suffira  de  changer  le  sens  des  or- 
données ,  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  tous  les 
termes  dey(x). 

3.  Cela  posé,  toute  la  méthode  est  fondée  sur  le  théo- 
rème suivant  qui  se  trouve  dans  quelques  Algèbres ,  mais 
que  nous  croyons  devoir  démontrer  ici ,  parce  qu'il  n'est 
pas  très-répandu. 

Soient  R  la  plus  petite  et  S  la  plus  grande  valeur  que 
reçoit  la  fonction  déri\>ée  f  '  (x)  lorsque  x  croît  par  degrés 
insensibles  depuis  sl  jusqu'à  A  ;  la  valeur  du  rapport 

X  —  a 

sera  toujours  comprise  entre  K  et  S  ^  six  est  compris  entre 
a  et  A. 

En  effet,/'  (x)  étant  la  limite  du  rapport  deTaccrois- 
raenl  de/(x)  à  celui  de  jc,  on  peut  toujours  trouver  un 
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nombre  h  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

et 

/(^-H*)-/(»)<^,(,)^._ 

c  étant  une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra.  Donc, 
à  plus  forte  raison , 


et 


<S4-f. 


D'après  cela,  concevons  que  Fon  interpose  entre  les 
lîmitesa  et  x  des  valeurs  croissantes  de  x,  savoir  J^i  ,XtvM 
x„  assez  rapprochées  pour  que  les  conditions  précédentes 
soient  toujours  remplies  quand  on  prendra  Tune  de  ces 
valeurs  pour  x  et  la  suivante  pour  x-hh.  Les  fractions 

Xj  •—  a  Xj  —  Xi  X  —  Xn 

seront  toutes  plus  grandes  que  R  —  6  et  toutes  plus  pe- 
tites que  S -h  e. 

Or,  comme  toutes  ces  fractions  ont  des  dénominateurs 
positifs,  si  Ton  divise  la  somme  de  leurs  numérateurs 
par  la  somme  de  leurs  dénominateurs ,  on  obtiendra  une 
nouvelle  fraction  qui  sera  elle-même  comprise  entre  R+  e 
et  S  +  6  ;  car  si  Ton  additionne  les  inégalités 

/(x.) -/(«)>(*. -«)(R-«), 
/•{*)  -/(x.)>(*-*.)(R-«), 
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on  aura,  en  réduisant, 

/(x)-/(«)>(*-«){R-.) 

OU 


*  —  a       "^ 


De  même 


/C^)-/(^) 


<S4-*; 


donc  i  la  limite,  pour  6  =  0,  on  trouvera  le  théorème 
énoncé. 

4*.  Ainsi  y  X  étant  compris  entre  a  et  A ,  F  (x)  sera  une 
des  valeurs  que  prendray(j:)  pour  x  compris  entre  a 
et  A  ;  or,  puisque  f[a)  ]>  o  ,  a  étant  la  plus  petite  ra- 
cine ou,  ce  qui  revient  au  même,  a  étant  la  première 
racine  dey  (a.)  =  o  depuis  a  jusqu'à  A,  on  voit  quey(j:) 
diminue  quelque  part 'entre  a  et  a,  et ,  par  conséquent, 
/'  (x)  prend  des  valeurs  négatives  dans  ce  même  inter- 
valle. 

5.  Cela  posé ,  l'équation 

r  =/(*) 

de  la  coorbe  que  nous  considérons  pouvant  être  mise 
sous  la  forme 

r=/(«)-H(*-«)F(«), 

comparons-la  avec  l'équation 

d'une  droite  qui  partira  évidemment  du  même  point  que 
la  courbe ,  puisque  x  —  a  donnera 

et  cherchons  quel  doit  être  le  coefficient  m  pour  que  la 
droite  rencontre  l'axe  des  x  avant  le  point  de  la  courbe 
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qui  correspond  à  jr  =  a.  Il  suffit  pour  cela  que,  dans 
Tintervalle  de  a  jusqu'à  a,  on  ait  toujours /i  <!j^>  ca** 
si  cette  condition  est  remplie,  l'ordonnée  de  la  courbe  sera 
encore  positive  quand  celle  de  la  droite  sera  annulée.  Il 
est  clair  qu'on  y  parviendra  en  donnant  à  m  une  valeur 
inférieure  à  toutes  celles  que  peut  avoir  F  [x)  dans  l'inter- 
valle  indiqué.  Ainsi  tout  se  réduit  à  prendre  le  minimum 
de  F  (op) ,  c'est-à-dire  celui  de^  [x)  depuis  x  =  a  jus- 
qu'à j?  =  a ,  ou  plutôt  depuis  a  jusqu'à  Â ,  intervalle  qui 
comprend  le  premier.  Comme  nous  avons  vu  que/*'  (x) 
devenait  négatif  quelque  part  entre  a  et  a ,  on  conçoit  que 
ce  minimum  sera  un  maximum  numérique  des  valeurs 
négatives  de/'  (x). 

Voici  maintenant  ce  qu'il  y  a  de  simple  et  d'ingénieur 
à  la  fois  dans  la  manière  dont  M.  Cauchy  détermine  Cette 
quantité  m.  H  met  à  part  les  termes  positifs  et  les  termes 
négatifs  de/ (x)  et  pose 

/{x)  =  X(«)-^(x). 
ce  qui  donnera  aussi 

/'(x)=V(x)-^'(*), 

de  sorte  que/'  (x)  sera  décomposé  de  la  même  manière 
en  un  groupe  positif  et  un  groupe  négatif.  Or,  x  croissant 
coDstamment  depuis  a  jusqu'à  A ,  il  est  évident  que  l'on 
aura  le  minimum  àef  (x)  en  remplaçant  x  par  a  dans 
V  (x)  et  par  A  dans  fx'  (x)  \  donc  enfin 

m  ainsi  déterminé  donne  naturellement  yi  <^  y.  Donc, 
si  l'ordonnée  yi  =  o ,  la  valeur  correspondante  de  l'ab- 
scisse X  sera  comprise  entre  a  et  la  racine  a,  et  sera 
une  valeur  plus  rapprochée  de  a  \  cette  valeur  de  x,  pour 
laquelle 

/(a)4-m(a;  — fl)  =  o, 
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donnera 


4?  —  a  ==— ■ 

m 


et 

/{a) 


X  :=a  — 

m 


On  voit  maintenant  comment  on  pourra  approcher  in- 
définiment de  a.  Soit 


m 
cette  première  valeur  de  x;  nou»  aurons  ensuite 

^a  =  Û|  —  > 

en  posant 

in.  =  V(a.)-pt'(A). 

On  aura  de  même 

et  ainsi  de  suite.  On  trouvera  d'une  manière  analogue  la 
plus  grande  des  racines  comprises  entre  a  et  A ,  en  reve- 
nant de  Â  â  a. 

6.  Cette  méthode  présente  le  cachet  de  rigueur  et  de 
généralité  qui  caractérise  les  travaux  de  M.  Cauchy, 
mais  elle  est  moins  avantageuse  que  celle  de  Newton , 
quand  celle-ci  est  applicable.  En  effet)  au  lieu  de  prendre 

^_,       /H 

'-"       *'(fl)-ft'(A)' 
Newton  pose 

-         V(«)-p'(fl)' 
puisque 

/'(«)  =  V(«)-^'(«). 

Or,  de  ces  deux  quantités,  m  et/'  (a),  toutes  deux  né- 
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gatives,  du  moins  quand  la  correction  de  Nenv  ton  est  appli- 
cable ,  la  plus  grande  numériquement  est  m ,  parce  que 
la  portion  n^ative/x'  (A)  est  plus  grande  que  dans/'  (a). 
Donc ,  daas  la  méthode  de  Newton ,  le  dénominateur  de 
la  correction  étant  plus  petit ,  la  correction  sera  plus  con- 
sidérable, et,  par  suite,  plus  avantageuse. 

D'après  cela,  il  est  important  de  pouvoir  reconnaître 
dans  quelles  circonstances  la  méthode  de  Newton  est  ap- 
plicable. M.  Cauchj  est  encore  parvenu  à  résoudre  ce 
problème ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Siy  (x)  croit  d'une  manière  continue  de  a  jusqu  i  A, 
les  valeurs  négatives  de  cette  quantité  décroissant  numé- 
riquement, il  est  clair  que/^  (a)  sera  le  minimum  cher-, 
ché,  c'est-à-dire  le  maximum  des  valeurs  négatives  que 
nous  avons  appelé  m  \  on  aura  donc 

C'est  la  correction  de  Newton. 

Si,  au  contraire,/' (x)  va  toujours  en  décroissant  depuis 
a  jusqu'à  A,  les  valeurs  négatives  de  cette  quantité  crois- 
sant numériquement,  on  pourra  évidemment  prendre 
/'  (  A)  pour  valeur  de  w,  ce  qui  donnera 

Cette  correction  a  encore  été  indiquée  par  Newton ,  cepen* 
dant  on  néglige  de  la  faire  connaître  dans  les  ouvrages  élé- 
mentaires ,  sans  doute  parce  qu'elle  n'a  pas ,  conmie  la 

correction  —  *  j  ime  signification  géométrique  rela- 

J    V     / 

iive  à  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe.  Mais  elle 
n'en  est  pas  moins  utile ,  et  l'on  doit  remarquer  qu'on 
trouve  bien  plus  souvent  qu'on  ne  le  pensel'occasion  d'em- 
ployer la  méthode  de  Newton ,  si  l'on  appelle  ainsi  l'en- 
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seinble  des  deux  corrections  que  nous  venons  d'eviuni- 
ner. 

Pour  reconnaître  si/'  (x)  varié  d'une  manière  conti- 
nue, observons  quel  sera  le  signe  de 

/•(x)=X«(x)-.^-(*). 

qui  est  la  dérivée  def  (x).  Si  Ton  fait  tour  à  tour  dans 
la  sonune  des  termes  positifs  x  =3  a  et  a?  =3:  A ,  et  dans  la 
sonune  des  termes  négatifs  x  =  A  et  x  =  a ,  on  obtiendra 
deuxdifférencesV'(a)  — ^"(A)eti''(A)~fx''(a),dont 
la  première  est  évidemment  inférieure,  la  seconde  évi- 
denunent  supérieure  à  toutes  les  valeurs  dey*''^(x)  dans 
Tintervalle  de  x=aàx=A.  Donc  si  ces  deux  diffé- 
rences sont  de  même  signe,  il  en  sera  de  même,  à  plus 
forte  raison,  pour  toutes  les  valeurs  de  f^  (x)  comprises 
dans  cet  intervalle  <,  ainsi  le  caraetère  cherché  pour  la 
continuité  sera 

X"  («)-,.' (A)  ^, 

puisque  les  deux  termes  de  cette  fraction  devront  avoir  le 
même  signe. 

Cette  condition  étant  remplie,  si  les  deux  signes  des 
termes  de  la  dernière  fraction  sc^t  positifs,/' (x)  croît 
toujours  dans  l'intervalle  indiqué  :  donc  la  correction  est 

—  "i,       ;  si  le  deux  signes  sont  négatifs,  /^  (x)  décroît 

constamment:  donc  la  correction  sera  —  v, \  /. 

f  (A) 

Nous  allons  voir  ce  qu'il  faut  faire  quand  les  deux 
signes  sont  opposés. 

.7.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  les  correc- 
tions étaient  toujours  additives,  ce  qui  ne  permettait 
d'approcher  de  la  racine  que  d'un  seul  côté*  Mous  allons 
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chercher  maintenant  à  resserrer  cette  racine  entre  deux 
valeurs ,  l'une  inférieure  et  toujours  croissante ,  comme 
précédemment  9  l'autre  supérieure  et  toujours  décrois- 
sante. Seulement,  il  faut  admettre  pour  cela  que  cette 
racine  soit  séparée ,  et  nous  avons  vu  que  les  recherches 
précédentes  permettent  d'y  parvenir. 

Nous  supposerons  donc  que  a  est  la  seule  racine  com- 
prise entre  a  et  A  ;  alors ,  puisque/*  (a)  >  o ,  on  a  néces- 
sairement/( A)  <;  o. 

On  s'approchera  toujours  de  a  vers  a  en  posant 

>» 

et 

w  =  V(«)-^'(A). 

En  modifiant  légèrement  les  raisonnements  qui  ont  con- 
duit à  cette  correction ,  on  trouvera  pour  approcher  de  A 
vers  a  ,  la  valeur 

m 
que  Ton  peut  d'ailleurs  vérifier  en  remarquant  que  U 
correction  —  *ii-J  est  négative  comme  cela  doit  être  puis- 
que/ (A)  et  m  sont  tous  deux  négatifs  \  de  plus 

étant  maximum  numérique  des  valeurs  négatives  de 
f  (x) ,  la  correction  ne  peut  être  trop  considérable. 

Cette  méthode  réussit  dans  tous  les  cas  possibles  ;  mais 
pour  que  l'on  soit  forcé  de  Fappliquer,  c'est-à-dire  pour 
que  la  méthode  de  Newton  ne  puisse  être  employée,  il 
faut  que  les  limites  a:  =  «  et  x  =  A  de  la  racine  a  com- 
prennent un  changement  dans  la  marche  des  valeurs  de 
f'(x)  qui  croîtrait  après  avoir  décru  ou  récîpiHKjuementi 
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en  d^ autres  termes,  il  faut  que  la  courbe  représentée  par 
Téquation 

ait  une  inflexion  dans  cet  intervalle.  Dans  cette  circon- 
stance même,  on  peut  généralement  ramener  cette  re* 
cherche  au  cas  ordinaire  en  prenant  pour  Tune  des  limites 
de  a  la  valeur  de  x  qui  correspond  à/''  (x)  =  o  et  qui 
donne  par  conséquent  le  point  d'inflexion. 

8.  Voyons  ce  qu'il  faut  faire  pour  resserrer  la  racine 
en  plus  et  en  moins  quand  la  méthode  de  Newton  est  ap- 
plicable, puisque  T  emploi  en  est  plus  avantageux,  quand 
il  est  légitime. 

On  reconnaîtra  sans  peine ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  jus- 
qu'à présent,  que  si/'  (x)  croit  toujours  de  a  jusqu'à  A , 
on  doit  prendre 

et 

A  -A       A'^'> 

Si,  au  contraire,/' (x)  décroît  toujours ,  il  faut  poser 

/■(«) 
Ot  ^za  —~  — î — — 

/'(A) 
et 

Enfin  nous  terminerons  en  rappelant  que  nous  avons 
supposé  la  racine  a  positive,  ainsi  que  ses  limites  a  et  A  : 
de  plu5 ,  nous  avons  aussi  supposé/ (a)  ^o,  et,  par  suite, 

(*)  Fourier  indique  celte  méthode,  mais  il  U  soumet  à  des  restrictions 
qui  ne  sont  pas  toutes  nécessaires. 
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f(A)  <^  o.  Si  renoncé  de  la  question  ne  rentrait  pas  dans 
ces  suppositions,  il  serait  facile  de  Vj  ramener. 

9.  Il  nous  reste  maintenant  à  donner  quelques  exem- 
ples. 

Soit  Tëquation 

jc*  —  2«'  —  x-f-  1=0 

dont  les  racines  sont  comprises  Tune  entre  o  et  —  i , 
l'autre  entre  o  et  i,  et  enfin  la  troisième  entre  a  et  3. 
Cherchons  la  seconde  racine  pour  laquelle  a  =  o,  A  =  i, 
ce  qui  donne 

/{a)=i     et    /(A)  =  -i. 

On  trouve 

/'(jc)=3x»  — 4x—  I. 

et 

/"(x)  =  6x^-4; 

donc/^(x)  prenant  des  valeurs  différentes  pour  les  li- 
mites qui  comprennent  la  racine ,  on  ne  pourra  pas  comp- 
ter sur  la  méthode  de  Newton ,  et  il  faut  prendre  avec 
M.  Cauchy 

ce  qui  donne 

iw  =  — 5,     ^,  =  0^2 
et 

A|  =  o,8. 
Ensuite 

«.  =  V(û.)-jx'(AO  =  — 4>o8, 

d'où  Ton  tire 

ïî;,  =  o,38    et     Al  =  0,66; 
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on  trouvera  de  même 

aa  =  o,5,    A3=:o,584* 

Une  fois  arrivé  à  ce  point ,  on  pourra  employer  ]a 
méthode  de  Newton.  En  effet,  le  point  d'inflexion  de  la 
courbe  dont  l'équation  est 

étant  donné  par  la  valeur  de  x  qui  rend  nulle  la  dérivée 
seconde  6x  —  4  y  c'est-â-dire  par  la  valeur  x  =  0,666 , 
on  voit  que  la  courbe  ne  subit  pas  d'inflexion  depuis 
x=  0,5  jusqu'à  x=o,584.  Comme /"(x)  est  négatif 
pour  ces  deux  valeurs,  f  (x)  diminue  dans  cet  inter-' 
valle  ^  donc  on  devra  poser 


et 


(A.) 

ce  qui  donnera 

114=0,554    et    A4  c=  0,555. 

En  continuant  ainsi  Ton  trouve 

x=z  0,55496. 

10.  Considérons  encore  l'équation  transcendante 

ar.2'=:3o(*). 

11  est  clair  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  négatives,  puisque  le 
premier  membre  serait  alors  négatif^  de  plus,  il  n'y  aura 
qa*nne  seule  racine  positive,  car  le  premier  membre  croit 
indéfiniment  à  partir  de  x  =  o. 

(*)  Cette  équation  ettdé)à  résolue  par  Pacciolo.  Th. 
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Posons 

/(^)r=:3o  — j:.2'; 

on  reconnaît  que  la  racine  est  comprise  entre  a  =  3  qui 

donne 

/(a)  =  6, 

et  A  =  4  pour  lequel  ^ 

/(A)  =-34. 
Ensuite 

/'(ar)  =  -.2'(H-x/a) 
et 

/*'(a:)  =  —  a*/2(2  -f-x/a), 

en  indiquant  par  I2  le  logarithme  népérien  de  a,  c'est4- 
dire  0^69314718.  On  peut  voir  facilement  quey'''(x) 
étant  toujours  négatif,/'  [x)  décroît  constamment;  on  a 
donc 

a  -a        -^("^ 

et 

car  la  méthode  de  Newton  peut  s'appliquer  ici  puisqu'il 
n'y  a  pas  de  changement  de  courbure  dans  Fintervalle  de 

x  =  3  àx=  4* 
On  a 

/'(34)=-6o,36i4, 
ce  qui  donne 

£ii=:3yi     et    Al  =  3,4- 

On  calculera  facilement  a'  par  logarithmes,  et  Ton  par* 
viendra  bientôt  à  la  valeur  a:  =  3,aa  qui  est  suffisamment 
approchée,  car 

/(3, 22)  =  0,00001. 
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EXIRGIGES  D  ALGÈBRE 

Extraite  di  Haiel  des  easdidab  iPEcole  PolyteeiiiiifM 

Db  m.  catalan  (*). 


I.  Étant  donné  le  système 

JPi  -f-  X,  4-  -n  4- . . .  -h  x^     =  fli , 
jr.  H-  Xj  -f-  ^4  -H .  . .  H-  Xp^i  =  a,, 

x»  4-  X,  -h  .«^3  -h ...  4-  x^-i  =  a„^ 

trouYer  dans  quel  cas  il  est  déterminé,  indéterminé  ou 
impossible.  Quand  il  est  déterminé ,  quel  est  son  déter-- 
minant  et  quelles  sont  les  valeurs  des  inconnues? 

n.  Transformer  l'expression   p= ^-=z ^  en 

une  autre  dont  le  dénominateur  soit  rationnel. 

III.  En  représentant  par  m  un  nombre  plus  grand  que 
Tunité^on  a 

I  1.2  I .2.3 

'H : Ht ; tt r— tH- 


m-hi        (iwH-  i)(/n4- 2)       {/w  4-  i){/w -h  2)(iii -f- 3) 

m 

4-...  = 

m  —  I 

IV.  De  combien  de  manières  peut-on  former  le  nom- 
bre 25 1  par  Taddition  de  douze  nombres  entiers,  infé- 
rieurs à  5o? 


(*)  Sous  presse,  chez  M.  Mallet-Bachelier. 
Am,  de  Matkémat,,  t.  XV.  (Juillet  i856.)  I? 
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V.  Démon irer  la  double  inégalité 


;>i- 


VI.  Développer,  en  série  ordonnée  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  de  a?,  la  fonction 

X  2x'  3jr»  tx^ 

I  —  X       I  —  jc*        1  —  or*        I  —  x* 

Quel  sera  le  coefficient  de  ;c".  La  série  sera-t-elle  conver- 
gente (i  >x>  o)? 

VII.  Trouver  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des 
n  premiers  nombres  naturels. 

Vni.  Trouver  la  plus  petite  valeur  entière  de  x  véri- 
fiant Tin^alité 

(l,Ol}»>  lOJf. 

IX.  Une  personne  emprunte  pour  un  an,  à  intérêt  com- 
posé^ un  capital  a.  Elle  convient  de  se  libérer  au  moyen 
de  n  payements  égaux ,  efifectués  à  des  intervalles  de  temps 

égaux  entre  eux.  Le  premier  payement  sera  fait  -  d'année 

après  le  moment  de  Temprunt.  Le  taux  de  l'intérêt  est  de 

-  pour  franc  pour  -  d*année.  On  demande 

I  ^.  La  valeur  b  de  chacun  des  payements  ; 

7^,  Vers  quelle  limite  tend  le  rapport — 9  lorsque  n 

augmente  indéfiniment  \ 

'i^.  Comment  varie  cette  limite  lorsque  r  diminue; 
4^.  Quelle  est  la  valeur  de  cette  limite  pour  r  =  o. 

La  suite  prochainement. 
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SOLDTION  M  U  QURSTIOR  SIS 

(TOârpifviM); 

PikB  M.  FiLix  LUCAS, 

tiére  de  VÉoole  Polytaelwiqufl. 


Soit  un  système  de  n  forces  appliquées  au  point  A  et 
représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les  longueurs 
AMi9  ÂMi,...,  AMn,  et  soit  AN  la  résultante. 

E  étant  un  point  quelconque  <le  l'espace,  on  forme 
Texpression 

iiiiV  M^V. . .  -f-Mli'—  Ai! 

Trouver  la  position  du  point  E  qui  rend  cette  expression 
minima. 

Je  prends  trois  axes  rectangulaires  passant  par  A  ;  j'ap- 
pelle 

les  coordonnées  du  point  M^ , 

a,  b,  c 
celles  du  point  N. 
On  a  alors  • 

«=2>*  *=2P'"  ^=2^'* 

S\  x^jj  z  désignent  les  coordonnées  du  point  E,  l'ex- 
pression proposée  est 
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ou  bien 

/  (/i— -  i)(.ar»4- r*-+-  2»)  — 2  (ax  -h  by  -{-  cz) 


+2(«>p;-H7;). 


Si  je  fais  mouvoir  le  point  E  dans  Fespace  de  manière 
que  cette  expression  conserve  une  valeur  constante  k^  ce 
point  décrira  une  sphère  (  réelle  ou  imaginaire)  dont  le 
centre ,  qui  ne  dépend  pas  de  la  constante  Xr,  a  pour  coor- 
données — 


n  —  1     n 


On  reconnaît  aisément  que  la  plus  petite  valeur  que 
puisse  prendre  la  fonction  (i)  pour  des  positions  réelles 
de  E  est  la  valeur  de  k  qui  réduit  à  un  point  la  sphère 
en  question.  Mais  alors  la  position  de  E  est  complètement 
déterminée.  C^est  le  centre  fixe  dont  nous  avons  parlé. 

Le  point  cherché  nVst  donc  pas  le  point  N  (^) ,  mais  il 
s^obtient  en  prenant  sur  AN,  à  partir  de  A,  la  (n — 1)«**»* 
partie  de  cette  droite. 

Note  du  Rédacteur,  Une  solution  anonyme ,  fondée 
sur  des  raisonnements  analogues  à  ceux  de  la  solution 
précédente,  nous  a  été  adressée  de  Luxembourg,  et  une 
autre  par  M.  Emile  Fron,  élève  du  collège  RoUin  (classe 
deM,  Suchet). 


NOTE  SIIR  UN  THÉORÈHE  ARITHNOLOCHQDB  D  EDLER 

(Totrt-XlV,  P.4S3): 

Par  m.   CHEVILLIER; 

Professeur  à  Besançon. 


Ce  théorème  doit  s'énoncer  ainsi  : 

m  et  i  étant  supposés  premiers  entre  eux,  si  l'on  peut 

— » 

{*)  On  a  rais  AE  au  lieu  de  (n  —  i)  AE';  faute  typographique. 
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trouver  un  nombre  entier  a:  tel,  que  ffix  —  &  divise 

mc-^abf 

la  valeur  correspondante  de  y  est  donnée  par  Téquatioii 

me  H-  oh 


car  on  a 


mjr  -^  az=z  7-, 

mx  —  0 


me  -{-  ab  -\-  ai mx  —  b ) 

m  [mx  —  b) 


si  m  et  &  ne  sont  pas  premiers  entre  eux ,  m  et  mx  —  t  ne 
seront  pas  non  plus  premiers  entre  eux  et  alors  j^  peut 
avoir  une  valeur  fractionnaire. 


SUR  LE  GALGBL  BB  ir  AU  MOYEN  MS  LOGARITIIIES  ; 

Par  M.  Is.   CHEVILUET. 

Si   Ton  calcule  tt  par  logarithmes  au  moyen  des  for- 
mules 


Pj  ==12*^2—  V^, 


P,=  2^  V^2--\/2  4-  V^2, 

qui  donnent  les  périmètres  des  polygones  réguliers  de 
4 ,  8 ,  1 6  , . . . ,  cotés  inscrits  dans  le  cercle  dont  le  diamètre 
est  l'unité ,  l'approximation ,  au  lieu  d'aller  toujours  en 
augmentant, diminue  bientôt,  ainsi  que  M.Dupain  Ta  fait 
observer  dans  le  dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales 
(p.  85).  Cela  est  facile  à  expliquer,  car  la  quantité  pré- 
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cédée  du  signe  mbios  dont  on  ne  connaît  jamais  que  les 
sept  premiers  chiffres  tendant  vers  a,  l'erreur  relative 
de  la  différence  croit  très-rapidement. 

Pour  éviter  cet  inconvénient  et  obtenir  ir  avec  tonte 
l'approximation  que  comportent  les  Tables,  j'emploie  de- 
puis longtemps,  au  lieu  de  ces  formules,  les  suivantes  : 

P«  =  2-p.       ■  f 

^22  2 


V^\/2-hv^  Y/a4-\^2-hv^ 


ir=sa-p    ._:,.  —====•••  àTinfini, 
Vâ  Va-hV^  V^24-  Va+Vâ 

qui  s'en  déduisent  facilement  et  qui  ont  déjà  été  données 
dans  les  Noui^eUes  Annales  par  M.  Catalan  (t.  I,  p.  190), 
et  aussi  par  Euler. 

Le  calcul  de  tt  au  moyen  de  cette  dernière  expression 
est  tout  entier  contenu  dans  le  ubieau  suivant  où,  pour 
abréger,  je  désigne  par  Di ,  Di,...,  D  les  dénominateurs 
des  fractions,  successives  et  le  produit  de  tous  les  déno- 
minateurs employés. 


loga 
log(2-f.D.) 

k>g{2  +  D,) 

log(2-hD,) 
log(2  4-D4) 
log(2  4-D») 
log  (a  -+-  D.  ) 
log(2-hD,) 
log(2-HD,) 
log(2-hD,) 
log(2  +  l).,) 
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=:o,3oio3oo  logDi 

=  0,5332908  îogD, 

=  o ,  SSSao-^g  log  D, 

=  0,5978674  IogD, 

=  o,6oioi3i  logDi 

=  0,6017984  logD« 

=  0,6019946  IogD, 

=  o ,6020437  log  Da 

=:  0 ,6020559  log  D» 

=  o  ,6020589  log  Dtr 

=  0 ,6020597  log  D|  1 


) 

=:  o,i5o5i5o  = 

=  0,2666454  = 

=  0,2926039  = 

=  0,2989337  = 

=  o,3oo5o66  = 
=  o , 3008992  = 
=  0,3009973  = 

=:  0,3010219  = 
=  0,3010279=: 
1=0,3010274  = 
=  0,3010298  = 


log 
log 


log 
log 
log 
log 
log 
log 
log 


log  D  =  3,i.i52ioi 

laloga  =  3,6ia36o6 
logD=3,ii52ioi 


,414214 
,847759 
,961570 
,990370 

'99759" 
»999397 
•999849 
»999963 

»99999o 
•999997 
.999999 


log  ir  =  0,4971499  =  log3, 141593. 


PROBLÈME. 

DéleraÎBf  r  la  sirfice  di  secoid  degré  «pi  ^se  par  leif  poiots  \ 
Pae  m.  poudra. 


Soient  a  ,  A ,  c ,  d,  e ,  y,  g ,  A ,  1  les  neuf  points  don» 
nës. 

Par  la  droite  ab  et  par  les  six  points  c,  d^e^f^  g  ^  h 
on  fait  passer  un  hyperboloïde  [Nouvelles  AnnaleSy 
mai  i856,  p.  161). 

Par  la  droite  gk  et  par  les  six  points  a ,  6 ,  c ,  d^e^j 
on  fait  passer  un  autre  hyperboloïde. 

Ces  deux  hyperboloïdes  se  couperont  suivant  une 
courbe  gauche  du  quatrième  degré  passant  par  les  huit 
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points  a^b,c^  dj  e^/^  g^  A,  qui  sera  donc  facile  à  con- 
struire par  points  {voir  p.   162). 

Si ,  par  le  neuvième  point  1 ,  on  mène  un  plan  quel- 
conque, il  coupera  la  courbe  du  quatrième  d^ré  en 
quatre  points  qui ,  avec  le  point  /,  détermineront  une 
conique. 

Or  la  courbe  du  quatrième  degré  qui  est  Tintersection 
des  deux  hyperboloïdes  appartient  également  à  toutes  les 
surfaces  du  deuxième  degré  passant  par  ces  huit  points  ; 
donc  elle  appartient  à  celle  qui  passe  par  les  neuf  points 
donnés.  Donc  la  section  •  conique  ci-dessus  déterminée 
par  un  plan  passant  par  le  neuvième  point  /  est  sur  cette 
surface  ;  on  peut  déterminer  ainsi  une  infinité  de  sections 
coniques  situées  sur'Ia  surface  cherchée. 

On  voit  aussi  qu'en  prenant  un  autre  point  que  le  point 
I  pour  le  neuvième,  on  aurait  d^autres  sections  coniques 
situées  sur  la  même  surface. 

La  surface  du  deuxième  degré  est  donc  déterminée. 


SUR  LES  SERIES  QUI  DONNENT  LE  NOMBRE  DE  RACINES  RÉELLES 

des  éqiatJMs  algébriqnes  à  one  00  i  plisieirs  iicsiiies^ 

Par  m.  François  BRIOSGHI  , 
Professeur  à  runWersité  de  Parie . 


1. 

Quelques  propriétés  des  formes  quadratiques  (*). 
1°.  Soit 

/=  2  2  ^''''  "''  "'         ^  ^^''  ~  ^'•''^ 

i*)  W0U8  engageons  le  lecteur  à  ne  prendre  qu'une  forme  quadratique  à 
trois  variables  u, ,  u,,  u,  et  il  verra  que  dans  cet  admirable  Mémoire  toat 
devient  tl'une  facilite  intuitive.  Ta. 


(  365  ) 
une  forme  quadratique  à  n  indéterminées  1119  «t,...,  li^) 
si  on  la  transforme  au  moyen  de  la  substitution  linéaire 

en  posant 

(2)  Ai,,  fl|,r  -f- A,,,a,,r  H-.  .  .-4-  AB,,fl„,r  =  A,,r> 

et  en  supposant 
on  aura 

(4)  /=2/''':- 

où  les  rectangles  ont  disparu.  La  substitution  linéaire 

(5)  tir  =  Cr,x  Wi  +  Cr,,  Wj  +  .  .  .  -f    C^,»  W^ 

transformera  d'une  manière  semblable  la  formel  dans 
celle-ci 

(6)  /=2,î''^'' 

en  faisant 

Ai,4  Ci^r  -|-  Al,,  Cj^r  "t~  .•.-!-  An,,  r„^;.  ^  «i,r» 
^i,r^i,,  4-  '^a.rCj,,  -h  .  .  . -H    ^n.r  <?«i.i  =  O  , 

Si  l'on  indique  par  A  et  C  les  déterminants  (*) 

1  .  rfA       rfC      ,        , 

et  par  «^„,  y^.c  les  expressions  ^ — >  ^ — ;  les   equa- 

(*)  H  est  à  regretter,  dans  Vintérët  de  renseignement  public,  que  la 
traduction  de  Touvroge  fondamental  sur  les  déterminants  de  M,  Brioscbi 
tarde  si  longtemps  à  paraître.  Il  y  a  urgence.  I'm  . 


(  a66  ) 
lions  (i)  donnent  réciproquement  t^  en  u 

A«»r=  «Lr  «1  -H  «i.r  «i  4".  -  -4-  «n.r  ««y 

et  en  substituant  pour  Ut ,   a« ,...,  tt„  les  valeurs  (5),  on 
aura 

(7)  APr  =  V»  «'i  -^  V,»  «'i  H- . . . 4-  ^i-^uff'ii» 

où 

Si,  au  moyen  de  la  substitution  linéaire  (  7) ,  on  trans- 
forme Tëquation  (4)i  1^  comparaison  de  ce  résultat  avec  la 
forme  (6)  donne  les  équations 

(8)  J  P^Kr'^P^K.r'^'-^P-K.r  =  9rA'' 

De  même,  en  posant 
on  obtient  les  équations 

a®.  Soient  «1,  «s  v-*»  ^r?  r  indéterminées;  je  désigne 
par  L  le  déterminant 

«I    *l,i    Al,t  •  •  •    V— 1,1 


•r    Ai,^   Ai,r«  •  •     A^^i^,. 

et  par  L,  l'expression 


.     dh  dL  ^.    ^^ 

Ai.i  3~  "t"  A,,j  --—  -f-  .  .  .  -f-  A,  r  -7— • 

aa,  aa)  aar 


Si  9  dans  les  équations  (8) ,  on  fait 

r=  I,      /  =  2,  3,...,  r 

on  obtient  r  équations,  lesquelles  multipliées  respective- 
ment par 


dh      dL 


dL 


dai  ,    da^  dor 


donnent 


i/L 


Des  mêmes  équations  (8)  on  déduira  d'une  manière  ana* 
logue  les  suivantes  : 


et  en  ajoutant  ces  équations  multipliées  respectivement  par 


dL      dJj 


dh 


doLi        dat  dor 


on  a 


(lo) 


En  désignant  par  M  le  déterminant 


«I        Pli        f*aif-         f*r-ï,t 
««        1*1.»        P»,f  ■  •         f*f^ïi» 


(  a66  ) 
et  par  M,  Texpression 

£/M  dM  dU 

^     doix  da}  ^         da..^i 

on  déduit  d'une  manière  analogue  des  équations  (9)  1  e- 
quation 

3^.  Supposons  que  les  coefficients  a^,, ,  c^,,  et  les  a  soient 
des  quantités  réelles ,  la  même  propriété  aura  lieu  pour 

L..     dh    dftl  ,^  ,         .  . 

,,  M,,  —  >  —  ;  par  conséquent  les  signes  des  termes 

des  équations  (10) ,  (11)  ne  dépendront  que  des  signes  des 
coefficients  ^1 ,  pn^.*,^  ^1,  ^i,....  Je  suppose  pi,  ps,...) 
Pr^i  tous  négatifs ,  et  les  autres  coefficients  pr ,  Pr+i  v  •  ?  P» 
tous  positifs.  L'équation  (10)  montre  que  les  r  coefficients 
9i  >  ^j  v*5  9r  ne  peuvent  pas  être  tous  négatifs^  et  parce 
que  ces  coefficients  sont  r  quelconques  entre  les  /i  coef- 
ficients ^1,  ^, ,...,  ^„,  on  en  déduit  que  de  ces  mêmes 
coefficients  il  ne  peut  en  être  de  négatifs  un  nombre 
plus  grand  que  /•  —  i.  Or  Téquation  (11)  montre  que  les 
coefficients  qr-.i  1  9ri-«'i  7»  ^^  doivent  pas  êire  tous  posi- 
tifs ,  puisque /7i ,  p, ,...,  p^_i  sont  négatifs;  mais  ces  coef- 
ficients sont  n  —  r  4-  2  quelconques  entre  les  n  quantités 
i/i ,  Çtj...yqn'^  donc  le  nombre  des  positifs  entre  ces  coef- 
ficients ne  doit  pas  être  plus  grand  que  n  —  r  H-  15  ou 
bien  le  nombre  des  négatifs  ne  devra  être  plus  petit  que 
r —  1.  Ainsi  le  nombre  des  quantités  négatives  parmi 
^ij^iv?  Çn  ne  peut  être  ni  supérieur  ni  inférieur  à 
r —  I,  donc  il  est  égal  à  r —  15  c'est-à-dire  égal  au  nom- 
bre des  négatifs  entre  les  n  coefficients  pi ,  /^t ,. ..,  p„.  Eu 
conséquence  on  a  le  tliéorèuie  sui\anl: 


Théobèmb  !•  Si  ton  transforme  une  forme  quadrati- 
que  au  moyen  d'une  substitution  linéaire  à  coefficients 
réeh,  dans  une  autre  qui  contienne  les  seuls  carrés  des 
^variables,  le  nombre  des  termes  positifs  et  négatifs  de 
la  transformée  sera  constant,  quelle  que  soit  la  substitua 
tion  employée. 

Cette  importante  propriété  des  formes  quadratiques  a 
été  énoncée  par  M.  Sylvester  sous  la  dénomination  de  loi 
d'inertie  des  formes  quadratiques.  La  démonstration  ci- 
dessus  en  fait  voir  toute  la  généralité  (*). 

4^.  On  sait ,  ou  Ton  peut  démontrer  facilement,  que, 
posant 

Aij        Aj,!  •  •  .         Ar,i 


A|,r— I    Aa,r_i  •  .  •     Ar,r— i 

A|,^         Aj,,  Ar,j 

Cl 
iWr,r=A;.,       Ao=:I,      A, -rrA,,!,       A,=  A,,,  Aj,2  —  AJ  , .  .  .  , 

on  transforme  la  forme  quadratique /dans  celle-ci 

au  moyen  de  la  substitution  linéaire 

m,.,c,  =mt^,Ui  -hnr^^iUi-h.    .-\-  in,,„u„. 


Wn.n  <f„  = 


unt*Hy 


et  les  u  étant  exprimés  en  fonction  de  u. 

(*)  Ainsi ,  on  faisant  disparaître  les  rectangles  dans  une  équation  d*une 
conique  on  d'une  surface  du  second  degré,  les  nombres  des  termes  positifs 
et  négatifs  restent  constants,  quelle  que  soit  la  transformation  linéaire. 

Th. 


(  a7«  ) 
Supposons  maintenant  que  les  coefficients  kr„  de  la 
forme  f  soient  réels;  alors  on  déduira  comme  corollaire 
du  théorème  I  que  le  nombre  des  termes  positifs  et  néga- 
tifs dans  «ne  transformée  quelconque  de  la  forme/  (la* 
quelle  contienne  les  seuls  carrés  des  variables,  et  soit 
obtenue  au  moyen  d'une  substitution  linéaire  k  coeffi- 
cittits  réels)  est  égal  au  nombre  des  termes  positifs  et  né- 
gatifs dans  la  série  : 

Ai         Ai  A^ 

c'est-à-dire  au  nombre  des  permanences  et  des  variations 
de  signe  dans  la  série 

(12)  A„   A.,    A,,  ...,    A»; 

or 

Ainsi  Ton  a  ce  théorème  : 

THéoRÈMB  IL  Le  nombre  des  permanences  et  des  11a- 
riations  de  signes  dans  la  suite  [11)  est  égal  au  nombre 
des  termes  positifs  et  négatifs  dans  une  transformée 
quelconque  de  la  forme  {obtenue  dans  les  conditions  du 
théorème  I. 

5^.  Une  autre  transformation  remarquable  de  la  forme 
quadratique  /  est  celle  qu'on  obtient  au  moyen  d'une 
substitution  orthogonale,  c'est-à-dire  d'une  substitution 
linéaire 

OÙ  les  coefficients  doivent  vérifier  les  équations 

«r.l  «i.l  4-  «r,»  «..1  +  •  •  •  -4-  <i,,«a,..  =  o. 


(  ^71  ) 
De  ces  équations  on  déduit 

A  =  I ,     a,,r  =  oit,r  {voir  p.  a65)  ; 

mais  les  équations  (3)  nous  donnent  en  général 

par  conséquent, ^ans  ce  cas  particulier,  Féquation  (a) 
donnera 

Les  coefficients  pi^ptj  etc.,  de  la  transformée 

seront  donc ,  comme  il  est  connu ,  les  racines  du  n'*'^'' 
degré 

(i3)  =o 

ou 


Ai,i  "^  0  Ai,|. .  . 
A,,,  Am—( 


A«.. 


A,,„. 


A».,— ( 


0-— A.e^'H-  A,ô^'— ... 
-h  (  —  i)"-*  A^.  e -f- (— I  )•  A^  =  o; 

A|»  As,...,  A„  sont  des  fonctions  de  Ai, 1 9  Ai,«,  etc. 

Or  les  racines  de  ces  équations  sont  toutes  réelles  (pro- 
priété démontrée  par  MM.  Cauchy,  Jacobi,  Borcbardt, 
Sjlvester,  etc.^  en  conséquence  le  nombre  des  coefficients 
positifs  dans  la  transformée  ci-dessus  sera  égal  au  nom- 
bre des  permanences  de  signes  dans  la  suite 


(•4) 


[  ,    A| ,.   A|,  .  .  .  ,    AjB, 


et  le  nombre  des  coefficients  négatifs  sera  égal  au  nombre 
des  variations  de  signes  dans  la  même  suite. 

Les  deux  séries  (12)9  (i4)  donneront  donc  pour  le 


(  ^1^  ). 

théorème  I  un  même  nombre  de  permanences  et  de  varia- 
tions de  signes% 

n. 

Des  équations  (algébriques  à  une  seule  inconnue. 
I  ^ .  Soient  Xi ,  Xt  ^ . . . ,  a:„  les  racines  d'une  équation 

?(«)  =  o, 

^1  i^))  ^t  (^)v-M  ^n  (^))  ^  fondions  rationnelles  en-: 
tières  àex\  tù  (x),  S(x)  deux  polynômes  qui  ont  même 
signe  pour  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  et  a  un 
nombre  entier  impair  positif  ou  négatif. 

Je  démontrerai  en  premier  lieu  que  la  forme  quadra- 
tique en  u 

OU  en  posant 

2.  ^'  ~  '-^  ^  *'  ^'-^  *'  ('-^ = ^"' 

la  forme  quadratique 

est  à  coefficients  réels.  En  effel,  supposons  que  les  racines 
Xx ,  Xt  soient  imaginaires  conjuguées.  En  posant 

on  aura 

(jr  — jr,)*«(x,)+r(*a)4'#(j?f)=«—  'P, 


(  »73  ) 
et 

n 

3 

par  conséquent,  les  coefficients  de  la  forme  y  seront  réels 
pour  toutes  les  valeurs  des  racines  Xi,  x^^,.,^  x»,  et  on 
pourra  donc  appliquer  i  cette  forme  le  théorème  II. 

a®.  Cela  posé,  j'observe  que ,  en  supposant  les  racines 
Xi  y  Xt  imaginaires  conjuguées  et  en  posant 

(«-;«i)"»(jPi)  =  ^-4-/fi,      Ô(x,)  =  /-f-iVw, 

on  aura 

(x—jr,)-»(x')  =  >—/>,     Ô(4:,)  =  /-iiii, 

«.+•  (*0  +  «»+i(«0  -+••  •  .4-  «»+.(x,)=:P  —  iQ, 

P,  Q  étant  les  fonctions  linéaires  de  iii ,  Ut  vm  ^n»  En 
substituant  ces  valeurs  dans/,  on  obtient 

II 

3* 


ou 

et  en  général  supposant  que  Xi ,  jr^-i-i  ^  x^^Xr^  ;...,  x«., 
Ji^ir  soient  r  couples  d«  raeines  imaginaires  et  que 

"^tr+i    •  •  •    *» 
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(  ^74  ) 
soient  réelles ,  on  pourra  mettre/ souâ  la  forme 

r 

1  ^ 

n 


arn-i 


En  transformant  cette  forme  quadratique  au  moyen  de  la 
substitution  linéaire  à  coefficients  réels 

(5=  I,  a,.*-)  '')  ''*  =  ar-h  I,...,  rt);  on  obtient 

r 

(.5) 


•'«» 


et  le  nombre  des-  termes  positifs  et  négatifs  dans  cette 
transformée  sera  par  les  deux  théorèmes  de  la  première 
partie  égal  au  nombre  des  permanences  et  des  variations 
de  signe  dans  la  suite  (12),  et  réciproquement.  Cela  aura 
lieu  pour  une  valeur  quelconque  réelle  de  la  variable  x. 
Les  A  sont  des  fonctions  de  A^^/»  et,  par  conséquent, 
maintenant  des  fonctions  de  x. 

Or  pour  une  valeur  réelle  déterminée  A  de  x,  le  nom- 
bre des  termes  positifs  de  la  transformée  (i5)  est  évidem- 
ment égal  à  r  (nombre  des  couples  des  racines  imaginai- 


{  ajS  ) 

res)  plus  le  nombre  des  racines  réelles Xt^^i,.*»)  :trnqui 
ont  des  valeurs  inférieures  à  A  ^  et  le  nombre  des  termes 
négatifs  dans  la  même  transformée  est  évidemment  égal 
4  Ty  plus  le  nombre  des  racines  réelles  qui  ont  des  valeurs 
plus  grandes  que  A.  De  cette  manière  on  est  conduit  au 
tbéorème  suivant  : 

THÉOKkME  in.  Pour  une  ^valeur  réelle  hdeXj  l^nom- 
bre  des  permanences  de  signes  dans  la  suite 

ï  I  Al»  ^>  •  •  •  1  A»» 
représente  le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires 
de  réquation 

augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  moindres  que  h. 
Le  nombre  des  variations  représente  le  nombre  des  cou^ 
pies  de  racines  imaginaires,  plus  le  nombre  des  racines 
réelles  supérieures  à  h . 

Dans  ce  tbéorème  sont  compris  deux  tbéorèmes  analo- 
gues de  M.  Sylvester  et  de  M.  Hermite. 

Corollaire  /.  Si  dans  la  suite  (la)  ci -dessus  on  pose 
successivement 

x=A,     x^k,     (A>^), 

la  différence  entre  les  nombres  des  variations  correspon- 
dantes sera  égale  au  nombre  des  racines  réelles  de  Téqua- 
tion 

comprises  entre  Ar  et  A. 
Corollaire  II.  L'équation 

a  autant  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  de 
variations  de  signes  dans  la  série  des  coefficients  des  plus 
hautes  puissances  de  la  variable  dans  la  suite  supérieure. 
En  se  rappelant  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  première 

i8. 


partie,  n^  5,  on  voit  facilement  que  lee  propriétés  eu- 
blies  danê  le  théorème  précédent  et  dans  ses  corollaires 
ont  lieu  aussi  pour  la  suite 

I  »    A| ,    Al,  .  .  . ,   A<,, 

qui  est  une  suite  de  fonctions  de  x.  [Comptes  rendus, 
a5  juin  i855,  Sur  le  dénombrement  des  racines,  etc.,  par 
M.  CJuchy.  ) 

On  voit  donc  qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions 
possédant  les  propriétés  de  celles  de  M.Sturm  et  qu'il  y  a 
des  moyens  assez  simples  pour  les  obtenir. 

3^.  Nous  croyons  utile  d'ajouter  quelques  applications. 

a.  Supposons 

4,,(*)  =  «^»,    o(x)  =  /(*),    fl  =  -+-i, 
on  a  • 

ou  en  posant 


on  obtient 

Ar,i  =  Sr-M—ï  J:  —  SfVM^i 

et 

S«x— S,        S.X  —  S,...         Sr-.X  —  Sr 

àr= 

S,x  — s,      S,x  — Sa...      S^x  — S,+, 

Sr+i  X  —  Sr    Sr  X  —  Sr+i  •  •  •     Sir^i  X  —  Str— i 

ou,  par  une  transformation  connue, 

S«         0|  .  .  .     Sr 
Si         Sj.  .  .     Or-^i 


A,.: 


Sr— t       Sr.  •  .Sjr—i 
I  X  Jf 


(  ^77  ) 
Ces  fonctions  Ar  sont,  à  un  facteur  constant  près,  les 
dénominateurs  des  réduites  qu'on  obtient  en  développant 

en  fraction  continue  la  fraction  — j— |  >  en  supposant  w  (  jr) 

de  degré  inférieur  à  n.  J*ai  démontré  directement  cette 
propriété  dans  une  Note  :  Intorno  ad  alcunipunti  daU 
gebra  supenore,  publiée  dans  les  Annales  de  M.  Torto- 
lini ,  août  i854)  ce  que  d'ailleurs  on  peut  vérifier  assez 
facilement  d^o^tenon. 
Si  Ton  suppose  a  =  —  i  et 


-2. 


'(•^«) 


(x-ar«)f  (j:,) 


on  a 


Ar  = 


I. 


I. 
I,. 


Ir 


Ir-I    Ir. 


et  ces  fonctions  A,,  sont,  a  un  facteur  constant  près,  les 
rapports  entre  les  résidus  obtenus  en  divisant  f  [x)  par 
^[x)  (en  changeant  les  signes  selon  la  méthode  de 
M.  Slurm)  et  la  fonction  ^(x).  J'ai  démontré  cela  dans 
la  Note  citée  tout  à  l'heure,  et  j'ai  fait  voir  de  quelle  ma- 
nière on  peut  former  ces  dénominateurs  et  ces  résidus  en 
fonction  des  coefficiçnts  des  polynômes  (f  [x) ,  tù[x). 

Il  faut  observer  que  le  théorème  III  est  applicable  aux 
deux  suites  des  dénominateurs  des  réduites  et  des  résidus, 
en  supposant  w  [x] ,  9'  (x)  du  même  signe  pour  des  va- 
leurs réelles  de  la  variable,  propriété  établie  parM.  Sturm 
(Mémoires  présentés ^  tome  VI,  1 835 ,  §  a6 ) . 

Si  l'on  suppose 

on  obtient  les  résultats  de  MM.  Sylvester,  Cayley,  Bor- 


.       (  >78  ) 
chardt  (Nou%f elles  Annales,  i8549  tome  XIII,  page  71). 
Dans  ce  cas  on  a 

b.  On  penl  aussi  obtenir  tout  de  suite  les  expressions  A* 
par  une  disposition  convenable  des  fonctions  ^r  (x)-  ^^ 
me  bornerai  au  cas  de 


En  posant 


w(j?)  =  0(ar)     et     «=  I  , 


y{x)  =  o.x"-f-  fl.ar»-'  -f-.  .  .4-fl, 


et 


au  moyen  des  relations  connues  entre  les  sommes  des 
puissances  des  racines  et  les  coefficients  d'une  équation , 
on  obtient  facilement 

Br.i  =  («  —  X -H  i}a^i a,^t 
et  Ton  aura 

Bi,|J?  — C|,i    B|j  « —  Ct,i  .  .  .     ar,\X  —  Cr,i 
B|,a*-— C|,i   B),s^  —  Ci.j.  .  .    Br,aJf— Cç,> 


Ar  = 


c.  En  supposant 

e(x)=:i, 

par  conséquent  w  [x)  une  fonction  dont  la  valeur  est  po* 


(  ^79  ) 
sitive  pour  toute  valeur  réelle  de  la  variable 


et 


on  a 


a=i,     +,(*)  =  «'•-' 


S,  =  2  *1  •>(•»••)» 


Ar  = 


S.      S... 

S.     s,.. 


s, 

Sr-f-i 


Sr— I    Sr.  .  .     Sjr— I 


résultat  obtenu  récemment  par  M .  Joachimsthal  [Uberden 
Stumi^chen  Satz ,  Journal  de  Crelle,  tome  XLTIU, 

page4oa). 

m. 

Des  équations  algébriques  à  deux  inconnues. 
1^,  Soient 

deux  équations  algébriques  des  degrés  u ,  ^ ,  et  Xi ,  j^i ,  x^, 
ji,...,  ar„,  j^„  les  n  =  ai/ systèmes  de  racines  simultanées 
des  mêmes  équations.  En  indiquant  par  co  [x^y)^B  (x^y) 
deux  polynômes  qui  ont  la  propriété  d*ètre  de  même  si- 
gne pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables^  par 
^i{^^j)^  4^«(^ »/)»'••>  '^n(x,y),  n  fonctions  ration- 
nelles entières^  et  par  a,  c  deux  nombres  impairs  po> 
»itifs  ou  négatifs  ^  la  forme  quadratique 


/=  2,2  ^''''*''^'^ 


(a8o) 
dans  laquelle 


L 


.^  v»*(-g«»r«) 


I 

X+.(x.,j,)4»,{x.,/.), 

est  à  coefficients  rëels  ;  ce  qu'on  démontre  comme  ci-des- 
sus. 

En  opérant  comme  dans  la  II'  partie,  on  trouyera  que, 
en  supposant  que  x,,  jr,,  x,+,,j^i,  Xt,yt,  x^i, 
J^r+f  >•••>  ^r^yr^  ^tri  Jtr  soicut  T couplcs  dc  solutions  si- 
multanées imaginaires  et  que  les  autres  solutions  soient 
réelles,  on  peut  mettre^  sons  la  forme 

r 


ar-f-i 
X  {  «i  +1  (x«,  r»)  -4-  .     .  -4-  «•+!,  (^«,  Tm)  ]\ 

P#  9  Q#  étant  les  fonctions  linéaires  de  Ui ,  Ui ,  etc.,  à  coeffi- 
cients réels.  On  pourra  donc  au  moyen  d'une  substitution 
linéaire  à  coefficients  réels  transformer  cette  forme/ 
dans  la  suivante  : 


(.6)         \ 


(a8i.) 
Or  pour  un  système  déterminé  de  valeurs  réelles  h  ^k  de 
X  et  dej^  le  nombre  des  termes  positifs  dans  cette  trans- 
formée est  égal  à  r  (nombre  de  couples  des  solutions  si- 
multanées imaginaires),  plus  le  nombre  des  solutions 
simultanées  réelles  Xj^i,  ^ir+ivM  ^»î  Xnt  pour  les- 
quelles le  produit  (A— ^ar»)  (A — y^)  est  positif^  et  le 
nombre  des  termes  négatifs  est  égal  à  /*  augmenté  du  nom^ 
bre  des  solutions  simultanées  réelles  pour  lesquelles 
(A  —  x^)  (h  — y^)  est  négatif.  Par  conséquent,  on  a  le 
théorème: 

Théoaeme  IV.  Pour  un  système  de  valeurs  réelles  h  et 
kdexetdeyle  nombre  des  permanences  de  signes  flans 
la  suite 

1  ,   A,  y    A,,  .  .  .  ,    A« 

représente  le  nombre  des  couples  de  solutions  simulta- 
nées imaginaires  des  équations 

augmenté  du  nombre  des  solutions  réelles  lesquelles  sont 
à  la  fois  plus  grandes  ou  moindres  que  k ,  k,  et  /W  nom- 
bre des  variations  de  signes  représente  le  nombre  des 
couples  de  solutions  simultanées  imaginaires,  plus  le 
nombre  des  solutions  réelles  lesquelles  ont  la  propriété 
d'être  Tune  plus  grande,  l'autre  plus  petite,  ou  récipro- 
quement, queh^  k. 

U  faut  toujours  se  rappeler  que  les  û  sont  des  fonctions 
de  Ar,,  fonction  de  x,jr. 

Corollaire.  Si  dans  la  suite  supérieure  on  pose 

x  =  h,    j  =  *, 

jr  =  A,,    f  =  At, 
et  si  Ton  indique  par  (A,  A)  le  nombre  des  permanences 


(    282   ) 

que  présente  la  suite  »  même  dans  la  première  hypothèse, 
on  aura  le  nombre 

/.=i{(A,>f)^.(A.,^.)-(A,it.)-(^M*)} 

égal  au  nombre  des  solutions  simultanées  réelles  des 
équations  données ,  qui  sont  à  la  fois  plus  grandes  que 
A,  Ar  et  moindres  que  Ai ,  ki.  En  effet,  en  posant  dans  la 
transformée  (i6)  A ,  /î  au  lieu  de  or,  /,  on  a 

(A,  *)  =  r  -h/i  —  2r; 
analoguement 

(Ai,  A-,)  =  «  —  r,     (A,  A-,)  =  r,     {ht^A)z=r 
et ,  par  conséquent , 

;?  =  /i-.2r, 

nombre  des  solutions  simultanées  supposées  réelles. 

On  a  donc  aussi  dans  le  cas  des  deux  équations  algé- 
briques une  infinité  de  fonctions  qui  ont  la  propriété 
de  celles  de  M.  Sturm.  Admirable  découverte  due  à 
M.Hermite(*), 

2®.  Applications.  En  supposant 

e(«,j')  =  ç'(*)x'(jr)-?'(r)V(x), 


et 


S'"- 2.,      9(x.,r.)     ' 


C")  Comptes  rendus»  t.  XXW,  p.  Sa,  i853;  t.  XXXVI,  p.  294,  i853. 
M.  Hermite  a  publié  récemment  des  théorèmes  de  déterminants  sous  forme 
d*appendice  à  un  opuscule  intitulé ,  je  crois ,  Questionnaire,  rédigé  par 
MM.  Gerbno  ot  Roguet.  Puisse  cette  Toie  procurer  une  entrée  dans  l'eo- 
seigneraent  à  cette  théorie  désormais  indispensable.  Tv 


(a8î) 


on  a 


Ar,j  —  -«^rS^-ajaa  ~"^S^  — 2,3a-hi 


—  xS. 


—  i,2a-+-i 


éunt  /3  =  r  +  5.  Les  expressions  S/^-  pourront  être  dëteiv 
minées  en  fonction  des  coefUicients  des  équations  données 
par  la  méthode  indiquée  par  M.  Jacobi  dans  son  Mémoire 
Theoremata  noua  algebraica,.€tc.  {Journal  de  Crelle, 
tome  XIV). 
Si  Ton  suppose 

on  a 


S'.=S,<"rl 


et  ces  expressions  pourront  être  calculées  par  la  méthode 
de  Poisson  [Servel^  Algèbre  supérieure^  p.  io3). 
*  Enfin  si  Ton  fait 


a  =r  /•  4-  I 


et 


on  a 


et  en  conséquence 

«St  — T.        jtS,  — T... .  jtS,  — T, 

«Si  —  Ti  xSj Tj.  .  .    xSr+i  —  Tr-i-i 


Ar  = 


*Sr-.i  —  Tr—i    xSr  — Ir-  -  •     *Sir— i  —  Tjr— i 


r 


Ces  dernières  fonctions  ont  déjà  été  considérées  par 
M.  Hermite  dans  un  cas  particulier. 


(  »84  ) 
Il  est  évident  qu'avec  la  méthode  qu^on  a  suivie  dans 
ce  paragraphe  pour  établir  le  théorème  IV  et  son  corol- 
laire, on  pourra  trouver  des  théorèmes  et  des  corollaires 
analogues  en  considérant  trois  équations  k  trois  incon- 
nueSf  etc.  (*). 

IV. 

application  des  propriétés  exposées  dans  le  §  I*'. 


Soit 


?(^)  = 


■  *     As,!  .   .   . 

A,,,  —  X .  , 


A,., 
A.., 


A... 


A,,, 


"H.»  "■"  -^ 


Il  est  connu  que,  en  supposant  A^,,  =  A,,^  cette  équation 
a  toutes  ces  racines  réelles,  et  M.  Hermite  a  fait  observer 
récemment  que  cette  propriété  a  lieu  aussi  lorsque  les 
quantités  A^,,  sont  imaginaires,  A^.^  et  A,.^  étant  conjugués 
et  A,.,^  réels.  En  posant 

x  =  A,     X  =  A- 

dans  la  suite 

la  différence  entre  les  nombres  des  variations  correspon- 
dantes sera  donc  le  nombre  des  racines  de  l'équation 

y(x)  =  o 

comprises  entre  h  et  k.  Or,  en  posant  dans  le  déterminant 
(i3)  (§  P"",  n^  5)  Ar,r  —  JC  au  lieu  de  A^,^,  on  voit  facile- 


(*)  Ce  beau  travail  fait  entrevoir  que  le  théorème  de  Sturm  peut  s'étendre 
il  un  système  quelconque  d'équations  algébriques  et  se  rattache  immédia- 
tement à  la  théorie  des  déterminants;  théorie  k  peu  près  inconBue.    Tv 


(  »85  ) 
ment  que ,  à  un  facteur  près,  on  a 

?-(*)=!,      f-0(x)=:-A.,..., 

et  la  différence  entre  les  nombres  des  permanences  de  si- 
gnes de  la  suite 

I  y   A|9    Aay  •  •  •  «   An 

correspondantes  A  x  =  A ,  x  =  A  sera  le  nombre  des  raci- 
nes de  l'équation  • 

compris^  entre  A  et  k.  Et  parce  que  en  posant 

A|,i  X    Aj.i  . . .  Kr,\ 

Al.»  Aj,,-^«...     Ar,i 


Ar: 


la  série 

I  >    A|,   A),  .  .  .    An 

donnera  un  même  nombre  de  permanences  que  la  série 
ci-dessus  ,  on  a  le  théorème  : 

Théoeèmb  y.  La  différence  entre  le  nombre  des  per^ 
manences  de  signes  dans  cette  dernière  série  correspond 
dantes  ^  x  =  h,  x  =  k  donne  le  nombre  des  racines  de 
Véquation 

comprises  entre  b  et  k  (Comptes  rendus ^  6  août  i855, 
Remarque  sur  un  théorème  de  M.  Cauchy,  par  M.  Her- 
mite). 

On  voit  que  cette  dernière  série  est  beaucoup  plus  sim- 
ple que  la  série  supérieure  donnée  par  le  théorème  de  Bu- 
dan-Fourier. 


(  a86  ) 
Les  Mémoires  de  MM.  Herinite  et  Syivester  qu  on  a 
trouvés  plusieurs  fois  cités  dans  ce  travail  sont  les  sui- 
vants :  Sur  l'extension  du  théorème  de  M.  Sturm  à  un 
système  d'équations  simultanées  (  Comptes  rendus,  i85a', 
a®  semestre,  p.  Sa).  —  Remarque  sur  le  théorème  de 
M. Sturm  (Comptes  rendus,  i853 ,  i*""  semestre,  p.  294). 
—  On  a  theory  of  the  syzigetic  relations  of  two  ratio- 
nelintegralfunctions,  etc,  (Philosophical  Transactions, 
i853,  part.  lU).  C'est  par  ces  travaux  que  ces  deux  il- 
lustres géomètres  ont  établi  sur  sa  vraie  base  cette  im- 
portante partie  de  VAlgèbre  supérieure. 


SPBGIIEN  DIS  CINQ  IXAHENjS  D ADMISSION  A  LÉGOLB 
POLYTBCHNIQHB  (18S5). 


M.    SBRRET, 
Examinateur  du  premier  degré. 

Convergence  des  séries  à  termes  alternativement  po- 
sitifs et  négatif. —  Variation  d^ une  fonction  entière  dex 
lorsque  x  passe  de  —  00  à  -+-  00  .  Exemple  : 

X*  —  3  x'  —  x  -f-  3 . 

—  Coefficients  angulaires  des  deux  tangentes  que  ron 
peut  mener  à  Thyperbole  par  un  point  extérieur.  —  Lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  Thyperbole. 

—  Equation  d'un  cône  de  révolution  dont  le  sommet 
est  à  Forigine. 

M.  HERMITE, 
Examinateur  du  premier  degré. 

Division    algébrique.    —    Faire  voir  qu'on   ne   |>eut 


(  a87  ) 
mettre  une  fonction  F  (x)  que  d'une  seule  manière  sous 
la  forme  ç  (x)  X  Q  -f-  R ,  R  étant  de  degré  inférieur  à 
(f  ( x). — Sin  (a  -f-  i)  5  peut-on,  par  le  moyen  des  dérivées , 
tirer  de  la  formule 

sin  (<r  4-  6 )  ==  sina  cos  ^  -f-  sin  ^  cosa 
la  formule 

cos  (a  4-  6  )  :=  cosa  cosb  —  sîna  sin  b  ? 

—  Directrice  dans  les  courbes  du  second  degré.  —  Peut- 
on  mettre  Téquation  à  trois  variables  sous  la  forme 

(jr  — .  fl)«  +  tr  —  by  -H  (2  —  cy  =■(/»«  ^ny+pz-j-  q)*? 

—  Equilibre  du  treuil . 

•         M.  WEUTREIM, 
Examinateur  du  second  degré. 

Une  équation  du  degré  m  ne  peut  avoir  que  m  racines. 

—  Interpolation  :   formule  de  Newton.  —   Parallélo 
gramme  des  forces.  —  Centre  de  gravité  du  tétraèdre.  — 
Electrophore.  —  Compressibilité  des  liquides.  —  Com- 
binaisons de  Fazote  et  de  Toxygène. 

M.  LEFÉBURE, 
Examinateur  du  second  degré. 

Décomposer  un  polynôme  en  facteurs  du  premier  de- 
gré. —  Exemple  :  « 

X»  4-  x'  4-  or  H-  i . 

—  Discussion  des  différents  genres  de  courbes  compris 
dans  Féquation 

(x  —  ax  —  bY  =  px^  -f-  ^x  4-  '*. 

—  Volume  engendré  par  un  polygone  circonscrit  à  un 
cercle  tournant  autour  d'un  diamètre. —  Volume  du  cône 


(  .88  ) 
tronqué.  —  Intersection  des  surfaces.  —  Principes  géné- 
raux. —  Cas  d'une  surface  de  révolution  dont  Taxe  est 
quelconque  et  d'un  plan.  —  Formule  fondamentale  de  la 
trigonométrie  sphérique.  —  La  rendre  calculable  par  lo- 
garithmes. 

M.  DiniON, 
Examinateur  du  second  degré,  Préaident  du  jury  d*exameiu 

Deux  angles  qui  ont  les  côtés  parallèles  et  de  même  sens 
sont  égaux  et  leurs  plans  sont  parallèles. —  Mesure  de 
Tangle  de  deux  plans.  —  Par  une  droite  donnée  mener 
un  plan  qui  fasse  avec  une  autre  droite  déterminée  un 
angle  donné.  -^  Equilibre  de  la  poulie.  —  Travail  ab- 
sorbé par  le  frottement.  —  Comparateur.  —  Oxyde  de 
carbone.  . 


Courbes. 


^  = ; — 1     x*r— ay— 1=0,     ^  =  x*— 4x, 


/••h-**  —  X  — r—   1=0,      ^"  =  X*  —  X*  —  X  — I,      jr^=X*. 

Surfaces^ 

jçr--3x»=2,    :cr  —  X*  —  a*  =  <i,    «*  —  aay  — *  î*  =  I. 

Équation  transcendante. 

a,5  ain  X -h  3,7  C08X  =  4 ,  » . 

Note.  Cette  équation  se  ramène  à  la  forme 

sin  (x-ha)  =:  fr  coa«. 


(^89) 


UMAÇON  DE  PASCAL; 

Pak  m.  mannheim, 

Officier  d'Artillerie. 


Elirait  d*une  Leltro. 


Une  partie  de  la  question  longuement  traitée  par 
M.  Painvîn  dans  le  dernier  numéro  des  Noui^ellcs  An- 
nales est  généralement  connue  sous  cet  énoncé  : 

Le  lieu  du  sommet  d\in  angle  constant  dont  les  côtés 
sont  tangents  à  deux  circonférences  données  se  compose 
de  plusieurs  limaçons  de  Pascal. 

Pendant  lé  mouvement  de  l'angle  constant ,  un  point 
quelconque  décrit  sur  le  plan  des  deux  cercles  un  lima- 
çon de  Pascal^  une  droite  quelconque  enveloppe  Une 
circonjérence. 

Un  point  quelconque  du  plan  fixe  des  deux  cercle^ 
trace  sur  le  plan  mobile  une  ellipse. 

Les  démonstrations  géométriques  de  ces  propriétés  sont 
eiLcessivement  simples. 

On  peut  encore  ajouter  les  propriétés  suivantes,  égale- 
ment très-simples. 

Si  l'on  considère  une  position  quelconque  de  V angle 
mobile,  la  circonférence  qui  passe  par  le  sommet  de  cet 
angle  et  par  les  points  de  contact  de  ses  côtés  et  de 
circonférences  données  contient  les  pôles  des  limaçons 
de  Pascal  du  lieu  précédemment  énoncé.  Le  lieu  des 
centres  de  ces  circonférences  se  compose  de  deux  circon^ 
férences. 


Amn.  de  Hathémat.,  t.  XV.  (Août  iSSti.)  t9 


(  apo  ) 


QUESTIONS. 


335.  Etant  donnes  deux  cercles  dans  un  même  plan, 
alors  dans  le  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  inté- 
rieures et  une  tangente  extérieure  ,  le  rectangle  des  deux 
côtés  qui  sont  tangentes  intérieures  est  équivalent  à  la 
somme  du  rectangle  des  deux  tangentes  intérieures  arrê- 
tées au  point  de  contact,  et  du  rectangle  des  deux  rayons. 

(A.  BuRLET,  de  Dublin.) 

336.  Un  triangle  rectangle  est  équivalent  au  rectangle 
des  deux  segments  faits  sur  l'hypoténuse  par  le  point  de 
contact  du  cercle  inscrit. 

(A.  BuRLET,  de  Dublin.) 

337.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque;  si,  par 
le  point  de  concours  (T)  des  perpendiculaires  élevées  de 
deux  sommets  consécutifs  (A,B)  sur  les  côtés  opposés 
(AD,  BC)  qui  y  aboutissent,  on  mène  une  perpendicu- 
laire (TE)  A  la  droite  (RS)  qui  joint  les  milieux  des  dia- 
gonales, cette  perpendiculaire  divisera  le  côté  (AB)  en 
deux  segments  (AE,  BE)  inversement  proportionnels  aux 
projections  (AH,  BK)  des  côtés  AD  et  BC  sur  AB. 

En  sorte  qu'on  aura 

AE_BK 

be"~ah' 

(Jules  Vieille.) 

338.  Prolongez  la  base  BC  d'un  triangle  isocèle  ABC, 
d'une  longueur  CD  égale  à  BC;  joignez  D  au  milieu  E 
de  AB;  la  droite  DE  rencontre  AC  en  F  et  Ton  a 

CF=^AC=^AB; 
portez  CF  sur  AB  de  A  en  G;  menez  DG  qui  rencontre 


{  ^9»  ) 
AC  en  H  milieu  de  AC^  soit  I  le  point  d'intersection  des 
diagonales  GF,  EH  du  quadrilatère  CHEF;  menez  DI 
qui  rencontre  AB  en  K ,  on  aura 

AB=:  i5GK=  loEK. 

339.  Toutes  les  circonférences  ayant  leurs  centres  sur 
une  même  droite  et  coupant  à  angle  droit  une  circonfé- 
rence donnée  ont  même  axe  radical  ;  et  toutes  ces  circonfé- 
rences prises  deux  à  deux,  et  la  circonférence  donnée,  ont 
même  centre  radical.  (Mannheim.) 

340.  Soient  donnés  un  angle  trièdre  de  sommet  S  et 
un  point  fixe  O  par  lequel  on  mène  un  plan  coupant  les 
faces  de  Fangle  suivant  le  triangle  ABC;  trois  parallèles 
aux  côtés  du  triangle  et  passant  par  le  point  O  partagent 
ce  triangle  en  trois  parallélogrammes  et  trois  triangles  ; 
^1 9^1 9  Vs  étant  les  volumes  de  trois  pyramides  ayant  pour 
bases  ces  parallélogrammes  et  S  pour  sommet  commun , 

la  somme  ^  H~  ^  -H  ^  ^^^  constante,  de  quelque  manière 

Vi        V,       V3 

qu'on  mène  le  plan  coupant  par  le  poi  t  fixcO.  (Mahiiheim.) 


SDB  IIHB  TRANSFORMATION  DE  LA  FORHIILB  DB  THOMAS 
SIMPSON 

(Toir  t.XUI,  p.StS). 


Soient  M 1 ,  M, ,  M, , . . . ,  M,„-h8  des  points  en  nombre 
impair  pris  sur  une  courbe  plane  ne  présentant  dans  cet 
intervalle  aucun  point  singulier.  Menons  les  ordonnées 
rectangulaires  M, A,,  M, A,,  MgAj,...,  M,„+8  A,„4.5. 
Supposons  que  ces  ordonnées  soient  équidistantes. 

Notations. 
M,  A,  =r  f,     M,  A2  =  ^-,, 

Mj  Aj   ="^'2»  •    •   •   »      M3R4.2A2;,^5  ^^  Xlh+\y       M;„4.3  A:n^-3  =  t*  j 
Al  Aj  ^=  Aj  Aj  =  A5  A4  ,  «      ^r   A)n-f-3  Aan-i-3  ss  "  . 

'9- 


(  ^92  ) 
^^yp=  somme  de  tous  lesj  qui  ont  un  indice  pair; 

y^  y,  =  somme  de  tous  les^  qui  ont  un  indice  impair; 

P'  =  aire  du  polygone  formé  par  les  cordes  Mj  Mj , 
Ms  Ms , . . .  9  M,„+,  Mj„4.8,  par  les  ordonnées  extrêmes  e,  E 
et  par  la  partie  A,  Aj^j  de  l'axe  intercepté  entre  ces 
ordonnées  ; 

P  =  aire  du  polygone  formé  parles  cordes  M,  M,,  M,Ms, 
Mi  M7 ,. . .,  Mj„^.i  M,„^.3,  par  les  ordonnées  extrêmes  e,  E 
et  par  la  partie  de  Taxe  Ai  Atn+s  interceptée  entre  ces  or- 
données ; 

S  =  aire  du  quadrilatère  mixte  formé  par  l'aire  cur- 
viligne M]  Mt .  • .  M,^i ,  les  ordonnées  extrêmes  e ,  E 
et  Taxe  Ai  At„+8. 

On  a  évidemment 

Par  la  formule  de  Simpson ,  on  a 


d'où 


P' 


P'. 


3 
P'  — P 


donc 


S=rP'4- 


P— P 


(*)  F©irt.Xm,p.  325. 


(  »93  ) 
ite  formule  a  élé  donnée  par  M.  Saigey  (Géométrie 
ntaire,  p.  245).  M.  Pîobert  Ta  indiquée  explicite* 
(t.  Xm,  p.  3^7,  §  3) ,  mais  ne  s'y  est  pas  arrêté  , 
que  cette  formule  présente  les  mêmes  inconvénients 
Jle  de  Simpson ,  donnant  absolument  les  mêmes  ré- 
s,  et  il  indique  des  formules  qui  font  disparaître 
rtie  ces  inconvénients. 

sait  d'ailleurs  que  les  formules  qui  servent  à  cal- 
l'aire  d'un  cercle  servent  également  pour  le  calcul 
rîmètre. 

raisonnements  qu'emploie  M.  Saigey  pour  parvenir 
brmule  sont  très-élémeutaires,  mieux  appropries 
ître  à  renseignement  que  ceux  de  Simpson. 


OTE  SUR  LA  SOMMATION  DE  CERTAINES  SÉRIES; 

Par  E.   catalan. 


:  F  (rt)  une  fonction  entière  de  n  égale  au  produit 
Iques-'uns des pfaiCieursn^n  -f-i,^  -h  2,  n  -4-  3,..., 
p  —  1).  Soii f(n)  une  autre  fonction  entière  de«, 
ère  par  rapport  à  F  (/i),  et  dont  le  degré  soit  de 
unités  au  moins  inférieur  au  degré  de  F  (n)  (*). 
emarque  fort  simple,  et  qui  à  raison  même  de  sa 
cité  n'avait  peut-être  pas  été  faite,  permet  de  som- 
rès-ai sèment  la  série  dont  le  terme  général  est 

le  faire  voir,  prenons  un  cas  particulier,    et,  par 

>le, 

/i'  —  3  «  -t-  7 

"•-  â{n^i){n-h3T{^J) 

tans  celte  dernière  condition  la  série  ne  serait  pasconTCPjonte. 


(»94  ) 
Au  lieu  de  décomposer,  par  la  méthode  connue,  i/»  en 
fractions  ayant  pour  dénominateur  les  facteurs  n ,  /»  +  i , 
/i  -4-  3 ,  n  -j-  4  î  posons 

„>  — 3,1 4_r|  ^         A  B 

/ï(/H-  i)(,i4-3)(/i4-4J  ""  "(/ï-M)  "*"  (/2-h  i)(/?-h?-) 
C  ^  D 

"^  (/i -H  2) (/i -h  3)  "^  (« -h3)l/H-4)' 

A,  B,  G ,  D  étant  des  constantes. 

Pour  les  déterminer,  chassons  les  dénominateurs  et 
faisons,  successivement, 

/î=0,   //=  —  I,    n  ■=:  —  2,    /ï=:  —  3. 

Nous  trouverons 

]  4  =  ^4  A , 
II  =6A--6B, 
o  =  -4B-f.4C, 
—  25  =  6C  — 6D; 
puis 

(3)       A=i,     B=-|.     C  =  -|,     D=f^r). 
Soit  actuellement 


(•) 


S/,  =  tf ,  +  «2  -f- .  .  .  4-  «»  ; 


c'est-à-dire 

^"='^2,,,(«-Hi)"^"2.(«4-i)(/.+2) 


(*}  Sans  qu'il  soif  nécessaire  d'insister  sur  ce  point ,  on  voit  bien,  dia- 
prés la  manière  dont  les  inconnues  A,  B,  C,  D  s'enchaînent  dans  les 
équations  (i),  que,  dans  tous  Us  cas,  la  décomposition  essnjréé  sera  possible, 
t't  possible  d*une  seule  manière . 


(  »95  ) 

^__n  I  ^r-i"  I 

(  =*• = ^  2.  ^(  «  liTT)  "^  *  21,  /.(«+.) 

Is  (et  c'est  là  la  remarque  à  laquelle  nous  faisions 
m  en  commençant) 

^,  =  ('-î)+(î-5)-^(5-?)-^-- 

\n       n  -h  i  /  /ï  -h  I 


suite, 

lira  S„  =  A  -h  -  B  4-  4  C  H-  7  D. 
2  J  4 

iplaçaut  les  coelTicienis  par  leurs  valeurs,  on  trouve 
i3  I 


S„  = 


48      /i  -h  I 


(^96) 


SOLimON  DE  LA  QlESTieN  Slfi 

(  TOlr  paf e  81  )  ; 

PAa  M.  Liov  DURAND, 
Élève  aa  petit  séminaire  d*Iseure. 


Toute  progressiou  arithmétique  où  la  raison  et  le  pre- 
mier terme  sont  premiers  entre  eux  y  renferme  un  nombre 
infini  de  termes  premiers  à  un  nombre  donné  quelconque. 

(  Jacobi.  ) 
Démonstration. 
A  =z  a  -hxr 

est  un  terme  de  cette  progression  dont  le  premier  terme 
est  a  et  la  raison  r. 

Soit  a  le  produit  des  facteurs  communs  à  a  et  au  nom- 
bre donné/?; 

Soit  p'  le  produit  des  facteurs  premiers  de  p  qui  ne  di- 
visent point  a. 

Si  S  représente  un  nombre  premier  avec  a  et  plus  petit 
que  lui ,  (/la  -h  6)  sera  premier  avec  a. 

Si  donc  on  fait 


alors 


^)/y> 


A=z  a-h  (nct-\-^)p'  r. 


eik  sera  premier  aL\ccp  -,  car  un  facteur  premier  o  commun 
kpet  ak^  ou  bien  divisant  a,  diviserait  a,  mais  non 
{/i«-h6)p'r,  ou  bien,  divisant^',  diviserait  (na-l-S)p'r, 
mais  non  a. 

Or  n  est  un  nombre  quelconque ,  j'en  conclus  pour  A* 
une  infinité  de  valeurs. 


(  ^97  ) 
te.  M.  Dîrichlet  a  démontiéque  toule  progression 
nélique  dont  le  premier  terme  et  la  raison  sontpre- 
entre  eux  renferme  une  infinité  de  nombres  pre- 
.  Si  Ton  admet  que  toute  progression  arithmétique 
le  premier  terme  et  la  raison  sont  premiers  entre 
înferme  au  moins  un  nombre  premier,  le  théorème 
Dirichlet  découle  immédiatement  du  théorème  de 
i.  n  suffit  de  prendre  pourp  le  produit  de  tous  les 
res  premiers  renfermés  dans  la  progression  a-hxr 
lonsidérer  la  progression 

iclurait  que  les  termes  de  cette  dernière  progression 
aucun  diviseur  premier  de  la  forme  a  -\-  xr^  et  qu'en 
[uence  cette  progression  ne  renferme  aucun  nombre 
er,  contrairement  au  principe  admis.  Il  n'existe 
aucun  nombre  p  qui  soit  le  produit  de  tous  les 
res  premiers  renfermés  dans  la  formule  a  -\-  xr\  ces 
res  premiers  sont  donc  en  nombre  illimité. 

(Pepi«  s.  J.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  320 

(  TOir  p.  69)  ; 

Par  m,  George  BERTRAND, 
Élève  du  collège  Rollln  (classe  de  M.  Suchei  ). 


r=/(x), 

\l  le  prix  total  et  x  la  profondeur  du  puits  ^  augmen^ 
le  AjC  cette  profondeur,  le  prix  augmentera  de  Ay. 
volume  enlevé  est  proportionnel  à  Ax,  puisque  la 
ir  du  puits  reste  constante. 


Donc 


(  »98  ) 


A^-rs  ^x,x.a, 


X  étant  la  profondeur  du  puits  à  ce  moment  et  a  le  prix 
payé  pour  enlever  un  volume  de  déblais  ayant  pour  base 
la  section  du  puits  et  pour  hauteur  Tunité. 
Cette  égalité  sera  vraie  à  la  limite  et  Ton  aura 


d'où 


lim  — ^  =  ax, 
àx 


2 


pour  X  =  o ,  j'  =  o ,  donc 

C  =  o. 


Pour  creuser  un  puits  de  60  mètres,  le  prix  est  100 
francs^  donc 

60' 


100  =  fl- 


ou 


"^"=78' 


le  puisatier  s'arrètant  au  bout  de  3o  mètres ,  on  a 


I      3o*         ^ 

J  =  -rr  .  =  25. 

10      2 


Donc  le  puisatier  devra  recevoir  25  francs. 


{  299  ) 


OLUTION  DE  LA  QUESTION  326  (PROUUET) 

(  rotr  page  SS9  )  ; 

Pae  m.  Hippqltte  PLESSIX, 
ÉlèYO  du  collège  Rollin  (classe  de  M.  Suchet) , 

Et  M.  A.  ROUSSIN, 
ÉléYC  du  lycée  Bonaparte  (clasise  de  M.  Bouquet). 


racines  d'une  équation  du  troisième  degré  sont 
pqy  les  racines  de  la  dérivée  sont  rationnelles, 
et,  une  équation  du  troisième  degré  admettant 
es^*,  ^',  :ipq  sera  delà  forme 

(P-^  ^)'*'-4-  ip^q^  -hnp^q  +  2/?7*)  X -h  K  =  o. 

'équation  dérivée  sera 

'-2(p'^qyx-i'{p^q^-h2p^q-h  2pq^)z=o, 

ines  de  cette  équation  seront 

PH-  qy±)/(p'^qY-'  3p'q'  —  6p'q-'6pq' 


trouver  que  ces  racines  sont  rationnelles,  il  n'y 
ouverque  la  quantité  sous  le  radical  est  un  carré 
)r  cette  quantité  égale 

/?'  —  2p^q  -H  3p^q^ —  2pq^  -f-  7* , 

5  qui  est  le  carré  de  (p'  — P^  "^  Ç*)- 
es  racines  de  Téquation  (  2  )  sont  rationnelles. 
tu  Bécfacteur.  M.  TabbéSauze ,  S.  J.,  professeur 
B  Sainte-Marie  à  Toulouse,  donne  la  même  so* 


(  3ou  ) 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  328 

(f Oir  p.  taO)  ; 

Par  m.  JOZON, 

Elére  de  Lojrique  (Sciences),  lycée  Louift-le-Grand 
(clause  de  M.  LecapUin), 

Et  m.  E.  GILLOTIN, 

Élère  du  collège  Rollin  (clasBe  de  M.  Sucbel)  (*). 


Connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  le  pi-oduit 
de  la  somme  de  leurs  carrés  par  la  somme  de  leurs  cubes, 
trouver  ces  nombres. 

Si  a:  et  ^  sont  les  deux  nombres  inconnus ,  m  leur 
somme  et  p^  le  produit  de  la  somme  de  leurs  carrés  par 
la  somme  de  leurs  cubes ,  il  suffit,  pour  résoudre  la  ques- 
tion ,  de  trouver  les  solutions  des  deux  équalioiis^ 

(i)  j:-|-r  =  //î, 

(it)  (x'-hj')(x^-f-rO=/>*- 

Pour  cela,  de  Téquation  (i)  je  lire 

x'  H-  j'  =  //t' —  2  jrj, 
jr*  -f-  J^  =  //»*  —  3xjr{x  -hx)  =  m^  —  3  mjtr. 

Remplaçant  dans  l'équation  (a)  j:*H-^'  et  x'-h)^ 
parleurs  valeurs,  on  obtient  Téquation 

p^  =  m^  -\-  6mx^  jr^  —  Sm^  xf. 

Si  l'on  prend  xj  pour  inconnue,  Téqualion  se  trouve  ra- 
menée au  second  degré,  et  on  tire  pour  xy  la  valeur 


(3) 


xy  = 


Sm^lJZ  V  w*  -+-  ?4  "'A'* 


(*)  M.  Perret ,  professeur  do  physique  au  lycée  de  Pcrigueux,  ramène  la 
solution  à  la  summation  des  racines  d'une  équation  du  deuiièmc  dejjre. 


(  3o.  ) 
lais  ainsi  la  somme  et  le  produit  des  nombres  x 
?s  deux  nombres  sont  donc  les  racines  de  Tëqua  - 


12/W 


__  3  /w'it  V  —  6//1*  —  m^'ZÇ.Zm  si  m*  4-  1^  mp* 
~~  6/7/ 

ntités  met  p  étant  positives ,  pour  que  les  valeurs 
Usent  être  réelles ,  il  faut  prendre  le  second  ra- 
ec  le  signe  +.  Si  alors  je  suppose  que  x  soit  le 
nd  des  deux  nombres  proposés,  j'aurai 


3/71'  -f-  V—  6/7i<  -h  (  s/ ni*  4-  24  /w/^O  3  /w 


3/w'~  y/—  6 iw*  -f-  ( \//w«  -f-  24  w/>*)  3/iî 
5^ 


Discussion  des  valeurs  de  xet  de  j  [*). 

que  les  valeurs  trouvées  pour  x  et  jr  convien- 
[  faut  et  il  suffit  qu'elles  soient  réelles  et  posi- 

qu' elles  soient  réelles ,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton 


3  m  v^m*  -h  il^mp*  >>  6  m* , 


gw»  4-  2i6/w'/»*>  36//î', 


te  disoir^siou  e!>t  de  M.  Jozoïi 


(3o>) 
Je  suppose  maintenant  que  m'  soit  toujours  plus  petit 
que  8p*.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  x  est  réelle  et  positive, 
celle  de  y  est  réelle.  Pour  qu'elle  soit  positive,  il  faut  et 
il  suffît  que  Ton  ait 


ou 


ou 


enfin 


3m'>  V— 6 /w*  4-3/11  ^//l'-h  24iw/>*, 
1 5  m*  >  3  /lî  ^/w*  -h  T^mp^ , 


Ainsi  donc ,  les  valeurs  trouvées  pour  x  ei  y  convien- 
dront toujours ,  quand  on  aura  à  la  fois 

8p'^m'     et    p^<,ffi\ 

et  ne  conviendront  jamais  quand  Tune  de  ces  conditions 
ne  sera  pas  remplie. 

Si  l'on  suppose  p  constant,  la    plus   grande  valeur 
qu'on  puisse  donner  à  m'  est  donc 

m^  =  8/?* 
et    alors     la     quantité     sous    le     radical    s*annulant, 

X  =y  =  —î   et  la  plus  petite  valeur  qu'on  puisse  don- 
ner à  f/ï*  est 

m*  =  // 

et ,  dans  ce  cas,  j:  =  m  et  j^  =  o. 


(  3o3  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  329 

(Tolr  page  190); 

Par  m.  a.  FINOT, 

Élére  dn  collège  Rollin  (classe  de  M.  Sachet  ). 


>  une  progression  géométrique  de  quatre  termes, 
3e  la  somme  des  antécédents  et  la  somme  des  con- 
;s,  trouver  ces  termes  sans  opérer  d'élimination. 
\t  a  j  by  c^  dles  termes ,  on  a 


a 

v 


b 

c 


c 

d'' 


a-^  b  -h  c  =z  m  y      b  -h  c  '\-  d=:  n^ 

sont  des  nombres  donnés.. 

D'après  les   théorèmes  connus  sur  les   rapports 


avons 

abc       a       m^ 

bcd       d~  n^ 

a  —  d       m^  —  /?' 

d                 /i- 

a       m 

*  =  «' 

outant  les  termes  de  -  =  7  ? 
d      0 


m 

—  ? 
n 


(  3o4  ) 

d'où 

a  -h  c  —  b  —  d       m  —  n 

b  i-  d                    n 

d'ailleurs 

m  —  n       b  —  c 

nous  pouvons  donc  ajouter  au  rapport   précédent  les 
termes  b  —  c  et  c ,  ce  qui  donnera 

,     ,  a  —  d  -\-  c  —  b  —  c  -h  b       a  —  d       m  —  n 

(2)  7 3 = = 

^     '  b  -^  c  -^  d  n  n 

Divisons  (1)  par  (2) ,  il  viendra 

d        /i'  (  //î  —  /i  )  /i* 

d^où  finalement 


d  — 


et 


//i« 

-H  mn  -h 

/i' 

mii^ 

w' 

+  mn 

H- 

n^ 

m^n 

w» 

-+-  mn 

-+- 

n^' 

m» 

car,  la  raison 


m"  -h  m/i  4-  n' 


7  = 


iVbre  <iu  Rédacteur.  M.  Tabbé  Sauze  et  M.  Jean  Mo- 
lard,  étudiant ,  prennent  x  pour  premier  terme,  et  Ton  a 


à'oVL 


(n        /i'        /i'        /i         /i*\ 
IH H— r-h  — H H~)î 
m       m^       m^       m       m}  J 


m' 
/w'  -H  /i*  -h  /w« 


(  3o5) 


SOLUTION  n  U  QUESTION  330 

(fOir  iMfe  190); 

Pae  un  abonné  (♦), 

Et  m.    Jean   MOLARD, 

Étudiant. 


iployant  les  notations  de  M.  Lebesgue,  on  a, 
deuT  dernières  racines , 

2         X 

me  vérifier  que 

36^»/^—  io89n'4-48^»J»-4- (9 ri  — 4^»)'; 
>servant  que  i*  =r  —  qi —  r, 

(3i«-h4^)(47'+^7^; 

=  (i2y»4-8ir')i'  4-  loS^r»  +  169*. 

lation  est  identique. 

ïu  Rédacteur.  M.  J.  de  Virieu ,  régent  à  Saumur^ 
ussi  la  solution  à  une  identité,  directement  sans 
on.  Incessamment  une  démonstration  générale 
ioschi ,  fondée  sur  cette  magnifique  propriété  que 
ines  quelconques  d'une  équation  algébrique  sont 
ions  rationnelles  de  toutes  les  aj^tres  racines ,  et 
a  avec  admiration ,  du  moins  qu'on  pourra  lire 
nbre. 


rmule  donnée  à  la  page  33û  contient  une  (aute  typographique  i 
4  7*  -h ^27 r*  au  lieu  de  4  9*  +  27  r*. 


Uathtmat.,  t.  XV.  (Août  18.S6.) 


ao 


(  3o6  ) 
riÉOMÉTRIE  MSCMPTIVB. 

LETTRE  SUR  LE  PROBLÈME  : 

TroiTer  me  droite  qni  rencontre  quatre  droites  doniees, 

préckdêc  n\'nb  obskrvation  au  rédactbdr  ; 

Par  m.  a.  CHEVILLARD, 

Profesiseiir  de  Matlicniatiqiies  et  de  Gcomélrie  descriptive. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

Vous  avez  raison  de  dire  qu'Olivier  n'a  fait  qu'intro- 
duire en  géométrie  descriptive  une  méthode  employée 
depuis  longtemps  dans  les  épures  de  charpente.  On  a  dit 
de  même  que  Monge ,  eu  créant  la  géométrie  descriptive , 
n'avait  fait  que  généraliser  des  procédés  connus  bien 
avant  lui  des  charpentiers  et  des  tailleurs  de  pierre.  H  s'a- 
git donc  seulement  entre  nous  desavoir  si  l'innovation  (*) 
dOlivier  est  utile  à  la  science  Hu dessin.  Vous,  monsieur 
le  rédacteur,  vous  dites  à  peu  près  non  (**).  Les  prati- 
ciens,forts  de  leur  expérience  journalière,  affirmentle  con- 
trAÎre.  Pourque  vos  lecteurs  puissent  choisir  entre  ces  deux 
opinions  opposées ,  il  est  bon  de  leur  rappeler  que  toutes 
les  écoles  industrielles  ont  adopte  les  idéesd'Olivier  (***); 
qu'en  i85o,  l'école  théorique  par  excellence,  c'est-â-dire 
l'Ecole  Polytechnique,  introduisait  ces  idées  dans  son 
programme.  Aj^ssi  dès  lors  propose-t-on  dans  les  concours 
annuels  des  questions  dont  la  solution  exige,  le  plus  son- 

(*)  Je  nie  TinnovatioD.  Monge  et  Olivier!  quelle  terrible  comparaiaon  ! 

Tm. 
(*")  J'ai  dit,  au  contraire,  que  les  changements  de  plans  sont  souvent 
très-utiles,  même  indispensables.  Mais  cette  utilité  ne  date  pas  d'OliTÎer. 

Tm. 
{*"**)  Qui  inspectait  ces  écoles.  Ta. 


(3o7) 
les  chatigements  de  plan .  Au  lieu  de  laisser  au  choix 
ididat  les  dimensions  et  la  position  de  corps  dont  il 
onstruire  Pintersection ,  on  lui  détermine  par  des 
res  les  éléments  de  la  question, 
a-t-on  que  les  questions  des  premiers  concours  ont 
nnées  sous  l'influence  d'Olivier?  (*)  Je  répondrai 
Elcole  Polylechi^ique  persiste  aujourd'hui  avecrai- 
ms  les  mêmes  errements  (**)  ;  car  elle  a  maintenu 
ingements  de  plan  dans  son  programme  et  continué 
3poser  sur  cette  méthode  des  questions  dont  vous 
ublié  annuellement  les  énoncés  en  les  accompagnant 
5  souvent  d'éloges.  Je  n'en  citerai  qu'un  exemple 
quable  tiré  du  concours  de  1 854  - 
Jne  calotte  sphérique  creuse  repose  par  sa  base  sur 
ilan  horizontal  ;  le  rayon  extérieur  de  cette  base  est 
)",  lo ,  le  rayon  intérieur  est  de  o"*,o35.  La  hauteur 
a  calotte  mesurée  jusqu'à  la  surface  extérieure  est 
>",o3.  Par  le  centre  de  la  base,  on  mène  une  droite 
allèle  à  la  diagonale  d'un  cube  dont  une  face  serait 
le  plan  horizontal  et  une  autre  sur  le  plan  vertical  ', 
s  on  prend  cette  droite  pour  l'axe  d'un  cylindre  dont 
ection  droite  serait  un  cercle  de  o",o3  de  diamètre, 
a  posé,  on  veut  connaître  l'intersection  de  ce  cylin- 
avec  les  deux  surfaces  sphériques  qui  limitent  la 
»tte  creuse ,  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  quel-*> 
que  d'une  de  ces  courbes.  On  construira,  en  outre, 
léveloppement  de  la  surface  cylindrique  du  solide 
imun  aux  deux  corps.  » 

in ,  si  toutes  ces  raisons,  qui  font  suite  aux  raisons 
ques  insérées  en  mai  dernier,  étaient  encore  regar- 
[)mme  insuffisantes,  je  pourrais  placer  la  méthode 
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est  u  ne  erreur. 


Tm. 
Tm. 


20. 


{  3o8  ) 
des  changements  de  plan  sous  la  recommandation  d'un 
nom  dont  vos  lecteurs  ne  déclineraient  pas  la  compétence, 
je  veux  parler  de  M.  Bardin,  dont  votre  journal  apprécie 
si  bien  le  talent ,  et  qui ,  sous  le  nom  de  projections  auxi- 
liaires,  n'a  cessé  d'enseigner  la  même  méthode  (*). 

En  terminant ,  je  crois  devoir  m' associer  entièrement 
au  regret  que  vous  manifestez  en  ces  termes  dans  le  nu- 
méro de  janvier  i855  :  «  On  cherche  avec  raison  à  ré- 
pandre et  à  populariser  cette  langue  universelle  qu'on 
appelle  le  dessin.  Pourquoi  cette  langue  est-elle  exclue 
des  concours  universitaires?  »  Et  je  crois  être  conséquent 
en  déclarant  n'entendre  aucunement  l'observation  que 
vous  faites  en  mai  i856,  à  savoir  qu'/7  faut  employer 
avec  économie, éviter  même,  autant  que  possible,  les  chan- 
gements de  plans  (^^);  car  les  personnes  qui  connaissent 
la  théorie  de  la  transformation  des  projections  savent 
bien  à  quelle  grande  classe  générale  de  problèmes  cette 
méthode  doit  s'appliquer,  sans  rien  de  vague  ni  d'indéter- 
miné (mai ,  page  202) ,  et  qu'elle  est ,  au  contraire ,  des- 
tinée à  produire  l'économie  en  même  temps  que  la  visibi- 
lité des  constructions  graphiques. 

1 .  Quand  la  solution  d'un  problème  ne  dépend  pas  de 
la  position  particulière  de  ses  données ,  on  évite  la  com- 
plication des  théories  et  surtout  l'emploi  des  courber 
auxiliaires  par  la  méthode  d'Olivier.  Il  faudrait  se  procu- 
rer les  mêmes  avantages  pour  les  problèmes  dont  la  so- 
lution dépend  principalement  de  la  position  des  données. 
C'est  pour  ce  cas ,  heureusement  bien  moins  utile  que 
l'autre,  que  le  dessinateur  est  livré  à  ses  ressources  per- 
sonnelles ,  faute  de  règles  assez  générales.  Je  citerai  seu- 

(')  Nous  publierons  incessamment  les  observations  de  M.  Bardio,  qui 
doit  savoir  mieux  que  personne  ce  qu'il  enseigne.  Tm. 

('*)  Je  ne  vois  aucune  connexion  entre  ce  re^et  que  j'exprime  encore 
aujourd'hui  et  les  chan[;ements  de  plans  de  projection.  Tu. 


(309) 
al  Tellipse  à  projections  droite  et  circulaire  (*),  la 
*e  inscrite  aux  surfaces  de  révolution  développables 
on,  comme  d'excellents  moyens  de  simplification 
métne  descriptii^edeM.  Adhémar)  aussi  avantageux 
»eu  répandus.  Mais ,  pour  résoudre  la  question  qui 
objet  de  cette  Note ,  je  dois  rappeler  d'abord  les  pro- 
ss  suivants  : 

Déterminer  le  contact  d'un  plan  quelconque  pas- 
oar  une  génératrice  rectiligne  de  surface  gauche 
Renient  réglée  S,  ai^ec  cette  surface  donnée  soit  par 
Urectrices  droites,  soit  par  deux  directrices  droites 
un  plan  directeur*  problème  résolu  sans  tracé  de 
le  à  l'aide  de  la  double  génération  rectiligne  (Leroy, 
^r,  etc.  ).  Simplification  remarquable  si  S  est  de  ré- 
ion. 

même  problème  est  résolu  pour  une  surface  gauche 
anque  par  l'emploi  de  Thyperboloïde  et  mieux  du 
oloïde  de  raccordement  sur  la  génératrice  donnée. 
Circonscrire  un  cône  de  sommet  m  ou  un  cylindre 
'ection  R  à  une  surface  gauche  doublement  réglée 

sait  que  la  ligne  de  contact  est  une  conique  dont  le 
;st  polaire  de  m  ou  conjugué  à  R.  On  déterminera 
points  de  ce  plan  à  l'aide  de  trois  plans  passant  par 
génératrices  rectilignes  et  par  m  ou  parallèlement 
t  dont  on  cherchera  les  contacts  i,  a,  3  (i**).  On 
nincra  ensuite  divers  points  de  la  conique  de  con- 
ar  les  rencontres  de  diverses  génératrices  de  S  avec 
n  I,  2,  3.  Ainsi,  pas  de  courbe  auxiliaire  pour  dé- 
ner  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  et,  à  la  ri- 
-,  même  avantage  pour  une  surface  gauche  quelcon- 
si  Von  veut  s'en  préoccuper. 


"cst-a— .liic  dont  une  projorlion  ost  une  droile  ci  rautrn  tiri  rcrcU». 

Tm. 


(3.0) 
Jusqu'ici  ces  questions  sont  connues  comme  je  Tindique, 
quoique  dans  un  sens  évidemment  moins  pratique-,  mais 
je  ne  sache  pas  qu^ou  en  ait  profité  pour  résoudre ,  saru 
courbes  à  tracer,  les  trois  problèmes  suivants  : 

2.  Mener  par  une  droite  D  un  plan  tangent  à  une 
surface  gauche  doublement  réglée  S  et  déterminer  les 
contacts  xet  y. 

Construisez  le  plan  i ,  2,3  de  la  conique  de  contact 
d'un  cône  circonscrit  à  S  par  un  point  m  de  D  (n°  i ,  a®). 
Les  points  a*,  y  seront  dans  ce  plan.  Construisez  le  plan 
6,  7,  8  de  la  conique  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  S 
par  un  point  n  de  D ,  plan  qui  contiendra  encore  x  et  j. 
Ces  deux  points  seront  donc  à  Tintersection  E  des  plans 
1,3,  3,6,7,  8;D  et  E  ^^^^^^  conune  on  sait,  deux 
droites  polaires  conjuguées ,  un  troisième  plan  correspon- 
dant à  un  nouveau  point  de  D  ne  servirait  à  rien.  L'un 
des  plans  i,  a ,  3,  6,  7,  8  peut  être  fourni  par  un  cy- 
lindre de  direction  D  circonscrit  à  S. 

Cela  posé,  reste  à  trouver  les  intersections  x,  r,  de  E 
avec  S.  Procurez-vous  deux  nouveaux  points  4  et  5  de  la 
conique  i,  a,  3  (n^  1).  Par  deux  changements  de  plans 
de  projection  successifs,  rabattez  sur  le  papier  les  points 
I,  a,  3,  4)  S  et  la  droite  E.  La  question  sera  ramenée  à 
trouver  Tintersection  d'une  droite  E  avec  une  conique 
donnée  par  cinq  points  i,  a,  3 ,  4  »  S*  Si  Ton  joint  deux 
quelconques  de  ces  cinq  points  aux  trois  autres ,  on  for- 
mera deux  faisceaux  dont  les  rayons  divisent  homogra- 
phiquement  la  sécante  E  en  six  points  conjugués  deux  à 
deux.  Les  points  doubles  de  cette  division  homographique 
sont  précisément  x  et  y.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  les 
obtenir,  puisque  ces  six  points  sont  en  involution  (Geo- 
mfitric  supérieure  de  M.  Cbaslcs).  Si  donc  on  trouve  que 
ces  points  doubles  sont  imaginaires  ,  on  en  conclura  que 


(3..  ) 
èine  csl  impossible,  parce  que  D  ne  rencontre  pas 
lit  d'ailleurs  que  la  réciproque  est  vraie. 
roui^er  les  points  où  une  droite  D  rencontre  une 
doublement  réglée  S. 

;hez  le  contact  x  d'un  seul  plan  tangent  mené  k 
(n*^  2).  Les  deux  génératrices  rectîlignes  qui  pas- 
or  et  sont  dans  le  plan  a:D  rencontreront  D  aux 
berchés.  Le  second  plan  tangent  qu'on  peut  me- 
)ar  D  fournirait  évidemment  les  deux  points  pré- 
,  S  étant  du  deuxième  degré.  Si  x  est  sur  D ,  cellc- 
m^enle  à  S  en  ce  point.  Si  x  n'existe  pas ,  D  ne 
:e  pas  S. 

donnée  une  projection  d'un  point  d'une  surface 
en t  réglée,  on  })ourra  toujours  trouver  l'autre 
m  sans  tracer  de  courbe;  solution  qui  se  simplifie 
ablement  dans  bien  des  cas ,  surtout  quand  S  a 
directeur. 

"onver  une  droite  qui  rencontre  quatre  droites 
lues  données  sans  tracé  de  courbe  (*). 
t  A  ,  B,  C,  D  les  quatre  droites  données.  Oncon- 
lyperboloïde  à  une  nappe  S  déterminé  par  A,  B, 
herchera  les  points  x,  j-  où  D  rencontre  cet  hy- 
de,  et  comme  ces  points  auront  été  trouvés  chacun 
génératrice  de  S  (n°  3)  savoir  G  et  G',  ces  deux 
encontreront  donc  A,  B,  C,  D;  d'où  deux  solu- 

erboloïde  A ,  B,  D  fournirait  encore  deux  solu- 
zr^  en  tout  huit  solutions  se  réduisant  évidemment 
K  premières.  Sans  discuter  ce  problème,  je  ferai 
nt  remarquer  que  si  la  quatrième  droite  D  était 
ice  de  l'hyperboloïde  A ,  B,  C  et  de  même  système 

rriincrt  a  donné  une  solution  analytique  de  ce  problème  (  îiou~ 
ilesA-  XIII,  p.  117) 


(3i2) 
que  ces  trois  droites,  il  y  aurait  une  infinité  de  solutions. 
Les  détails  de  Texécution  d'un  pareille  épure  ne  peu- 
vent trouver  place  ici.  Pour  être  compris,  ou  devra  par- 
tager le  travail  en  plusieurs  parties  désignées  chacune  par 
une  couleur  particulière.  L'habitude  du  dessin  graphique 
suggérera  de  grandes  simplifications,  même  dans  le  cas  le 
plus  général. 


THEOREME  CONCERNANT  QUATRE  CONIQUES  INSCRITES 
DANS  LE  MÊME  QUADRILATÈRE; 

Par  m.  E.  DE  JONQUIÈRES. 

1.  Théorème.  Soient  C,  C',Z,Z'  quatre  coniques 
inscrites  dans  un  même  quadiilatère ;  m,  m'  deux  des 
points  d* intersection  de  Z  ai^ec  C  et  G  respectivement 
et  n  Vun  des  points  d^ intersection  de  Z'  ai^ec  C.  Si  Von 
décrit  la  conique  U  qui  est  tangente  aux  quatre  côtés 
du  quadrilatère  et  à  la  corde  ui'  n^et  qu  on  fasse  rou- 
ler cette  corde  sur  la  conique  U  jusqu'à  ce  quelle  passe 
par  le  point  m ,  ce  qui  donne  lieu  à  deux  positions  dis- 
tinctes y  cette  corde ,  dans  chacune  de  ces  deux  posi- 
tions, passera  par  Vun  des  points  d'intersection  de  Z' 
et  de  a, 

2.  Pour  démontrer  ce  théorème  ,  je  remarque  d'abord 
que  si  l'on  transforme ,  par  voie  de  duaUté ,  la  proposi- 
tion qui  fait  Tobjet  du  n^  757  de  la  Géométrie  supérieure  y 
on  obtient  la  suivante  qui  en  est  la  corrélative: 

Étant  données  trois  coniques  inscrites  dans  le  même 
quadrilatère ,  si  une  corde  de  longueur  variable  roule 
sur  Vune  d'elles  y  tandis  que  ses  extrémités  glissent  sur 
les  deux  autres  respectivement,  les  tangentes  à  la  pre- 


(3.3  ) 
conicjuCj  menées  par  ces  deux  exlréfrutésy  se  cou- 
ur  une  quatrième  conique  inscrite  dans  le  même 
ilatère  que  les  trois  autres. 

ZeXdL  posé,  soit  désignée  par  M  la  langenle  m' n  k 
ique  U ,  et  soit  N  une  tangente  à  la  même  conique 
par  le  point  m.  N  coupera  la  conique  2'  en  deux 
n'^  n  ".  Ne  nous  occupons  que  de  celui  de  ces  deux 

qui  est  situé  dans  la  région  de  la  conique  £'  où 
laturellement  amenée  l'extrémité  n  de  la  corde  va- 
m'/i,  quand  on  la  fait  rouler  sur  U  et  glisser  en 
temps  sur  Z  et  2'  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  passer 

point  m,  conformément  à  l'hypothèse  •,  et  soit  /i' 
it. 

Iroîte  M  a  ses  extrémités  m' ^n  situées  sur  2  et  2' 
tivement,  et  la  droite  N  a  ses  extrémités  m  et  n' 
\  deux  mêmes  coniques  respectivement.  Ces  deux 

sont  tangentes  à  la  conique  U;  donc,  eu  vertu  de 
position  auxiliaire  rappelée  ci-dessus  (n**  2),  le 
le  concours  i  des  tangentes  à  cette  conique  me- 
ir  les  deux  points  m'  et  /i,  et  le  point  de  con- 
('  des  deux  tangentes  à  la  même  conique  menées 
5  deux  points  m  et  n\  sont  sur  une  sixième  co- 
U^  inscrite  dans  le  même  quadrilatère  que  les  coni- 
onnées. 

lellement,  considérons  les  droites  m/' et  m;  elles 
:)ar  construction ,  tangentes  toutes  deux  à  la  coni- 

Les  extrémités  de  la  première  sont  les  points  m 
ués  respectivement  sur  C  et  U'  •,  celle  de  la  seconde 
s  points  n  et  i  situés  respectivement  aussi  sur  les 
nèraes  coniques  C  et  U'.  Donc,  en  vertu  de  la  pro- 
m  déjà  citée,  les  tangentes  àU,  menées  par  leurs 
iités ,  doivent  se  couper  deux  à  deux  sur  une  même 
le  inscrite  dans  le  même  quadrilatère  que  les  coni- 
onnées.  Ces  tangentes  sont,  d'une  part,  mn'  et  i'n' 


{  3'4  ) 
qui  se  coupenl  en  /i^  et,  d'autre  part,  nm'  el  iin*  qui  se 
coupent  en  m' ,  Or  m'appartient,  par  hypothèse,  à  la 
conique  C;  donc  enfin  n!  appartient  aussi  à  cette  conique. 

c.    Q.    F.    D. 

4.  Le  quadrilatère  du  théorème  général  (n®  1)  peut 
être  un  parallélogramme.  Si  ce  parallélogramme  devient 
imaginaire,  les  deux  sommets  «  considérés  comme  deux 
centrées  d'homohgie,  subsistent  et  conservent  toutes  leurs 
propriétés.  Dans  ce  cas ,  ils  sont  les  foyers  communs  des 
coniques  données  (voir  Traité  des  propriétés  projecti- 
%fes).  La  proposition  (u^  2)  et  le  théorème  général  (n^  1) 
subsistent  également.  Seulement  il  faut  ajouter  que  si 
deux  des  coniques,  C  et  C  par  exemple,  sont  de  même 
espèce  (ellipses  ou  hyperboles) ,  les  deux  autres  Z ,  £'  sont 
nécessairement  d^espèce  différente  des  premières  (hyper- 
boles ou  ellipses) ,  sans  quoi  les  points  d^inlcrsection  m, 
m'^n,  n'  seraient  imaginaires. 

5.  Les  points  m,  m'  seront  alors  désignés  sous  le  nom 
de  points  correspondants,  et  de  même  les  points  n  et  n'. 

Le  théorème  général  prend  ainsi  Ténoncé  suivant,  qui 
a  été  donné  pour  la  première  fois  sans  démonstration  par 
M.  Chasles ,  dans  tme  communication  faite  à  T Académie 
des  Sciences  Le  i*^*^  juin  1846  au  sujet  des  coniques  homo- 
focales  : 

4$f  Fon  prend  sur  deux  coniques  deux  systèmes  de 
points  correspondants  m,  m' et  n  ,  n',  les  deux  droites 
mn',  m' n  sont  tangentes  à  une  même  conique  homofo- 
cale  aux  proposées. 


(3i5) 

rAlUATION  D  UNE  FeNGTieN  ALGÉBRItDB  PRAGTMNNAIRB 

La  faritble  iUot  neiDe  d*ue  tqaatioo  algébriqie  doioée  ; 
D*APEis  GAUSS. 

.  nova,  integr,  Comm.  Gotting.  vol.  III,  i8i4-i5,  pagei  39. 


it  Z,  ^9  ^'  trois  fonctions  entières  de  2;  on  de- 
quelle  fonction   entière  on  peut  substituer  à  la 

I  -»  telle  qu'en  y  substituant  pour  z  une  racine  Je 

on  Ç'  =  o,  on  trouve  la  même  valeur  qu'en  sub- 
:  cette  racine  pour  z  dans  Texpression  fraction- 


U  A  le  degré  de  Cet  A'  le  degré  de  Ç'  :  on  suppose  d'ail- 
le  ^  et  Ç'  n'ont  pas  de  facteur  commun ,  de  sorte 

Z 

Vaction  •-  ne  peut  devenir  infinie  :  ce  qui  aurait 

'on  substituait  une  racine  commune  à  Ç  et  à  Ç^ 
>ns  sur  Ç  et  f  '  les  opérations  de  la  recherche  du 
md  commun  diviseur;  on  aura  cette  suite  d'équa* 


partir  de  Ç''  sont  les  résidus  des  divisions,  fonc- 
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lions  entières  dont  le  coefficient  du  premier  terme  est 
Tunité;  et  soient  k"^k"'^  A:'^,...,  fe^"^  les  degrés  successifs 
de  ces  résidus.  Ces  nombres  A-,  k\  k'\...^  A^"*^  vont  tou- 
jours en  décroissant  et  enfinA^'"^  =  o;  je?,  p',  p"^'"^  p(-">J 
sont  des  fonctions  entières  de  z  de  l'ordre  A  —  A  ',  A' — V^ 
h"  —  k'^'\  les  \  sont  des  nombres,  et^^"*^  =  i;  car  le  der- 
nier reste  doit  être  l'unité  puisque  les  fractions  n'ont  ps 
de  diviseur  commun  :  si  A'  >  /: ,  il  faudra  faire  p  =  o. 

Formons  une  seconde  série  de  fonctions  entières  de  2, 
en  changeant  dans  les  équations  (i)  les  {^  en  y;  et  supposant 
y?  =  I ,  >}'  =  o  ;  on  aura 


(>) 


Il  est  évident  que  73"  =  X,  par  conséquent  m"  est  d'or- 
dre nul;  que  >?'''=  —  p'X,  donc  yj'"  est  de  même  ordre 
que />',  c'est-à-dire  de  l'ordre  A'  —  A";  73*'  est  de  môme 
ordre  que  p"  yj"',  c'est-à-dire  de  l'ordre 

X-"  -^  r'  4-  A'  ~  /-"  =  if'  —  A'\ 

On  trouve  de  même  que  m"  est  de  Tordre  k'  —  A»*,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  73^"*^  qui  est  de  l'ordre  A'  —  A^'"~*^ 
Considérons  cette  troisième  série  de  fonctions 

on  a  évidemment  les  relations 

r  -Çr,*'  =:A'(^-çV)-y/(r-^V'). 


>»" 

= 

).^ 

— 

Pn\ 

*»" 

= 

y  ri' 

— 

P'  >î", 

>I'^ 

= 

X%" 

— 

P"'^\ 

»J^ 

zrz 

A"n«' 

— 

p^U\ 

(3.7) 
Ivident  que 

!;-.;„  =  o,    ;'-Çfl'  =  ç', 

'/'  —  Çr/'  est  divisible  par  (;';  de  même  Ç'"  —  Çyj'", 
Jl'y;*^,....  Chacune  de  ces  fonctions  élant  divisible 
il  s'ensuit  que  la  racine  de  ^'  substituée  dans  ces 
»ns  les  annule  \  donc  la  dernière  fonction 

t  nulle  en  remplaçant  z  par  une  racine  de  ^'  =  o  ; 
l  en  est  de  même  de 

la  substitution  de  la  valeur  de  z  dans -donne  le 

résulut  que  si  on  la  substitue  dans  la  fonction  en* 
î  n^^^  ;  c'est  ce  qu'il  fallait  trouver. 

n. 

Ls  avons  vu  que  Zm^"*^  peut  remplacer  -;  mais  il  suf- 

»rendre  le  résidu  de  la  division  de  ZiYi^^^  par  Ç':  à 
H,  posons  les  équations 

Z  =</   Ç'    -f-Z', 
Z'  =  y"  Ç"  -4-Z", 

Z*'=7'^Ç'^4-Z«^, 


Z'  est  le  résidu  de  la  division  de  Z   par  Ç' , 
Z"  »  Z'parr, 

Z*'  .  Z  '  par  r", 

etc. 


(3.8) 
Or  TJ  est  d'un  ordre  inférieur  i  l'ordre  de  f  '  inférieur  à  A/, 
Z"  est  d'un  ordre  inférieur  à  celui  de  }^^  inférieur  à  V\ 
et  allant  de  suite,  Z^*"^  est  d'un  ordre  inférieur  à  Ç^*"^,  c'est- 
à-dire  à  1 .  Donc 

Z('")=o; 


ainsi 


z  =  y'  ç'  4-  q"  r  -4-  7"  r  H-  9'^ Ç'"  -^-  •  •  -4-  q^^"^  1^^^ . 
En  posant 


C  =o, 


on  a 


(  voir  ci-dessus)  ;  donc ,  avec  la  même  condition , 


on  a 


-  =  i7V4-7T-l-7'^iï'^H-. 


.  ^(-»)flC->. 


Or  -g'  est  d'un  ordre  inférieur  à  V  :  q"  ^"  est  donc  aussi 
d'un  ordre  inférieur  i  V  \  mais  Ç"  est  d'ordre  A^  :  q"  est 
donc  d'un  ordre  inférieur  à  /r'  —  h"  \  mais  yj^esi  d'ordre 
nul:  donc  q^n"  est  d'ordre  inférieur  à  A',  z^'est  d'ordre 
inférieur  à  À",  et  de  même  q'^^"'-^  mais  ^^'  est  d'ordre  Â'^: 
donc  9'^'  est  d'ordre  inférieur  à  k"  —  A''';  rj'''  est  d'ordre 
k'  —  k'':  donc  7'''»"'  est  d'ordre  inférieur  à  A'  — A'^,  et 
on  démontre  de  même  que  tous  les  termes  sont  d'un  ordre 
inférieur  à  A'. 
Si  l'équation 

Ç'  =  o 

a  des  racines  rationnelles,  il  est  plus  facile  de  substituer 
immédiatement  ces  valeurs  dans  -  et   de  débarrasser  f  ' 


(  3.9  ) 
îs  racines;  le  degré  de  la  fonction  équivalente  sera 
dre  alors  que  sk  on  laisse  subsister  ces  racines  ration- 
s. 

III.  Applications. 

.       5o  .       283  ,        aSG 

Z  =  3* a*  H «' 1 

39  715  i5oi5 

'  i3  143         4^9 

511   .       io5  ,       35 

Ç'=  z'  -  — z*  4.  33  _  ^, 

i3  143  4^-9 


Lt 


j;'  =  o, 


ant  par  z,  on  a 


Z_  256 

Ç  ""  1225 

21    .       io5  .       35 


i3  143         4^9 

ne  pour  quotient  7  et  pour  résidu 
42  /  ^       10   ,       5  \ 


II         II     4^        ^ 


II  33 


i3 


i3 


42  0 


(320) 
et,  conlinuant  de  même,  on  irouve 

7  200 

^  280       ^  286  ' 

,  ,,   "«.'3   -  20449    14443 
4  2      0920    3920 

61 347  ,       12741 3  ,      120263 
640  1 1 20  44^ 


,      5o  .       283  ,         256 
09  715  i5oi5 

, I   ^  _^  22  j       323 

3         65         5oo5 

Z'/^ 76    ^,  ,     632  ^ 

2145  45^45 


t     ^'  =  I 


2^^= 


L 

3465' 


? 

=  3' 

9" 

_       76 
-      2.45' 

î" 

_       4  . 
~      34o5' 

de  là ,  on  dérive  la  fonction  entière  équivalente  à  la  fonc- 
tion fractionnaire,  savoir  : 

1859  ^       '^73  ^,  ,    7947 
16800         29400         39200 

M.  Koralek,  le  célèbre  calculateur,  a  ainsi  achevé  le 
calcul;  regardant  «'  comme  Tinconnue,  les  trois  racines 
de  Féquation 


-75- 


io5  ,       35  

143         459"" 


(3.1  ) 


=  0,54966441» 
=  0,900912549 
=  0,16480768; 

leurs,  élant  substituées  dans  l'expression 


1859  ^        1573 


7947  ^ 
39200 


1680         29400 

înt  respectivement  ces  résultats  : 

—  0,042568  17, 

—  0,01177411, 

—  0,00844963. 

4e.  On  voit  qu'il  est  bien  moins  pénible  de  calculer 

ne  fonction  entière  que  sur  une  fraction  rompue. 

t  P,  Q,  R  trois  fonctions  entières  de  z  et  supposons 

on  ait 

P/4-Q  =  o,     R  =  o; 

oanl  z^  on  obtient  une  équation  en  j.  Cette  mé- 
t  nous  apprend  qu'on  peut  parvenir  à  cette  équation 
en  éliminant  z  entre  j*  =  S  et  R  =:  o,  S  étant  une 
ion  entière  de  z  qu'on  peut  déterminer.  Cela  revient 
étriquement  à  remplacer  une  courbe  byperbolique 
ne  courbe  parabolique.  Tm. 


SUR  LA  ODESTION  330 

(  Toir  p.  ito.  aoB  ). 


théorème  est  démontré  dans  V  Algèbre  supérieure^ 
Ut.,  p.  âo6,  et  est  une  conséquence  immédiate  des 
iiles  données  par  Stainville  {^Annales  de  Gergonne, 

,  p,  201).  (A.  GEJNOCCHf.) 
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(3a2) 


NOTES  SUR  QUELQUES  QUESTIONS  DU  PROGRAMME  OFFICIEL. 


I. 

Discussion  d'une  équation  numérique  du  second  degré 
à  trois  variables. 

Nous  supposerons  que  les  trois  équations  du  premier 
degré 

/x=o,    ^'  =  o,    //  =  o, 

qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre,  aient  une  so- 
hxûon  finie  et  une  seule  \  en  prenant  pour  origine  le  point 
jdéterminé  par  cette  solution  ^  Téquation  à  discuter  aura 
la  forme 

(ï)  A«»  4-  AV  -+-  A"»'  -h  2B7«-h  2B'«2-+-  2B"xr  -hF=o, 

et  la  Taleur  du  polynôme 

AA' A"  -+-  2BB' B"  —  AB»  —  A' B"  —  A" B'» 

sera  différente  de  zéro  (*). 

Nous  admettrons  de  plus  que  le  terme  indépendant  F 
n'est  pas  nul. 

{*)  C6  polynôme  est ,  comme  on  siit ,  le  dénominateur  commun  des 
Tftieun  qn'on  obtient  en  résoltant  les  équations 


On  lo'nomme'Je  âilerminânt  des  fonetioni  linéaires ^^', -y^',  ^  f^% 
ou  bien  tncorey invariant  de  la  fonction  homogène  du  second  d^gré 

Nous  le  désignerons  par  la  lettre  D. 


(  3.3  ) 
En  faisant  successiveQient 


z  =  o,   r  =  o» 


ar=  o 


réquation  (i) ,  on  aura  les  sections  de  la  surface  par 
lans  des  coordonnées.  Si  parmi  ces  trois  sections  on 
re  deux  lignes  réelles  d'espèces  différentes,  la  surface 
un  hjperboloïde  à  une  nappe.  Car,  en  coupant  un 
rboloïde  à  deux  nappes ,  ou  un  ellipsoïde  par  des 
s  qui  contiennent  le  centre  de  la  surface,  on  n'obtient 
is  des  lignes  réelles  d'espèces  différentes, 
parmi  les  trois  sections  dont  il  s'agit,  on  trouve  une 
\  réelle  et  une  ligue  imaginaire^  la  surface  sera  un 
rboloïde  à  deux  nappes.  Car,  la  surface  sera  réelle, 
seule  surface  réelle  du  second  d^ré,  à  centre  unique, 
puisse  être  coupée  suivant  une  ligne  imaginaire  par 
lan  contenant  le  rentre^  est  Thyperboloïde  k  deuiA 
>es. 

après  cela ,  on  voit  qu'il  n'y  a  lieu  à  discussion'qu'au- 
que  les  trois  sections  sont  de  même  nature. 
Elles  peuvent  être,  toutes  trois,  du  genre  parabo- 

a  aura  alors 

''»— AA'=:o,     B'»--AA"=:o,     B>-.A'A''  =  o. 

m  des  coefficients  A  ,  A',  A"  ne  sera  nul  ;  car,  si  l'on 
,j  par  exemple,  A  =  o,  il  en  résulterait 

B'=o,     B''=o, 

équation  (t)  se  réduisant  à 

A'j»  -4-  A''z»  4-  aBj-z  -h  F  =  o, 

^ntiendrait  que  deux  variables,  ce  qui  ne  peut  avoir 
[piand  la  surface  a  un  centre  unique.  Les  relations 

B"«  —  AA'  =  o,     B''  —  AA"=  o, 

ai . 


(3a4) 
moulrent,  de  plus,  que  les  tjrois  coefficients  A,  A',  A'' 
doivent  avoir  le  même  signe. 

Suivant  que  le  signe  commun  i  A ,  A',  A"  sera  diffè- 
rent de  celui  du  terme  indépendant  F  ou  le  tnême  que 
celui  dé  F,  la  surface  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe 
ou  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  les  sections  par  les  plans 
des  coordonnées  étant  chacune  formées  de  deux  droites 
réelles ,  il  est  clair  que  la  surface  est  un  hyperboloïde  à 
une  nappe.  Et  de  là  on  peut  conclure  que ,  dans  l'autre 
cas ,  la  surface  est  nécessairement  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

En  admettant  pour  plus  de  précision  que  A ,  A',  A^' 
soient  positifs,  le  terme  indépendant  F  sera  négatif  quand 
les  sections  seront  formées  de  droites  réelles,  etTéqua- 
Aon  proposée  aura  la  forme 

• 
Comme  elle  représente  alors  un  hyperboloïde  à  une 
nappe ,  en  prenant  pour  axes  des  x  et  dea^  les  deux  axes 
réels  de  l'hyperboloïde  et  pour  axe  des  z  Taxe  imaginaire, 
on  réduira  Téquation  précédente  à 

le  terme  indépendant  ne  sera  pas  changé  puisqu'on  a  con- 
servé la  même  origine.  Quand  F  est  positif,  Téquation 
proposée  devient 

(3)  Ax»-f- A'/»  -+-  A" a» -4-  2Bj^z;|.  2B'xz  4-  2B"xr  =— K.«; 

et  la  même  transformation  de  coordonnées  qui  réduit 
Téquation  (  2)  à 

px^+p'x^'^p'*z}  =  K\ 

donnera  pour  (3)  l'équation 


(  3a5  ) 
i  représente  évidemment  un  hyperbdoïde  i  deux  nap- 

3.  Les  trois  sections  par  les  plans  des  cooixlonnées 
avent  être  du  genre  elliptique.  Dans  ce  cas,  on  a  les 
^alités 

B''>  — AA'<o,     B'»— AA''<o,     B»  — A'A"<o. 

Les  trois  coefiGicients  A ,  A',  A^  sont  différents  de  zéro 
ils  ont  le  même  signe.  Quand  le  signe  commun  à  A , 
,  A''  sera  le  même  que  celui  du  terme  indépendant  F , 

trois  ellipses  seront  ii)2agin aires,  et  elles  seront,  au 
Q traire,  réelles  si  le  signe^dèA,  A^  A^' est  différent 

celui  de  F.  Dans  le  premier  cas ,  la  surface  ne  peut 
^  qu'un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ou  une  surface 
aginaire.  Dans  le  çecond,  elle  sera  un  ellipsoïde  ou  un 
perboloïde  à  une  nappe. 

Nous  allons  discuter  Féquation  proposée  dans  chacune 
ces  deux  hypothèses. 

i®.  Si  les  sections  sont  des  ellipses  imaginaires,  Véqua- 
n  représentera  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ou  une 
if  ace  imaginaire  suiv^ant  que  /'invariant 

A  A'  A^  -h  aBB'B"  —  AB>  —  A'B'>  —  k"  B*'' 


*)  En  général,  9\,f{^Xjy,  z)  étant  une  fonction  homogène  du  second 
ré,  Tcqaation 

resente  un  hyperboloïde  à  une  nappe ,  Téquation 
/('>r,  «)-fc  =  o 

réseutera  un  hyperboloïde  à  deux  nappes.  Car  la  première  pourra  être 
lenée  à  la  forme 

par  la  même  transformation  do  coordonnées,  la  seconde  deviendra 
px^  -f-  //,♦  »  —  ^''  a»  --  —  K^ 


(3a6) 
aura  un  signe  différent  de  celui  du  terme  indépendant 
F,  ou  le  même  signe  que  F. 

Démonstration,  Les  quantités  Â ,  B^  —  AÂ'  étant  dif- 
férentes de  zéro ,  le  polynôme  homogène 

pourra  être  transformé  en  cette  somme  algébrique  de 
carrés 

(Ax-f-BV  +  B^gy      [(AA^--B^«)/-f-(AB  —  B^B^)«V 
A  "^   "  A(AA'~B^«) 

^AA'-B''^^   ^- 

et,  par  suite,  VéquatioD  proposée  deviendra 

'  (Ag+BV-l-B'g)'      [(AA'— B''«)r-4-(AB  — B'y)»]» 
A  ■*■  A(AA'-B"') 

■+-ÂI^IlB^'*-^  =  °- 

Or,  les  coefficients  A,  Fsont  supposés  de  mÊme  signe , 
d^ailleurs,  la  différence  A  A'  —  B"'  est  positive,  donc  les 
trois  termes 

(Ax4-BV>t-B^g)«      [(AA^-B^')r-^(AB  — B^B")a]' 

A  '  A(AA'  — B''»)  '  ^' 

sont  à  la  fois  ou  positifs  ou  négatifs.  Cela  posé,  si  Tinya- 
riant  D  a  un  signe  contraire  à  celui  de  F ,  la  surface  re- 
présentée par  Téquation  (4)  ne  peut  être  imaginaire  puis- 
que l'interseciion  de  cette  surface  par  le  plan 

Ax-+-B"/-4-B'z  =  o 

C^)  La  transformation  dont  il  s'a^^t  ici  u*offre  qu'une  application  par- 
ticulière d'une  théorie  très-remarquable  qui  est  due  à  M.  Hermite.  Les 
propositions  élémentaires  de  celle  théorie  onlété  exposées  dans  la  dernière 
édition  du  Programme  que  j'ni  public  avec  M.  Rojjucl. 


{  3a7  ) 
une  hyperbole  dont  la  projection  sur  le  plan  de&jrz  a 
r  équation 


A^  -.  B^')/-4-  (AB  —  WB'')zY 


Di» 


■4-F  =  o. 


A(AA'  — B*")  "AA'  — B''» 

conséquent,  cette  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux 

pes. 

)uand  Tinvariant  D  a  le  même  signe  que  le  terme  in- 

endant  F,  l'équation  (4)  n'admet  aucune  solution 

le ,  parce  que  le  premier  membre  est  la  somme  de 

tre  carrés  précédés  du  même  signe,  et  dont  l'un  est 

^pendant  des  variables. 

°.  Lorsque  les  sections  sont  des  ellipses  réelles,  Vé- 
tion  proposée  représente  un  ellipsoïde  ou  un  hyper- 
jïde  à  une  nappe  suivant  que  V invariant 

KMk"  4-  2BB'  B"  -^  AB»  —  A'B'>  —  ATW^ 

1  signe  contraire  à  celui  du  terme  indépendant  F, 
^  même  signe  que  ce  terme. 

démonstration.  On  peut^  comme  précédemment, 
tre  Téquation  proposée  sous  la  forme 

(Ax-h^'X'hB'zy      [(AA^  — B^^')r4-(AB--B^B^)8]' 
A  "*■  ♦     A(AA'  — B"») 


Ds' 


AA'  —  B"' 


-|-F  =  o. 


iais  A  et  F  ont  maintenant  des  signes  contraires, 

ce  que  les  ellipses  qui  résultent  des  intersections  de 

urface  par  les  plans  des  coordonnées  sont  supposées 

les.  De  plus,  AA'  —  B'^'  est  une  quantité  positive  ;  il 

suit  que  si  rinvariant  D  et  le  terme  indépendant  F 

1       .         .          1           .            .  (Àjr-f-B'^-f-B's)' 
it  pas  le  même  signe ,  les  trois  carrés  ^ ^ > 


(3a8) 
r(AÀ'— B"')/-t-(AB-B'B'')*]»  D»»  ., 

AiXK'-^'^) —'  ÂF-B^;"~°^  ^«"^ 

coefficients  positifs  quand  F  sera  négatif,  et  inversemept-, 
on  en  conclura  que  Féquation  (4)  représente  alors  une 
surface  limitée  qui  ne  peut  être  qu'un  ellipsoïde  {*). 

Lorsque  D  et  F  ont  le  même  signe ,  deux  des  carrés  qui 
composent  le  premier  membre  de  Féquation  (4)  sont 
précédés  du  signe  -h  et  les  deux  autres  du  signe  — .  Il 
est,  par  cela  même ,  évident  que  la  surface  admet  des  gé- 
nératrices rectilignes;  par  conséquent^  cette  surface  est 
un  hyperboloïde  à  une  nappe.  C'est  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

4,  Supposons  actuellement  que  les  sections  par  les 
plans  des  coordonnées  soient  des  hyperboles. 
On  aura 

B''*-.AA'>o,     B'»— AA">o,     B»  — A'A'>o; 

les  coefficients  A ,  A',  A''  pourront  être  positifs ,  n^atiis 
ou  nuls.  Nous  allons  faire  voir  que ,  dans  tous  les  cas,  la 
surface  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux 
nappes  snii^ant  que  Vinv^anant  D  et  le  terme  indépen" 
dant  F  auront  le  même  signe  ou  des  signes  contraires. 
En  admettant  d'abord  que  les  carrés  des  trois  variables 
ne  manquent  pas  à  la  £pis ,  Fun  des  trois  coefficients  A, 
A',  A",  par  exemple  A ,  ne  sera  pas  nul ,  on  pourra  alors 


(*)  En  prenant  pour  plans  de  coordonnées  les  trois  plans  détermioêt 
par  les  équations 

Ax-hBV-4-B'»=  o, 
(  A V  -  B"*  )r  -h  (  AB  —  B'  B'  )  5  =  o,      5  =  o, 
l'équation  de  la  surface  prendra  la  forme 

et  sous  cette  forme  on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  appartient  à  un 
ellipsoide. 


(  3>9  ) 
er  à  Téquatiou  proposée  la  forme 

A  "^  A(AA'— B"') 

,4-F  =  o. 


i  différence  AA'  —  B''*  étant  îcî  n^ative,  on  voit  que 

)ef6cients  -  >      .    ^ — i^tt^  des  deux  premiers  carrés 

les  signes  contraires,  et  quHl  en  est  de  même  des 

derniers  termes       , et  F,  quand  D  et  F  ont 

ème  signe.  Dans  ce  cas ,  en  faisant  passer  ces  deux 
iers  termes  dans  le  second  membre  de  Téquation, 
in  des  deux  membres  deviendra  une  différence  de 
carrés ,  d'où  il  faut  conclure  que  la  surface  repré- 
e  par  l'équation  proposée ,  admettant  des  génératri- 
sctilignes ,  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
Tsque  D  et  F  ont  des  signes  contraires ,  les  deux 

^*  777 — S«T  ®^  f  ^°^  ^®  même  signe:  alors,  deux 
AA  — •  B 

*ois  carrés 

H-BV+B^s)»       [(AA^  —  B^^')  j  -h  (  AB  —  B^  B^)  gy 
A  '  A(AA'  — B"»)  * 

Dg» 
AA'  — B"»' 

it  affectés  du  même  signe  que  F,  et  si  Ton  égale  à 
le  troisième  carré,  on  aura  Téquation  d'un  plan 
ut  par  le  centre  de  la  surface  et  dont  Fintersection 
la  surface  sera  une  ligne  imaginaire  (*)  ;  par  consé-r 

Supposez  que  le  terme  qai  a  un  signe  contraire  h  celui  de  F  soit,  par 
le,  le  premier  terme  i r ^-    Les   coordonnées    des 


(  33o  ) 
quent,  Téquation  proposée  représeatera  un  hyperboloïde 
à  deux  nappea. 

Quand  on  a ,  à  la  fois , 

A  =  o,     A'  =  o,     A"  =  o, 

Téquation  proposée  devient 

(5)  2B^z4-2B'dr«-h  2B''x^-^Fs=o, 

et  Tinvariant 

AA'  A'  4-  aBB'B"  —  AB»  —  A'B"  —  A^'B"' 

se  réduit  à  aBB'B".  Aucun  des  trois  coefBcients  B,  B', 
B"  ne  peut  être  nul. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  surface  est  un  hyper- 
boloïde à  une  nappe  ou  à  deux  nappes,  suivant  que  le 
produit  BB'  B''^  a  le  même  signe  que  F,  ou  un  signe  diffé- 
rent de  celui  de  F. 

On  voit  d'abord  que  cette  surface  est  ind^nie  dans 
tous  les  sens ,  puisqu'en  donnant  à  deux  des  variables  des 

joints  communs  à  la  surface  et  au  plan  diamétral 

devront  vérifier  l'équation 

A(AA'-B*«)  "^(AA'-B"')"^    ^°* 

Or,  cette  équation  n'admet  aucune  solution  réelle ,  puisque  le  premier 
membre  est  la  somme  de  trois  carrés  précédés  du  même  signe,  et  que  Tuo 
de  ces  carrés  est  indépendant  des  variables. 
Au  reste,  en  prenant  pour  plans  de  coordonnées  les  trois  plans 

Ax-f-BV-»-B'x  =  o, 

(AB'-B'")r-H(AB-B'B'')»  =  o.      i  =  o, 

Téquation  deviendra 

K«  X*  —  A' V'  —  A""  »*  =  *% 

et  il  est  alors  évident  qu'elle  se  rapporte  h  un  hyperboloïde  à  deus 
nappes. 
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quelconques,   la   valeur  correspondante  de  la 
le  variable  est  constamment  réelle.  D'ailleurs  la 
a  un  centre  unique  et  n'est  pas  un  cône ,  donc  elle 
être  que  Pun  des  deux  hyperboloïdes. 
savoir  quel  est  celui  des  deux  byperboloides  que 
on  (5)  représente ,  il  suffit  de  remarquer  que  pour 
ats  communs  à  la  surface  et  au  plan 

B/-+-B'x  =  o 

ar  le  centre,  on  a 

Bj^4-B'x=o     et     2B''xr-4- F  =  o; 


'=±V^' 


si  le  produit  BB'B'^  a  le  même  signe  que  F,  ïé^ 


'=±»\/Si 


ine  deux  droites  parallèles  qui  appartiennent  fia 
considérée,  et,  par  conséquent,  Féquation  (5) 
nte  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Si  BB'B"  et  F 
signes  différents ,  l'intersection  de  la  surface  et  du 
intral  By  +  B'a:  =  o  est  imaginaire ,  donc  l'équa- 
)  se  rapporte  à  un  byperboloïde  à  deux  nappes. 

e  tout  ce  qui  précède ,  nous  concluons  que  pour  re- 
Ire  de  quel  genre  est  la  surface  représentée  par 
ion 

-  A' j»  4-  A'^z»  -+-  2B/2  -h  2B'xz  4-  2B"xr  H-  F  =  o, 

:  de  déterminer  les  signes  des  différences 

B'  —  A' A'  ,     B"  —  A  A" ,     B'  '  -  A  A' 
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et  de  l'invariant 

AA'  A"  -4-  2BB'B*'  —  AB«  —  A'B'»  —  A^  B^' 

du  polynôme  homogène 

Ax^  -H  A'/»  -4-  A'' a'  H-  aB  j»  -h  aB'xz  -f-  aB^'xr, 

ce  qui  n  exige  aucune  transformation  de  l'équation  pro- 
posée. 

Il  est  d'ailleurs  facile  d'exprimer  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  l'équation  proposée 

(i)  Ax*  -h  A>»  -h  A"z'  ^  aB/z  -f-  aB'xa-h  2B"«r  -*-F=  < 

représente  une  surface  d'un  genre  déterminé. 

Si  l'on  veut ,  par  exemple ,  que  la  surface  soit  un  ellip 
soïde,  il  faudra  que  la  section  faite  par  l'un  des  trol 
plans  coordonnés  soit  une  ellipse  réelle ^  et  de  plus  \\ 
surface  devra  être  limitée.  Ces  conditions  seront  suiB- 
santés. 

En  prenant  pour  plan  sécant  le  plan  des  o^,  les  équa 
tions  de  la  section  seront 

z  =  o,     Ax>-f-A'/*H-2B''xr  +  F=o, 

et  on  exprimera  que  cette  section  est  une  ellipse  réell< 
en  posant 

B'^»  — AA'<o,     AF<o. 

Si  l'on  suppose  le  terme  indépendant  F  négatif,  ce  qu 
est  permis ,  les  deux  premières  conditions  deviendront 

B"»  — AA'<o,     A>o. 

De  plus,  pour  que  la  surface  soit  limitée,  il  faut  et  suili 
qu'on  ait 

AA'  k"  -f-  2  BB' B"  —  AB»  -  A'  B"  —  A" B"'  >  o     (n«  5,  2»), 
donc,  en  admettant  que  le  terme  indépendant  F  soit  né- 
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les  conditions  nécessaires  et  sufTisantes  poui  que 
ition 

+-  A>>-+-  A"z»  -f.  2Byz  4-  2B'x«  +  7.B"xy  -H  F  =  o 

sente  une  ellipse,  consistent  dans  les  trois  inégalités: 

A>o, 

AA'  — B"»>o, 

AA'A"  4-  aBB'B'^  —  AB»  —  A'B'>  —  A"B"'  >  o. 

narque.  Une  méthode  différente  de  celle  que  nous 
suivie  a  conduit  aux  conditions 

A-hA'4-A''>o, 
AA'  4-  AA'^  4-  A'  A"  —  B»  —  B'«  —  B"»  >  o , 
L'A"  4-  aBB'B"  —  AB>  —  A'B''  —  A"B"" > o  (*). 

ïut  efiectivement  déduire  ces  dernières  inégalités  de 
que  nous  venons  de  trouver. 
*9  en  posant 

D  =  AA' A"  4-  2BB'B''  —  AB>  —  A'B'»  —  A''B''% 


_  ( AA'  ^  B^')  (  AA'^  —  B^^)  —  (AB  —  B^ "R'^y 
A 


uand  lee  coordonnées  sont  rectangulaires,  la  détermination  des 
principaux  et  des  axes  des  surfaces  du  second  degré  dépend  de  la 
ion  de  Téquation  d'u  troisième  degré 

-( A-+-  A'  -f-  A"  )S*  -+-  (AV-h  AA"  -f-  A' A*  —  B*  -  B'»  —  B"*)  S 
—  (  AA' A"-*-  aBB'B"  -  AB»  -  A'B'*  —  A-'B"*)  =  o. 

i  démontré  que  le  premier  membre  de  cette  équation  doit  offrir 
iriations  de  signes  lorsque  Téquation  du  second  degré 

Ax* -4-  A'r*  H-  A"**  -h  2  Bocr  H-  aB'xn-  aB" a:r  -*-  F  =  0, 

inte  un  ellipsoïde,  en  admetUnt  que  F  soit  négatif.  On  a  donc  les 
>ndi  lions 

A-i-A'-f-A''>o, 

AA'  -+-  AA'  4-  A' A"  -  B«  —  B"  —  B"»  >  o, 

AA' A"  -4-  a  BB'  B*  -  AB*  -  A'  B'«  —  A^B*»  >  o, 
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et,  par  conséquent,  les  inégalités  supposées 

A>o,     AA'--B"»>o,     D>o 
donnent 

AA"  — B'»>o, 
et,  par  suite, 

A">o. 
On  a  aussi 


(  AA^^  —  B^')  (  A^A^^  —  B>)  —  (A^^B^^  —  BB^^ 


A" 


d'où 


A'A''  — B'>o,     A'>o. 

En  additionnant  les  trois  inégalités 

A>o,     A'>o,     A*'>o, 
il  vient 

A-+-A'-f-A''>o. 

De  même ,  Taddition  des  trois  inégalités 

AA'-B''»>o,     AA"  — B'»>o,     A'A"  — B»>o 

donne 

AA'  -h  AA"  -+-  A'  A"  —  B»  —  B'»  —  B''*  >  o. 

C'est  ce  qu'il  fallait  trouver. 

6.  Nous  avons  jusqu'à  présent  admis  que  Téquation 
proposée  contenait  un  terme  indépendant  des  variables; 
lorsqu'il  en  est  autrement,  cette  équation  se  réduit  a 

(5)    Ax>  4-  A'r'  -+-  A"»»  -H  aB^»  -+-  aB'x»  -h  ^li' xy  =  o, 

et  elle  ne  peut  représenter  qu'une  surface  conique  ou  l'o- 
rigine des  coordonnées,  en  supposant  toujours  que  Pin- 
variant  D  ne  soit  pas  nul. 

Quand  les  trois  différences  W^  —  AA',  B^  —  AA', 
B' —  A' A"  ne  sont  pas  a  la  fois  négatives,  on  trouve  au 
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une  Kgne  réelle  parmi  les  trois  sections  des  pland 
mes,  et ,  par  conséquent ,  Téquation  proposée  ap- 
t  à  un  cône. 

iscussion  se  borne  donc  à  Texamen  du  cas  particu- 
les trois  différences  dont  il  s'agit  étant  négatives, 
Lions  par  les  plans  coordonnés  ne  donnent  qu^un 
int  qui  est  Torigine. 

L  déjà  fait  observer  (n®  3)  que  dans  ce  cas  le  poly- 
lomogène 

.X»  -h  A'/'  4-  A"z'  -h  2Bxz  -h  ^B'xz  -h  2B"xr 

re  remplacé  par 

'B'y-hB'zY      [{AA'  —  W)x^-  (AB  --  B^B^)  g]' 


A(AA'  — B'") 


-h 


D»' 


uit  que  Téquation  proposée  revient  à 

je^Wy-hB'zY       [(AA^  ^  B^^»)r  4-  (  AB  —  B^  W')z]^ 
A  "^  A(AA'— B"») 


-H 


D»» 


r  =  O. 


AA'—  B"» 
Kfpe  D  et  A  auront  le  même  signe,  les  coefficients 

kÂ^^BT^y  AA^-^B"'  ^^*  ^''^"  ^^^^^^  '^'  forment 
nier  membre  de  Téquation  (6)  seront  à  la  fois  ou 
s  ou  négatifs,  et  alors  Téquation  (6)  n'admettant 
seule  solution  réelle  ^  =  o,j^  =  o,x  =  o,re- 
tera  l'origine  des  coordonnées. 
I  et  A  ont  des  signes  contraires ,  les  deux  premiers 

îents  -f   A/AX^^B''*)  ^^^^^^  positifs,  et  le  troî- 


(  336  ) 
sième  j-p — ^^  négatif  ou  inversement ,  et  il  est  évident 

que  Téquation  admettra  une  infinité  de  solutions  réelles, 
elle  représentera  donc  un  cône  ayant  son  centre  à  Ton- 
gine(*); 

D'après  cela ,  on  voit  que  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  Téquation 

A«»  -H  AV  4-  A"  z*  4-  aB  7»  4-  aB'xz  -h  a B^xx  =»  » 

représente  un  point  sont  exprimées  par  ces  quatre  iné- 
galités 

B"»  — AA'<o,    B'»^AA''<o,    B»-.A'A'^<o,    AD>o. 

G. 


(")  Si,  par  exemple,  D  est  négatiret  A  positif  en  prenant  pour  pla» 
de  coordonnées  les  trois  plans 

Ax-+-B''r-4-B'«  =  o, 

(AA'-B*")j'-*-(AB-B'B'')«:=o,      «=o, 

réquation  (6)  se  ramènera  à  la  forme 

d*où 

la  surface  représentée  est  éndemment  un  cône  dont  les  génératrieea  on 
pour  équations 

Kx=Jl(K''a-i-K'j'),   . 

Kx  =  i(K''«-K'r). 
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SlIR  LA  DIVISION  DU  CERCLE 
SON  APPLICATION  A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Par  JACOBI. 

trait  deft  Comptes  rendus  mensuels  de  rAcadémie  des  Screr.ces 
de  Rerlih  pour  l'anncu  1837.) 


(  TRADITIT   PAR   M.    E.    LACrERRR-WERLY.  ) 


nt  p  un  nombre  premier,  x  une  racine  de  Téqua- 

le  racine  primitive  de  p.  Posons  en  ou  ire 
F(a)  =  j:-i-  ajr^4-a';t^'-f-.  .  . -f- a/»-» jr*^""\ 
;nant  une  racine  de  l'ëquation 


a  —  I 


=  G. 


[*a 


K(«)FKa-)=a  ^    ./,; 
>n  pose 

F(a")F(a-)=4»(a)F(a«^), 

»sion  ^  (ol)  sera  une  fonction  entière  de  a  dont 
flScients  seront  des  nombres  entiers  *,  on  aura  de  plus 

4'(«)^(«-)  =  />('). 

doit  excepter  le  cas  où  une  ou  plusieurs  des  quantités  a^^  et*» 
réduiraient  k  Tunité. 
U  Maihémat.,  t.  XV.   (Septembre  i856.)  32 
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Uésignons  par  runc  racine  primitire  de  l'équation 
rf~*  —  I  =  o , 
et  dans  l'expi-cssion 

F  (r^).  F  (/-») 


^{r)  =  : 


F(' 


') 


remplaçons  la  quantité  r  par  le  nombre  g\  îl  viendra 
si  m  et  n  sont  des  nombres  positifs  plus  petits  que  p  —  i 


■Hs)^- 


n(/ii  -f-  ^) 


(mod./;). 


n(/ii)n(«)' 
équation  dans  laquelle 

n  (/i)  =  1 .2.3. . .  /». 
Mais  si  m  -f-  n  est  plus  grand  que  p  —  i ,  on  aura 

>I/(g)esEO  (mod./?); 

cette  dernière  proposition  constitue  dans  les  applications 
un  des  théorèmes  les  plus  féconds  de  la  théorie  des  nom- 
bres. 

Le  cas  dem-f-n=:p  —  i  doit  être  excepte.  11  y  a  plus 
de  dix  ans  que  j'ai  communiqué  ces  théorèmes  à  Gauss. 
Je  ferai  encore  remarquer  que  si  Ton  pose 

2  =  ^,     3sg"'  (mod./?),   ^ 

on  obtient  ces  deux  formules  remarquables: 

(,)  F(-.i)F(a')  =  «-F(a)F(-a), 

(î)  F(a)  F  (7a)  F (7' a)  =  a->»>  F(«^). 

Dans  la  dernière  formule,  y  désigne  une  racine  cubique 
de  l'unité.  Si  1  est  un  facteur  impair  àep  —  i ,  la  première 
de  ces  deux  formules  permet  de  déterminer  les  fonctions 
F  (a) ,  dans  lesquelles  a  désigne  une  racine  2  X''"^  de  IV 
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a  moyen  de  celles  où  a.  détugae  une  racine  X'^""  de 
.  On  obtient  aussi  pour  F  ( — 7)  l'expression 


F(-7) 


rpsf^^ 


>n  dans  laquelle 

A»4-3B'  =  /!?. 

3  des  deux  mêmes  formules ,  on  trouve  que  si  a  est 
îine  primitive  8*^  de  Tunité  et  si  Ton  a 

/?  =  «»  H- 6' =  c' -H  «^S 
a^c^  —  I  ( mod .  4 ) > 


v; 


lus 

ient  encore  la  formule  suivante  où  y  et  a  désigueiit 
vement  des  racines  imaginaires  de  Tunité  du  troi- 
t  du  quatrième  degré , 


.F(«)F(y)_ 


V(«-f-  ha)  \Jp 


v^ 


v/=^ 


fp 


dans  laquelle 

/;  =  /i'  -4-  ^'  =  <î''  H-  6"  = 
s—  1  (mod,  4)»     fl's—  L  =  —  1  (mod.  3), 
M^o(mod.3),      j;^j  (mod,  p). 


22. 


(34o) 
Les  signes  douteux  et  les  valeurs  des  radicaux  seront 
toujours  déterminés  par  des  congruences  j  ou,  s'ils  dépen- 
dent du  choix  de  la  racine  primitive  g ,  cette  dépendance 
sera  indiquée  d'une  manière  simple.  La  loi  de  cette  dé- 
pendance est  le  principe  le  plus  fécond  dans  l'application 
à  la  théorie  des  résidus  des  puissances.  Je  ferai  encorexc- 
marquer  que  si 

/?  =  c'  -h  2  fl^ 

est  de  la  forme  8  n  -f-  i ,  C  est  le  résidu  minimum  par  rap- 
port au  module  p  du  nombre 


8 


..2.. .'-g- 


et  qu  il  est  toujours  positif  ou  négatif  suivant  que,  abs- 
traction faite  du  signe ,  il  est  de  la  forme  4  't  +  3  on  de 
la  forme  4  71  +  i* 

Les  fonctions  F  (a) ,  que  Ton  avait  seulement  déter- 
minées dans  les  cas  où  a  était  ou  une  racine  carrée 
ou  une  racine  cubique  ou  une  racine  biquadratîqne 
de  Funité,  sont  maintenant  déterminées  par  la  formule 
ci-dessus  lorsque  a  est  une  racine  de  l'unité  soit  du  de- 
gré 6,  soit  du  degré  8  ou  bien  encore  du  degré  12. 
On  peut  donc  à  priori  résoudre  complètement  les  équa- 
tions du  sixième ,  du  huitième  et  du  douzième  degré  qui 
se  présentent  dans  la  division  du  cercle  \  on  n'a  besoin 
pour  cela  que  de  la  décomposition  du  nombre  p  en  les 
trois  formes  x*  +y*,  x*  4-  aj^*»  a:'  •+•  3  j^'.  J'ai  joint  à 
mou  travail  le  tableau  de  ces  décompositions  pour  tous 
les  nombres  premiers  compris  depuis  5  jusqu'à  1  a, 000. 

La  formule  suivante  est  d'une  grande  importance  dans 
l'application  de  la  division  du  cercle  à  la  théorie  des 
nombres. 


(34.) 
ient  p  un  nombre  premier  de  la  forme  nX  +  i ,  |3  une 
e  primitive  de  Tunité  du  degré  X ,  a  une  racine  quel- 
ue  de  Tëquation 

a^*=  I  ; 
[e  plus 

ira ,  si  X  est  impair, 

:)  F(P«)F(P»a)...  F(P^-'a)=:«--lmp   '     F  (a^), 
l  est  pair, 

F(a)F(pa)...F(p^-'«) 

=  (-1)  8  j.    ^     F(-i)F(«^)C). 

quantité  F  ( —  i)  qui  entre  dans  cette  formule  est 
iirs  égale  à 

;  fonctions  ^  sont  liées  intimement  avec  les  coeffi- 
du  binôme  ou  les  intégrales  eulérîennes  de  première 
5 ,  comme  le  montre  la  congruence 

comparaison  de  ccttte  congruence  avec  la  formule 

.(,x^F(^).F(r--) 
Yl    ;  F(r-«-'') 

*e  qu'il  doit  exister  entre  les  fonctions  F  et  les  inté- 

e  ibéorème  est  analogue  à  uu  théorème  de  Gauss  sur  les  iiité^ales 
mesi  théorème  dont  récemment  Dirichlet  a  donné  une  remarqua- 
lonstratioa .  (  iacohi .  ) 


(34a) 
grades  eulérieimes  de  denxième  espèce  on  semblable  rap 


port,  de  telle  sorte  que 


ir(/i) 


corresponde  k  F  (r""") 


J'ai  longtemps  cherché  ce  rapport,  et  je  Tai  enfin  trouvi 
dans  le  théorème  suivant  : 

Remplaçons  dans  l'expression  F  (a)  Texposant  g*  pai 
son  résidu  positif  g^^  par  rapport  au  module  p,  en  sorU 
que 

Ne  représentons  plus  par  x  et  a  des  racines  de  Tunité; 
mais  soient  x  une  variable  indéterminée  et  a  un  nombre 
congru  à  g"^  suivant  le  module  p.  Représentons  en  outre 
par  Y„  l'expression  que  Ton  obtient  en  développant 

[iog(i-+-r)]-, 

et  en  supprimant  dans  ce  développement  les  puissances  de 
y  supérieures  à  la  (p  —  i )''"**. 

On  aura  pour  une  valeur  quelconque  de  a  et  la  valeui 
de  m  correspondante , 

F(i  4-/,a)î 


~(lD0d./?), 


congruence  qui  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  jr^  et,  pai 
conséquent ,  doit  être  vérifiée  isolément  par  les  coefficients 
de  chaque  puissance  de  y.  Telle  est  la  relation  cherchée; 
en  multipliant  ensemble  deux  fonctions  F,  on  en  déduil 
le  rapport  indiqué  plus  haut  entre  les  fonctions  ^  et  les 
coefficients  biuomiaux.  Je  ferai  encore  remarquercjue  dans 
le  développement  de  la  (  2  m)'*'"'  puissance  de  log  (i-i-j) 
si  p  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  am-f- 1,  le 
coefficient  de  y^  réduit  à  sa  plus  simple  expression  con- 
tient toujours  un  multiple  de  ;;  à  son  numérateur. 
La  vraie  forme  des  racines  de  Téquation 


x/»  =  I, 


(343) 
ae  que  l'on  n'a  donnée  nulle  part  jusqu'ici ,  est  la  sui- 
te : 

>n  peut,  comme  on  sait ,  former  facilement  ces  racines 
lojeii  des  fonctions  F  (a)  et  par  de  simples  additions. 
est  un  facteur  de^  —  i  et  si 

a    —  I, 

t  aussi  connu  que  [F  (a  )]  n'est  fonction  que  de  a, 
s  on  n'a  besoin  de  connaître  que  les  valeurs  de  F  (a  ), 
r  lesquelles  X  est  une  puissance  d'un  nombre  premier, 
par  exemple  ÏW  un  facteur  de  p  —  i  ;  supposons 
X,  X',  X"  soient  des  puissances  de  nombres  premiers 
îrents  et  a ,  a',  a'^  des  racines  primitives  de  Funité  des 
*és  X ,  X',  X'',  etc.  ;  on  aura 


F(«a'a"...) 


_¥{gl)F{ol')F{ck").. 


^(c 


.) 


;,  a',  a*^...)  étant  une  fonction  rationnelle  de  a ,  a\ 
..,  à  coefficients  entiers.  Si  donc  on  r^arde  la  racine 
—  1  )'*'"*  de  l'unité  comme  connue,  Texprcssiou  de  x 
on  tiendra  que  des  radicaux  dont  les  exposants  seront 
puissances  de  nombres  premiers,  ou  des  produits  de 
radicaux.  Si 

int  un  nombre  premier,  on  trouve  les  fonctions  F  (a) 
I  manière  suivante.  Posons 


F(a)F(aO  =  +,(«)F(a'>'), 


eudii 


F  (a)  =  V+.  («)4'»(«)-  •  •  ^M-i  (a)F  (a^*), 


et  enfin 
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'I 


V 


p-\ 


Les  ^ —  I  fooctioDS  '^  ne  déterminent  pas  seulement 
tonles  les  quantités  placées  sous  les  signes  radicaux,  mais 
encore  la  dépendance  mutuelle  des  valeurs  des  radicaux. 
Si  Ton  remplace  ol  par  ses  différentes  puissances ,  on  peut, 
au  moyen  des  valeurs  ainsi  obtenues ,  expiimer  ration- 
nellement F  (a')  par  les  puissances  de  F  (0c),  puisque  tons 

I     „  •      [F(a)y  , 

les  ft" — I  quotients  "-        '  ^   s  expriment  toujours  par  un 

produit  de  plusieurs  des  /ui —  i  fonctions  4^  (^)-  C'est  en 
cela  que  consiste  un  des  plus  grands  avantages  de  la  mé- 
thode proposée  sur  celle  de  Ganss  \  dans  cette  dernière 
méthode,  la  recherche  de  la  dépendance  des  différentes 
valeurs  des  radicaux  exige  un  travail  tout  spécial ,  d'une 
pratique  très-pénible  i  cause  de  sa  difficulté,  même  pour 
de  petits  nombres  premiers  ;  par  l'introduction  des  fonc- 
tions <p ,  on  obtient,  au  contraire ,  en  même  temps  ,  et  les 
quantités  placées  sous  les  signes  radicaux,  et  les  relations 
qui  lient  entre  elles  les  valeurs  de  ces  radicaux.  On  forme 
les  fonctions  ip  par  un  algorithme  très-simple;  il  exige 
seulement  Temploi  d'une  Table  donnant  les  solutions  des 
congruences  de  la  forme 

^*'  13 1  4-  g"  (niod.  p  ). 
En  suivant  ces  règles ,  un  de  mes  auditeurs  (^)  a  dans 

(*)  A  cette  occasion  I  le  même  géomètre  (Bosenhain)  a  démontré  ce  re- 
marquable théorème  :  Si  a  désigne  une  racine  cubique  et  y  une  racine  do- 
quième  de  l'unité;  si,  de  plus,  p  désigne  un  nombre  de  la  forme  3on  -h  i 
et  si  Ton  pose 

î/iessg^Cmod.;»). 
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ëmoire  couroDDe  par  rAcadémie  de  Berlin  donne  la 
iition  complète  des  équations  de  la  forme  xf  =>  i 
tous  les  nombres  premiers  jusqu'à  io3. 
i  des  théorèmes  les  plus  féconds  dans  la  théorie  des 
)res  est  le  suivant.  Soient  m  ,  m\  m"^  etc.,  des  nom- 
positifs  et  plus  petits  que  p  —  i  -,  désignons  par  m, , 
71* ,  les  plus  petits  restes  positifs  que  Ton  obtient 
[visant  iin^  im\  im'\  etc.,  par  p  —  i.  Faisons  de 

iw,-  4-  m^.  -Mw'  -+- .  .  .  =  «I  (;?  —  i)  H-  ^1 , 

est  positif  et  plus  petit  que  p  —  x.  Si  r  est  le  plus 
dçs  nombres  fii ,  ««,.••>  ^p-i  et  si  Ton  pose 

F(/--).F(/— ')...=x('-)F('^'), 
les  coefficients  de  ;(  (r)  seront  des  nombres  entiers 
ibles  par  p^  et  non  divisibles  par  une  puissance  plus 
e  de^  ^  si  Ton  pose  en  outre 

ira 


x'(^)^± 


n(/w)n(m')n(/7i") 


-  (mod.;;). 


ipplication  de  cette  proposition  donne  des  théorèmes 
:uliers,  dont  j'ai  donné  il  y  a  longtemps  dans  le 
lal  de  Crelle  un  spécimen  concernant  le  nombre  des 
îs  quadratiques  réduites  des  diviseurs  de  la  forme 


F(a)F(-y)  =  ««i^!l^iIJF(-a./), 


m  où  Ton  a 


A^— 2,     Bs=o(mod.5) 
/,p  =  A»-h  3B'. 


(  Jacohi .  ) 


(  Mo  ) 

y^-{-pz^^  p  étant  un  nombre  premier  de  la  forme 
4  'i  4-  3  (*).  Quand  j'aurai  donné  à  ces  théorèmes  la  gé- 
néralité dont  ils  paraissent  susceptibles ,  j'aurai  l'honneur 
de  les  communiquer  à  TA^cadcmie.  Us  forment  un  lien 
entre  les  deux  parties  principales  de  la  haute  arithmé- 
tique ,  la  division  du  cercle  et  la  théorie  des  formes  qua- 
dratiques. 

J'ai  fait  l'application  de  la  division  du  cercle  à  la  théo- 
rie des  résidus  cubiques  et  biquadratiques ,  et  l'ai  employé 

(*)  Un  théorème  analogue  a  lieu  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme 

4n  -h  i;  le  nombre  des  résidus  quadratiques  compris  entre  o  et  7  ^  donne 

alors  le  nombre  des  formes.  {Jacohi.) 

Le  théorème  dont  Jacobi  fait  ici  mention  est  ainsi  conçu  :  Tout  di>i- 
seur  quadratique  de  la  forme 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

ax*  -H  hxy  -h  c* 
ou 

p  -=.  ^ac  —  &• , 
si  h  est  impair,  et 

si  h  est  pair.  On  peut  faire  en  sorte  que  h  soit  plus  petit  que  a  et  c.  Le< 
formes  ainsi  obtenues  sont  alors  des  formes  réduites,  et  le  nombre  de^ 
classes  des  diviseurs  quadraliqucs  est  le  mémo  que  celui  de  ces  formes  ri^ 
duites.  Choisissons  ces  formes  réduites  en  sorte  que,  si  n  est  pair,  h  soit 
impair  et  réciproquement.  Soit  N  le  nombre  de  ces  formes,  P  la  somme 
des  résidus  quadratiques  àe  p,  Q  la  somme  des  non-résidus, on  aura 

On  peut  conclure  de  là  que  Ton  a  toujours 

Q>P, 

si 

;;=r  4»  -i-  3, 

résultat  aussi  obtenu  par  M.  Dirichlet  dans  son  Mémoire  sur  les  proj;r*>- 
«ions  arithmétiques.  (iVo<t*  du  Traducteur,) 
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beaucoup  de  simplioité  et  de  facilité  k  la  démons* 

n  du  beau  théorème  donné  par  Gauss  dans  son 

éme  Mémoire  sur  les  résidus  biquadra tiques  ;  il  n'en 

fait  connaître  jusqu'à  présent  la  démonstration, 

Icsigne  comme  un  mysterium  maxime  reconditum, 

j  était  parvenu  vraisemblablement  par  un  chemin 

ifférent  (*).  La  loi  de  réciprocité  pour  les  résidas 

ues  est  de  la  plus  grande  simplicité,  et  la  démons- 

d  découle  immédiatement  des  formules  connues  de 

ision  du  cercle. 

eut 

L  4-  M  v/^            V  -+-  M'  )f^ 
' et     ^. 


nombres  complexes  premiers  (M  et  M'  sont  divisi- 
ar  3  et  peuvent  être  zéro)  ;  désignons  par 


(L4-Mv/— 3) 
les  quantités 

—  I  -h  v^^       —  I  —  V^^ 


t  congrue  à  la  puissance 


•3M')-i 


(- 


it  le  module  L  -|-  M  y— 3 ,  on  aura 


i(L'  +  M'>/-3) 


^(L  +  Mv/-3) 
i(L'  +  M'v'=^) 


3  théorème  concerne  la  réciprocité  biquadratiqiic  entre  deux  nom- 
emier*  complexes  a  -^  b  \f^  et  c-^d  ^—  i .  M .  Diricblet  a  démon- 


(348) 

Les  démonslraiions  de  ces  théorèmes  ont  pu  être  corn* 
muniquées  sans  difficulté  à  mes  auditeurs  dans  mes  leçons 
de  l'hiver  dernier  (*). 

Quand  on  cherche  au  moyen  de  la  loi  de  réciprocité  de 
Legendre  à  reconnaître  si  un  nombre  premier  est  résidu 
quadratique  ou  non-résidu  d'un  autre,  on  est  obligé  de 
décomposer  en  facteurs  premiers  chacun  des  restes  obte- 
nus et  de  traiter  chacun  d'eux  en  particulier.  Gauss  a 
apporté  à  la  théorie  des  résidus  quadratiques  un  perfec- 
tionnement essentiel  en  ramenant  par  un  théorème  spé- 
cial cette  recherche  au  développement  d'une  fraction  en 
fraction  continue,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'effectuer 
aucune  décomposition  en  facteurs.  J'ai  complété  de  môme 
la  théorie  des  résidus  cubiques  et  biquadratiques  ;  c'était 
une  généralisation  qui  s'offrait  d'elle-même.  Pour  mon- 
trer en  particulier  en  quoi  consiste  cette  généralisation 
pour  les  résidus  quadratiques,  soit  p  un  nombre  impair 
quelconque  égal  i^ftf\f"t  etc.,  où/,/',/'',  etc.,  sont 
des  nombres  premiers  égaux  ou  différents  \  j'étends  de  la 
manière  suivante  le  sens  de  la  belle  notation  employée 

tré  le  premier  théorème  de  Gauss  relatir  à  la  réciprocité  quadratique  de 
ces  nombres. 

{*)  Ces  démonstrations,  connues  déjà  des  professeurs  Dirichlct  et  Kum- 
mer,  ont  été  récemment  publiées  par  le  D'  Eisenstein  dans  le  XXVII*  to* 
lume  du  Journal  Aq  Crelle,  page  389,  et  dans  le  XXVIII*^,  page  S3.  La  dé- 
monstration de  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques  donnés  par 
le  môme  géomètre  à  la  page  4i  du  XXVlll^  volume  est  la  même  quecelle 
quej*ai  communiquée  à  Legendre  en  1837,  ot  qu'il  a  insérée  dans  la  troi- 
sième édition  de  sa  Théorie  des  nombres.  Les  théorèmes  donnés  ci-dessus 
sur  les  formes  quadratiques  font  maintenant  partie  d*une  grande  théorie 
fondée  par  Dirichlet.  {Jacobi,  octobre  i845.) 

La  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre  dont  parle  ici 
Jacobi  est  aussi  identique  avec  celle  qu'à  donnée  M.  Cauchy  en  1829  dans 
le  Bulletin  de  Férussac  avant  la  publication  de  la  troisième  édition  de  la 
Théorie  des  nombres.  M.  Serrct  a  introduit  la  démonstration  de  Jact»bi 
dans  la  deuxième  édition  de  son  Algèbre  supérieure. 

(  Note  du  Traducteur.  ) 
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Legendrc.  Si  x  est  un  nombre  premier,  I  -  j  désigne 


oduit 


ijmir)- 


nt  p  et  p'deux  nombres  impairs  premiers  entre  eux 
un  au  moins  soit  positif*,  on  a ,  comme  pour  les  nom- 
premiers  ,' 


f-» 


formules  donnent  la  valeur  de  (  —  |  au  moyen  du  dé- 

ppement    ordinaire  de  —  en  fraction    continue  par 

règle  simple  et  essentiellement  différente  de  celle  de 

ss.  La  détermination  de   (  ^  )  exige  seulement  que 

recherche  si  p  et  p'  sont  réellement  premiers  entre 
:onime  on  l'a  supposé.  Ceci  s'applique  aussi  aux  ré- 
s  hiquadr  a  tiques  et  cubiques  pour  lesquels  j'ai  intro- 
une  notation  semblable.  L'emploi  du  symbole  général 

fournit  dans  la  pratique  de  grandes  facilités. 

uant  aux  résidus  du  huitième  et  du  cinquième  degré, 
exigent  des  principes  tout  à  fait  nouveaux,  j'en  ai 
poussé  Tétude  assez  avant  \  aussitôt  que  j'aurai  amené 
i  de  réciprocité  qui  les  concerne  à  la  perfection  dé- 
)le ,  je  les  communiquerai  à  l'Académie.  Une  de  mes 
lières  applications  de  la  division  du  cercle  concerne 
fsolution  du  problème  de  Pell  par  les  fondions  cir- 


(  35o  ) 

culaires  ('*').  J^extrais  d'uu  Cours  rédigé  sous  mes  yeu\ 
par  le  professeur  au  gymnase  de  Dantzig,  Czawalina, 
d'après  des  leçons  que  j*ai  faites  il  y  a  plusieurs  années, 
les  théorèmes  suivants  : 

Soit  p  un  nombre  premier  de  la  forme  4^2  +  i  ;  dési- 
gnons par  a  ses  résidus  quadratiques  inférieurs  k  -  p  et 
positifs,  on  aura 


f-*-! 


.ail 


\//?  (  ^/? ./  H-  :r)  =  2  *   n  sin*  —  > 
X  ety  étant  des  solutions  de  Téquation 

et  le  signe  II  désignant  un  produit  s'étendant  à  toutes  les 
valeurs  de  a.  Soit  {/  un  nombre  premier  de  la  forme 
g/j^5-  désignons  par  a  ses  résidus  quadratiques,  il 
viendra 


jp-*- 


J  \/7  =  v'a  n  sin  ^^  -f-^j 


a:  et  ^  étant  des  solutions  de  Téquation 
df'  —  57'  =  —  2. 

Soient  q  et  q*^  deux  nombres  premiers  de  la  forme 
4;j  4-  3  •,  supposons  en  outre  q  résidu  quadratique  de  q^  ; 
désignons  respectivement  par  a  et  a'  les  résidus  quadra- 
tiques positifs  de  q  et  de  q\  on  aura 

tll.til       .     /au       a'U\         r  n 


C*)  Co  problème  consiste  dans  la  résolution  de  Véquatiua  indétcrmi- 

Eulcr  {Àli^gbre,  tooxe  U  )  ^n  nUrilnie  une  solution  à  Pell. 

(  yote  du  Tniduetcar.} 


.(  35i  )     • 
'  satisfaisant  a  Téquation 

Hy  ne  sont  pas  pairs ,  en  cubant  les  équations 

ar'  —pjr'  =  —  4     «*     Ç^'  —  7' J'  =  4  » 
)tiendra  la  solution  des  équations 
«' — pu*  =  —  I  , 

>fe  //a  Traducteur  (*).  On  peut  consulter  sur  cette 
ie  les  BechercJies  arithmétiques  de  Gauss ,  septième 
>n  5  les  Mémoires  sur  la  ^théorie  des  nombres,  publiés 
I.  Cauchy  dans  les  Mémoires  de  V Institut,  tome  X  ; 
ents  articles  du  même  géomètre  dans  les  Comptes 
15,  et  le  Mémoire  de  M.  Kummer  sur  les  nombres 
ilexes  [Journal  de  M.  Liouville,  tome  XVI). 
Lebesgue  a  donné  dans  le  même  journal  des  démons- 
►ns  de  quelques-unes  des  propositions  contenues 
le  présent  Mémoire  de  Jacobi,  M.  Cauchy  a  aussi 
é  dans  le  5ii//e«i>ï de  Férussac  (septembre  1829)  un 
né  de  ses  recherches  sur  cette  partie  de  la  théorie  des 
>res",  on  y  trouve  notamment  indiquée  Fapplication 
théorie  des  résidus  de  tous  les  degrés.  Ce  résumé  se 
ine  ainsi  : 

J'observerai ,  en  finissant,  qu'ayant  donné  à  M.  Ja- 
bi  communication  de  mes  formules,  j*ai  appris  de 
L habile  géomètre  qu'il  était  parvenu  de  son  côté,  et 
s' appuyant  sur  les  mêmes  principes,  à  des  résultais 
même  genre.  H  a  donné  quelques-uns  de  ses  résuK 
s  ,  mais  sans  indiquer  la  méthode  qui  les  avait  four-^ 
>,  dans  le  tome  II  du  Journal  àe  Crelle.  » 

Le  Traducteur,  profond  investigateur  en  géométrie  et  en  analyse  ^ 
e  an  esprit  d'abstraction  excessivement  rare  chez  des  jeunes  gens .. 
saurait  trop  encourager  les  travaux  de  ces  hommes  d*avenir .    Tu 


•     (  35.  ). 
On  peut  encore  consulter  les  Recherches  sur  la  théorie 
des  nombres  publiées  par  M.  Libri  dans  le  tome  IX  du 
Journal  de  Crelle ,  et  depuis  réimprimées  dans  les  Mé" 
moires  de  l'Institut, 


NOTE  SUR  L  AIRE  DO  TRIANGLE  REGTILI6NE  ET  L  AIRE 
DU  TRIANGLE  SPHÉRIQIIE  COMPARÉES. 


Les  cercles  inscrits  dans  le  triangle  rectilîgne  et  dans 
le  triangle  sphérique  divisent  chacun  les  trois  côtés  en  six 
segments  égaux  deux. à  deux^  dans  le  triangle  rectilîgne, 
multipliant  pour  chaque  cercle  la  somme  des  segments 
inégaux  par  le  produit  de  ces  segments,  on  obtient  le 
carré  de  Taire  du  triangle;  dans  le  triangle  sphérique, 
multipliant  pour  chaque  cercle  le  sinus  verse  de  la  somme 
des  trois  segments  inégaux  parle  produit  des  sinus  verses 
de  ces  trois  segments  ^  on  obtient  un  produit  égal  au  carré 
du  produit  du  sinus  verse  de  l'excès  sphérique  par  les  si- 
nus verses  des  trois  côtés.  Tm. 

Remarque.  Le  raisonnement  qu'on  lit  dans  la  note  de 
la  page  279  n'est  qu'une  tautologie. 

Si  a  et  i  sont  premiers  entre  eux,  a -h /wJ,  û-|-(m-+-i)A 
seront  aussi  premiers  entre  eux.  Si  Ton  prend  a  -^mb^a! 
pour  premier  terme  et  a'-H  6'  pour  second  terme,  on  voit 
que  l'hypothèse  est  celle-ci  :  Dans  toute  progression  arith- 
métique au  delà  d'un  terme  quelconque,  on  peut  trouver 
un  nombre  premier.  C'est  dire  que  dans  toute  progression 
arithmétique  où  le  premier  terme  et  la  raison  sont  pre- 
miers entre  eux,  il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers. 
C'est  précisément  ce  qu'il  faut  démontrer.  Nous  y  revien- 
drons. (Lebesgue.) 
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OUKSTIONS. 


.  Soient  AB,  A'B',  A'^B'^,  etc.,  un  système  de  for- 

ëquilîbre  dans  un  plan.  A,  A',  A",  etc.,  sont  les 

d'application-,  AB ,  A'B',  etc.,  reprusenlent  les 

tes  et  les  directions  des  forces  ;  par  un  point  quel- 

;  M  du  plan  soient  menées  aux  droites  AB ,  A'  B', 

etc.,  des  droites   ME,  ME',  ME",  etc.,  sous  un 

constant  a  :  de    telle  sorte  qu^en  faisant  tourner 

I  ces  droites  ME'  autour  de  M  jusqu'à  ce  qu'elle 

le  avec  ME,  alors  A' B' devienne  parallèle  à  AB, 

i  somme  des  produits  AB.EA  -f-  A'  B'.E'A'-f- A''  B^ 

etc.,  est  constante  quelle  que  soit  la  position  du 

il  et  la  grandeur  de  l'angle  a ,  et  selon  que  cette 

i  est  positive,  nulle  ou  négative,  l'équilibre  est 

,  permanent  ou  instable.  (Mobius.  ) 

,  ABC  est  un  triangle  inscrit  dans  le  triangle  aie, 

ur  bcy  B  sur  ac^  C  sur  ab  \  trois  courbes  sont  don* 

ans  le  même  plan;  AB  touche  une  courbe  en  y, 

iche  la  deuxième  courbe  en  (3 ,  et  BC  la  troisième 

en  a  ;  on  a  ,  pour  toute  position  du  triangle  ABC, 

A7.Ba.Cp  __  aCbk  c^ 
Ap.B7.Ca  ~"  flË.^C.cA 

entrer  par  des  considérations  de  statique. 

(Mobius.  ) 
Sx  p  et  ^p  +  i  sont  deux  nombres  premiers  ab- 
2  est  racine  primitive  relativement  au  nombre 

I.  (TcHEBYCHEF.)  (*) 

)ncé  par  l'éminent  arithmologiie  dans  un  ouvrage  sur  les  con» 
publié  en  langue  russe  à  Saint-Pétersbourg.  In-8  de  279  pages. 
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THEORÈHE  DE  LEGENDRE  ET  DE  M.  P.  SERRBT 
SUR  LE  TRIANGLE  SPHÉRIQUE, 

Par  m.  EuciNE  ROUCHÉ, 
Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


En  rendant  compte  de  l'excellent  ouvrage  de  M.  Paul 
Serret,  M.  Prouhet  appelle  Tatlention  sur  le  théorème 
suivant  : 

Si  les  côtés  a  ,  b,  c  d*un  triangle  sphérique  sont  très- 
petits  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère^  on  peut  sub- 
stituer à  sa  résolution  celle  d'un  triangle  rectiligne  auxi- 
liaire ayant  pour  l'un  de  ses  côtés  a  et  pour  angles  A , 
B  —  E,C  —  E(2E  étant  l'excès  sphérique  )  ;  et  les  deux 
autres  côtés  de  ce  triangle  ne  différeront  des  côtés  cor- 
respondants  du  triangle  sphérique  que  par  des  infini- 
ment petits  du  second  ordre. 

Cette  proposition  peut-elle,  comme  Taffirme  Tauteur 
des  Méthodes  en  Géométrie^  «  être  employée  aux  mê- 
mes usages  que  le  théorème  analogue  de  Legendre?  » 

Le  théorème  de  M.  Serret  et  celui  de  Legendre  four- 
nissent Tun  et  l'autre  un  triangle  rectiligne  qu'on  peut, 
dans  certains  cas ,  substituer  au  triangle  sphérique  5  voilà 
Tanalogie.  Mais  Legendre  ne  néglige  que  les  quantités  du 
quatrième  ordre,  tandis  que  M.  Serret  néglige  celles  du 
second  ;  voilà  la  différence  :  elle  est  assez  essentielle  pour 
que  les  deux  théorèmes  ne  puissent  pas  se  prêter  aui 
mêmes  usages. 

Bien  plus,  lorsqu'on  se  borne  au  second  ordre,  le 
triangle  de  M.  Serret  est  trop  particulier. 

Considérons,  en  effet,  un   triangle   sphérique  ABC 
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les  côtes  sont  très-pelils  par  rapport  au  i ayou  de  la 

e. 

>posons  d'abord  que  ce  triangle  soit  rectangle  en  A, 

LStruisons  avec  les  éléments  a ,  B^  G  un  triangle  rcc- 

5  A'  B'  G  '.  Les  difTérences 

A  — A',     b^b\     c-^c' 
lu  second  ordre,  car  on  a 


A-  A'  =  --  (tt-B  — C)=:2E; 
•     ^  •     «      •     o 

sin-  =  sin-  sinB, 
R  il 


r('-^)=|('-6T')*'"'^' 


A  = 


6R' 
6R» 


asioB 


='-{-'-ïk^). 


V  au  second  ordre  près-, 
Même  calcul  pour  c  —  c'. 
;  éléments  du  triangle  rectiligne  A'B'  G'  ne  différent 
qu'au  second  ordre  des  éléments  correspondants  du 
jle  sphérique  rectangle  ABG.  Or,  si  dans  le  triangle 
igné  A'  B'G'  on  laisse  deux  éléments  fixes  et  qu'on 
varier  un  troisième  élément  de  quantités  du  second 
,  les  autres  éléments  ne  varieront  que  de  quantités 
L  ordre;  on  pourra  donc  se  procurer  une  infinité  de 
;les  rectilignes  dont  les  éléments  ne  diffèrent  qu'au 
d  ordre  de  ceux  du  triangle  sphérique  rectangle 

?nons  maintenant  un  triangle  sphérique  obi iquangle 
;  menons  la  hauteur  AD  et  formons  deux  triangles 

23. 
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rectangles  adjacents  Â'B'D',  A' CD'  composés  des  élé- 
ments 

A'iy  =  AD,     A'B'=AB,     A'C'  =  AC, 

B'  A'  D'  =  BAD ,     C  A'  D'  =  CAD. 

L*angle  B'  D' C  ne  diffère  de  tt  qu^au  second  ordre,  puis- 
que, d'après  le  théorème  précédent ,  chacun  des  angles  en 

D'  est  égal  k  -9  aux  quantités  du  second  ordre  près.  Donc 

B'C  ne  diffère  de  B^D'  4-  D'C  qu'au  second  ordre;  et 
comme ^  d'après  le  théorème  précédent,  les  côtés B'D' 
et  D' C  sont  égaux  à  BD  et  à  DC,  aux  quantités  du  se- 
cond ordre  près,  B'C  ne  diffère  qu'au  second  ordre 
de  BC. 

D'ailleurs ,  les  angles  C  B'  D',  B'  C  D'  éunt  du  second 
ordre,  les  angles  A'B'D^  A' CD'  sont  ^gaux  à  B  et  à  C, 
à  des  quantités  du  second  ordre  près. 

Ainsi  le  triangle  rectiligne  A'  B'  C  possède,  aux  quanti- 
tés du  second  ordre  près,  les  mêmes  éléments  que  le 
triangle  sphérique  ABC.  Il  suffira  donc  de  laisser  fixes 
deux  éléments  de  ce  triangle  rectiligne  et  de  faire  varier 
un  troisièine  élément  de  quantités  du  second  ordre,  pour 
obtenir  une  infinité  de  triangles  rectilignes  dont  les  élé- 
ments ne  diffèrent  qu'au  second  ordre  des  éléments  cor- 
respondants du  triangle  sphérique  ABC. 
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GÉOMÉTRIE  DE  L  ESPACE. 
lÉRATIONS   SDR  LES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 


rHÉOREME  L  Si  Von  connaît 

1.2.3 

es  de  trois  valeurs  qui  satisfont  en  même  temps 
r  équations  dont  l'une s'élèi^e  au  degré  m  et  l'autre 
gré  n  (m  h* est  pas  inférieur  à  n),  on  en  déduira 
ifinité  de  pareils  groupes  sans  ai^oir  recours  à  ces 
ions  (Pluçker,  Nouvelles  Annales ,  tome  Vil, 
S6). 

Bohème  II.  Soit 

F,  =  o,     Fa  =  o,...,     F,  =  o 

stème  de  n  équations  homogènes  littérales  entre 
inconnues  XjjX,,...  x,^;Fi  e5^  du  degré pi^  Fj  du 
Pfy  F„  du  degré  p^»  Faisons 

PiPtPi".  Pn  =  ^i 

minant  les  inconnues ,  on  panaient  à  une  équation 
^ène  entre  les  coefficients.  Les  coefficients  de  F| 

,  P 
vu  dans  chaque  terme  au  degré  —  »  les  coefficients 

au  degré --^  etc.^  conséquemment  le  degré  de, 
ation  est 


X/'i       P^  Pu] 
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(Cayley,  Noui^eUes  Annales,  lome  XII ,  page  396). 
Observation,  Cette  propriété  a  même  lieu  pour  des 
équations  non  homogènes ,  car  on  les  rendra  telles  en  rem- 
plaçant x^y^  z ,  etc.,  par  -»  -1  -?  etc.-,  cela  ne  change 
pas  les  coefficients. 

2.  Une  ligne  algébrique  est  donnée  par  Tintersection 
de  deux  surfaces  algébriques^  le  degré  de  la  ligne  est  égal 
au  produit  des  degrés  des  deux  surfaces  :  ainsi  une  courbe 
n'est  pas  connue  en  énonçant  seulement  son  degré,  il 
faut  encore  énoncer  les  deux  facteurs  dont  le  produit 
donne  ce  degré.  Représentons  par  S^  une  surface  de  de- 
gré m\  alors  une  courbe  du  vingt-quatrième  degré  peut 
résulter  des  intersections  de  ces  couples  de  surfaces  Sj 
et  S,4,  S,  et  Si»,  S»  et  Sg,  S*  et  Se,  et  le  nombre 
de  points  qui  déterminent  celte  courbe  sera  différent,  se- 
lon qu'elle  est  le  résultat  de  Tinterseclion  de  l'un  ou  de 
Fautre  des  quatre  systèmes  de  couples. 

3.  Théorème  III.  Une  ligne  de  degré  mn  donnée  par 
Vintersection  des  surfaces  S« ,  S„  est  déiermiiiée  par  un 
nombre  de  points  donné  par  l'expression 

3mfi{m  —  /i-h4)-H(/i—  i)(/i  —  a)(ii  —  3) 
_ 

où  m  nest  pas  inférieur  à  n. 

Démonstration.  S,n  et  S„  sont  données  respectivement 
par  des  équations  de  degré  m  et  «  entre  les  coordonnées 
j:,y,  z.  Soit 

(m -I- 1 ) (/If ^^- 2) (m -4- 3)  - ( /yi H- 1  -n) (m-*-2-/i)(iii-«-3~/î)-6 

Lorsque  N  groupes  de  valeurs  simultanées  de  jr, y,  r  sa- 
tisfont aux  deux  équations ,  on  en  déduit  une  infinité 
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re3  groupes  y  satisfaisant  également  (théorème I)^ 
i  veut  dire  géométriquement  :  si  les  surfaces  S,„ ,  S„ 
r  points  en  commun ,  elles  ont  encore  une  infinité 
^es  points  en  commun  et  la  ligne  d'intersection  est 
ninéc  \  or  Texpresslon  N  étant  développée  se  réduit 
>rme  indiquée.  Donc,  etc. 

foliaire.  Si  m:=  n. 


N: 


(jw-f-i)(m-»-2)(/ii-t-3) 

6  ' 


Exemples,   i®.  n  =  i,  la  courbe  est  plane  et  l'on 
it 

m  (  m  -f-  3  ) 

2 


N: 


n  =  2. 


71  =  3, 


N  =  wi  ( /w  4-  2  ). 

3iw(m-+-i) 
N  = î " 


Prenons  d'abord  les  lignes  dont  le  degré  n'est  pas 

»mbre  premier,     x 

ient 

/w/i  =  4,      H  =  i  y  m=4>     N  =  i4> 

/i  =  2,  111  =  2,     N  =  8;      - 

nin  =  6,      /i  =  I ,  //<  =  6»      N  =  27 , 

/i  =  2,  /w=3,     N=i5; 

/iî/i  =  8,     »=i,  711  =  8,     N  =  44» 

/i=2,  /w  =  4>     N  =  24; 

m/i=iOj     71=1,  7/j=io,     N  =  65, 

#1  =  2,  w  =  5 ,       N  =  35  ; 
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w/ï  =  I  a ,     //  =  I ,  /w  =  1 2 ,  N  =  c)o , 

/f  =  2,  m=6,  N  =  48, 

/?  =  3,  /»  =  4>  N  =  a4; 

1/1/1  =  16,      «=1,  /;i  =  16,  N=i52, 

/I  =  2,  /If  =8,  N=:8o, 

/i  =  4>  '"  =  4,  N  =  45i. 

6.  Lorsque  le  degré  de  la  ligne  est  un  nombre  pre- 
mier p ,  il  est  évident  que ,  lorsque  celle  ligne  est  sur  uue 
surface  de  degré  p,  elle  est  nécessairement  plane,  car 


mn  -=  p , 


on  a  nécessairement 


/7i=/i,     /i  =  i; 

mais  cette  ligne  devient  gauche  pour  rintersection  de 
deux  surfaces  réglées  ayant  un  élément  recliligne  com- 
mun. Soit,  par  exemple,  p  =  3;  rintersection  de  deux 
surfaces  réglées  du  second  degré  ayant  une  droite  com- 
mune est  uue  ligne  gauche  du  troisième  degré.  Soit  encore 
^=5;  Finlerseclion  d'une  surface  réglée  du  second  de- 
gré avec  une  surface  réglée  du  troisième  degré  et  ayant 
une  droite  en  commun  donne  encore  en  commun  une 
ligne  gauche  du  cinquième  degré. 

7.  Quand  on  dit  qu'une  ligne  est  déterminée  par  no 
certain  nombre  de  points ,  il  s'agit  de  points  pris  au  ha- 
sard; mais  lorsque  ces  points  ont  une  certaine  position, 
il  peut  y  avoir  indétermination.  Par  exemple,  une  courbe 
plane  du  troisième  degré  est  déterminée  par  neuf  points; 
piais  lorsque  ces  points  sont  les  intersections  de  deux  de 
ces  courbes ,  on  peut  y  faire  passer  une  infinité  de  lignes 
du  troisième  ordre  :  il  en  est  de  même  pour  les  courbes 
gauches.  Ainsi  une  ligue  gauche  du  quatrième  ordre  est 
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rmînée  par  huit  points.  Mais  lorsque  ces  huit  points 
les  intersections  de  trois  surfaces  du  second  ordre, 
;t  évident  qu'en  prenant  ces  surfaces  deux  à  deux,  il 
e  trois  courbes  du  quatrième  ordre  par  ces  huit  points  ^ 
lème  pour  les  lignes  de  tout  ordre. 

,  Faisant 

6N  =r  3/>  (^  - /»  4- 4)  H- (^  -  ")  ('»  -  2)  (/i  —  3) ; 
nt  croître  n  par  unités,  on  obtient  successivement 
6N'  =  3p  (;j-^  —  /i  -f-  sW/i  (/i  — i)(/i  —  2), 

est  plus  grand  que  {n  —  i)  (n —  2);  donc  N  }>N'5 

émontrc  de  même  que  N'  >  N'',  elc.  Ainsi  à  mesure 

n  croit,  les  valeurs  de  N  diminuent  ;  plus  n  s'approche 

:  de  m,  plus  le  nombre  de  points  déterminants  di- 

ae. 

ir  exemple,  soit 

p  =  6o; 

ura  pour 

Points  déterminanU. 

1  .60 1890 

2.3o 960 

3,20. 660 

4*i5 391 

5. 12. ...... .     214 

6.10 1 3o 
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9.  Toutes  les  courbes  de  degré  mn ,  quoique  détermi* 
nées  par  des  nombres  divers  de  points ,  ont  en  commun 
la  propriété  d^élre  rencontrées  par  un  plan  en  mn  points. 

10.  ThéorIime  IV.  Venv^eloppe  des  plans  oscillateurs 
d'une  courbe  à  double  cpurbure  donnée  par  Vintersec' 
lion  de  deux  surfaces  S,„,  S„  est  représentée  par  une 
équation  de  degré  mn  (/«  +  /i  —  i). 

Démonstration,  Cette  enveloppe  est  le  lieu  des  tan- 
gentes. Soient 

F  =  o,    /==o 

les  équations  rendues  homogènes  des  surfaces  de  degrés 
respectifs  m,  n  dont  rintersection  donne  les  courbes,  et 
Xi,j^i,  -2?!,  Ml  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe; 
soient  encore 

S=o 

Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface  F  et  passant  par 
le  point  (Xi^x  Zi  Ui  )  ;  et 


Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface/* passant  par  le 
même  point  :  alors 

S  =  o,     s  =  o 

seront  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  passant 
par  ce  même  point;  F  =  o,  /*=  o  ne  contiennent  que 
les  coordonnées  fixes  Xi ,  /i ,  ^i ,  Ui  et  aux  degrés  m  et  n  ; 
S  =  o,  5  =  o  contiennent  les  mêmes  coordonnées  fixes 
aux  degrés  m  —  i^n  —  i  et  encore  les  coordonnées  con- 
stantes au  premier  degré  x, y,  z^  u.  Eliminant  les  coor- 
données Xi ,  Xt  î  -2?! ,  w,  entre  les  quatre  équations  homo- 
gènes, en  considérant  x^y^  z^u  comme  àes  coeflScienh 
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rès  le  théorème  II ,  le  degré  de  l'équation  finale  est 

w  —  i)(/i  —  i)  (  — 1 )  =Mn{rn  -h  «  —  2). 

'  ^  ^  \m  —  in  —  1/  ^  ' 

a'a  pas  besoin  d  avoir  égard  aux  coefficients  des  équa- 
j 

F  =  o,    /=o, 

:e  sont  des  constantes. 

.  Pour  qu'on  puisse  mener  d'un  point  donné  une 
ente  à  la  courbe  F  =  o,  /  =  o ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
e,  un  plan  tangent  à  la  surface  enveloppe,  il  faut 
le  point  soit  situé  sur  la  surface  enveloppe  que  nous 
ns  de  considérer.  Le  point  étant  donc  pris  sur  celte 
tce,  les  coordonnées  des  points  de  contact  qui  satis- 
à  trois  des  quatre  équations 

F  =  o,    /=o,     S  =  o,     /=:o 

font  à  la  quatrième.  Si  donc  m  ncst  pas  inférieur  à 
plus  grand  nombre  de  points  de  contact  sera  donné 
c  système  d'équations 

F=:o,    /=o,     S  =  o. 

i  mn  (m  —  i)  est  le  nombre  de  tangentes  qu'on  peut 
;;r  parle  point  donné ^  c'est  la  classe  de  la  courbe 
S„). 

hseivation.  Cette  expression  a  même  lieu  lorsque  la 
be  est  plane  -,  alors 

n=  I, 

n  [m  —  i)  devient  m  [m  —  i). 

!.  Définition,  L'enveloppe  des  plans  normaux  à  la 
be  se  nomme  surface  polaii^e  de  la  courbe, 

uÉOREME  V.    Le  degré  de  l'équation  de  la  surface 
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poicUre  relative  à  la  courbe  (S^,  S,»)  est 
mn  (3/w  +  3/1  —  4)' 

Démonstration,  On  trouve  rëqualion  de  celle  surface 
en  éliminant  Xi ,  j^i ,  Zj ,  coordonnées  du  point  de  la 
courbe  entre  les  quatre  équations 

F  =  o,    /=o, 

(x— j?,)rf'x, +  (/  — 7,) ^»j^i -+•(«- 2«)^'«. —  ^A=oC). 

La  deuxième  équation  est  de  degré  m-^n  —  i  et  la  troi- 
sièmededegré  a  m-f-an  — 3  \  donc,  d'après  le  théorèmell, 
les  X  ,  ^^  z  montent  au  degré 


MH  (  m 


-f-/l  — 0(2/71-4-2/1  — 3)  ( H 1 

'^  ^  \//l-|-/I  — I        2/W-+^2/l  — 1/ 

=  mn  (3/w-|-3/i)  —  4* 

13'.  Le  plan  passant  par  la  tangente  au  point  X|  ,/i , 
Zi  et  par  la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  au  plan 
osculateur  nommé  axe  du  plan  osculateur  a  pour  équa- 
tion 

|(x  —  X,  )  [dxx  {dxi  d"  Yx  —  djTx  d* x.)  —  rf»,  {dfi  d'z.^dz,  éP/,)] 
-t-  (r  —  ri  )  [^«.  (  '^/i  ^  «I  —  */«.  d*X\)  —  c/x,(£/z,  £?  X,—  dlr.i^z.)] 
-f-  («  —  «i  )  [rfx,  (</2,  £/» X,  —  r/x,  //»«,  )  —  fl[ri(rfji  d}  Zt  —  rfairf»/,)] 

le  degré  en  Xi ,  j^t ,  Zi  se  monte  à3m-H3n  —  5. 
L'enveloppe  de  ce  plan  a  une  équation  de  degré 

3/7f/l(2/»  -f-  2/1  —  3). 

1 4.  Le  degré  de  la  surface  réglée  formée  par  les  nor- 
males principales  est 

2/71/1(2/71  -+-  2/1  —  3); 

tel  est  aussi  le  degré  de  la  surface  réglée  formée  par  le» 

(•)  Duhamel,  1. 1",  p.  398. 
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)endiculaires  au  plan  osculateur  passant  par  le  point 
Xi  >  ^1' 
3.  Application,  m  =  »  =  a. 

Degré  du  plan  oscillateur. .  8 

Plan  normal 32 

Plan  (A) 6o 

Normale  principale 4^ 

Axes  du  plan  osculateur. . .  ^o 

>.  La  courbe  formée  par  les  centres  de  courbure  est 
lée  par  Tîntersection  des  deux  surfaces  réglées  for- 
s  par  les  plans  osculateurs  et  les  plans  normaux, 
ices  dont  les  degrés  sont 

/lî/i  (m -f-7i — a)    et     m/i ( 3  iw -+- 3 /i  —  4)- 

e  courbe  n'est  pas  Tarête  de  rebroussement  de  la  sur- 
polaire  \  cette  arête  est  sur  cette  surface  et  sur  celle 
l'on  obtient  en  éliminant  x^  ^y^ ,  li  entre  les  quatre 
itions 

F=o,    /=o, 

(  jf— x.)  cir»  4- (r  —  ri)  ^ji  ■+-(«  —  «•)  ^1  =  <>> 
x— x,)^x,  -*-  (r  —  ri)  '''ri  +  («  —  »i)  ^*«i  =  o> 

uî  donne  une  surface  de  degré  mn  (5m-4-5/»  —  8). 
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THÉORÈME  SUR  UKE  PROPRIÉTÉ  DES  RACINES 
DES  ÉQUATIONS  ALGÉRRIQUES. 

Par  m.  BRIOSCHI, 

Professeur  à  runiversilé  de  Pavie  (*). 


Lemme.  Soient  :Pi ,  Xj  ,."5  ^n  1^**  "  racines  supposées 
inégales  de  l'équation 

En  posant 

<p  (x)  =  (x  — X;^,)(x  — x^+,)..  .  (x—x,), 
on  a 

/,^_/(^)     .'f:r^--^'W     y/^^+'W. 

de  la  dernière  desquelles  on  déduit ,  vu  que 

/(x^,)  =  o,.... 

Or  on  a  évidemment 

f  (X.)f  (X0...f  (X,)^^{X.^,),KX^,)•••^K^«) 

par  conséquent 

?'(^r+i)ç'(^r+0--  •   ?'(^n) 

(*)  Nous  engageons  le  lecteur  à  prendre  un  exemple  parliculier,  par 
exemple  r  =  i,  n  =:  5. 
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rce  que,  en  indiquant  par  D ,  A ,  y  les  produits  res- 
fs  des  carrés  des  diflerences  des  racines  des  équations 

/{x)=o,     ,p(x)  =  o,     ^K4:)  =  o, 
,  comme  on  sait, 

±D=/'(r.)/'(xO.../'(x„), 

quantités  D,  A,  y  étant  prises  avec  le  signe  positif 
uc  les  nombres  /i ,  n  —  r,  r  seront  s»  o  ou  ^  i 
[.  4))  cl  ^^^^  ^^  signe  négatif  dans  les  autres  cas); 
ira 

(±v) 


(dlD). 


pposons 
ira 


r  =  n  —  2, 


:A  =  — (jr„_,  — x^)% 


quantités  D,  y  devront  être  prises  avec  des  signes 
aires.  Donc 


(x^.-x„)'  =  — 


/'M'.)/'^(^0--./"(-^-0 


D; 


x„_i  -ha;„  =  —  (ûi  -t-  ^1  -♦-  J?i  H-.  •  .-h  *n-î) , 
onséquent 


^«-i=  — -(«!-+- X,  -h,,  .-f-x,.,) 


v^ 


^^  2/' (*.)/'('.)•••/' ('-0 

x„     =— -(o, -t-x, +...4-x,_,) 

I  y/^ 


2/'  (*.)/' (X.)  ■■•/{*-.) 


>iD 


ro. 
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Or  D  peut  s'exprimer  en  fonction  des  coefficients  de  Vé- 

Quation  donnée,  et  -rr, — r?77 — ^ tt, r  «st  une  fonc- 

tion  rationnelle  des  racines  Xi,  x, ,...,  x„_j,  vu  que  y 
est  un  carré  ;  on  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Deux  racines  quelconques  d\ine  équation 
algébrique  du  tj*''"'  degré  pénitent  être  exprimées  en 
fonction  rationnelle  des  autres  n  -^  q. 

Observation.  Indiquant  par 

0(x,,  Xa,  . . .   x^t) 

le  second  membre  de  la  première  des  équations  (i)  ,  on 
trouve  facilement  que  cette  fonction  n'a  que  deux  valeurs 
(Serret,  Algèbre  supérieure,  p.  275).  Ces  deux  valeurs 
sont  celles  des  deux  racines  Jt:„«i ,  a:». 

Pour  l'équation  du  troisième  degré ,  en  posant  (Mg. 
sup,y  p.  218) 

on  trouve 

c'est-à-dire  x  étant  une  racine  quelconque  :  les  trois  ra- 
cines seront 

X,   0  (x),  ô'(x). 

Pour  l'équation  du  quatrième  degré ,  en  posant 
on  a 

Xr=i  Ô(X,,  X,)  =  Ô(X,,   X„)=ô(x„,   X,). 

De  ces  propriétés  des  racines,  on  déduit  que  ces  équa- 
tions sont  résolubles  algébriquement. 

Note,  Incessamment  une  démonstration  fort  simple  de 
ce  théorème  par  M.  A.  Genocchi. 
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ROBLÈHB  SUR  CINQ  CONIQUES  ET  CINQ  DROITES 
ANHARNONIQUIHENT  GORRBSPONRANTES; 

Par  m.  E.  de  JONQUlÈRES. 


istion.  On  donne  sur  un  plan:  i^  trois  points  a  ^ 
2^  cinq  aatred  points  d^e^J\g^h,  Déterminer  un 
r  tel,  que  les  cinq  coniques  circonscrites  au  qua-^ 
Te  ahcx  et  passant  respectivement  par  les  cinq 
d^e^f^g^h  correspondent  anharnioniquement  a 
»teau  dé  cinq  droites  données. 
ition.  Soit  P  le  sommet  du  faisceau  de  cinq  droites 
e ,  P/,  Pg",  PA  qui  est  homographique  k  celui  des 
roites  données.  Ce  point,  comme  on  sait,  est  ùni- 

se  détermine  aisément  par  Tinter^ection  de  deux 
iPâ  qui  ont  trois  points  communs  connus  à  prions 
suite  du  théorème  général  de  M.  Chasles  sur  la  con^ 
on  de  la  courbe  du  troisième  ordre  que  les  dix 
«,  A,  c,  JL*, /^^  e,/i  g'j  A,  P  sont  situés  sur  une 
courbe  du  tix^islème  ordre  U ,  qui  se  trouve  déter* 
par  les  seuls  neuf  points  connus  ^  sans  qu'on  ait 
de  faire  intervenir  le  point  cherché  x. 
•ayon  P  J  correspond  anharmoniquement  à  la  co- 
[abcxd]  qu'il  rencontre  au  point /i  et  en  un  autre 
d'.  Ce  point  d\  appartenant  aussi  à  la  courbe  du 
me  ordre,  se  déterminera  aisément  en  n'employant 

ligne  droite  et  le  cercle,  puisque  les  deux  autres 
de  rencontre  du  rayon  Pdf  avec  la  courbe,  savoir 
,  sont  déjà  connus.  La  conique  {iihcxdd')  est  donc 
iment  déterminée.  On  cherchera  pareillement  le 

point  de  rencontre  eJ  du  rayon  Pe  avec  la  conique 

ieMaihémat.^uW.   (Oclobrc  i8ri6.)  M 
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{abcxe)  qui  lui  correspond  anharmoniquement ,  et  cette 
conique ,  dont  on  connaît  déjà  quatre  points,  sera  déter- 
minée. 

Cela  posé,  les  deux  coniques  (abcxdd^)  et  {abcxee') 
ont  trois  points  communs  a ,  & ,  c  ;  on  en  conclura  donc 
immédiatement  le  quatrième  x  qui  satisfait  à  la  question. 

Ainsi  le  problème  est  résolu. 


PRABLKHE  SUR  LES  COURBES  DU  QViTRIElIE  ORDRE; 

Par   m.   E,   de  JONQUIÈRES 


PiïOiLKME.  Construire  géométriquement  la  courbe  du 
quatrième  ordre  qui  passe  par  quatorze  points  donnés 
en  supposant  que  huit  de  ces  points  soient  situés  sur  une 
même  conicjue. 

Soient  a,  b^  c  ^  dj  e^  J\  gj  h  les  huit  poînls  donnés 
sur  une  conique  C,  et  i,  h^l^m^  ii ,  o  les  six  autres  points. 
Il  s'agît  de  faire  passer  parées  quatonse  points  une  courbe 
du  quatrième  ordre  W, 

Je  désignerai,  pour  abré^^er,  par  B  rcuscoible  des 
quatre  points  a,  ^,  c^  r/,  ei  par  IV  celui  des  quatre  poinis 
e,/^,  g".  A,  de  telle  sorte  que  (1^,  ')  sicinifiera  la  conique 
déterminer  par  les  cinq  points  a,  è,  c,  //,  /,  et  aiosi  des 
autres. 

La  conique  (B'',  <)  coupera  la  courbe  du  quatrième 
ordre  W  en  trois  autres  points  inconnus  x ,  j^,  z.  Je  dé- 
signerai par  BM'ensemble  des  quatre  points  i\  x^y^z 
dont  le  point  i  est  seul  connu. 

Considérons  les  deux  faisceaux  de  coniques  (B,  B^), 
(B,A),  (B,/),  (B,m),  (B,  «),  (B,o)  et  (B',B'), 
(B',A),(B',Z),(B',m),(B',n),(B>). 

Ces  courbes  se  correspondent  deux  a  deux  anharmo- 
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lemcnt,  parce  qu'une  conique  du  premier  fdàceau, 
!  que  (B,  /r)  el celle  (B',  k)  qui  lui  correspond  dans  le 
cième ,  passent  ensemble  par  un  même  point  k  de  la 
'be  W.  Ceci  résulte  d'un  théorème  général  démontré 
M.  Chasles  dans  les  Comptes  rendus ,  tome  XXXVII, 
ice  du  i5  septembre  i853  [voir  la  Note  du  Rédac^ 
;  p.  37a). 

ela  posé,  soit  P  le  sommet  d'un  faisceau  de  cinq 
tesPA,P/,P/w,Pn,Po correspondant  anharmoni^ 
ment  aux  coniques  (B,  /r),  (B,  /),  (B,  m),  (B,  n), 
o)  (point  qu'on  sait  construire  sans  difficulté) ,  et  soit 
le  rayon  qui ,  dans  le  faisceau  de  droites,  correspond 
conique  donnée  (B,  B'')  qui  fait  partie  du  faisceau  de 
iques.  Enfin ,  appelons  a'  et  B'  les  deux  ]^>oints  d'inter- 
ion  de  ce  rayon  avec  la  conique  (B'',  i)  ou  (B',  B''). 
es  six  droites  Pa',PA^P/,  P/n,  Pw,  Po  correspon- 
t  aussi  harmonîquement  avec  les  six  coniques  (B',  W), 
*),  (B',  /),  (B',  m),  (B',n),  (B',  o),  puisque  celles- 
>rrespondent  anharmoniquement ,  comme  je  viens  de 
ire,  aux  six  coniques  (B,  B"),  (B,  k)^  (B,  /), 
m),  (B,ii),(B,o). 
'onc  les  neuf  points  i\  a'^b\  k  ^  l  ^  m^  n.o  ^  P  déter- 
cnt  une  courbe  du  troisième  ordre  qui,  en  vertu  du 
)rème  fondamental  de  M»  Chasles  sur  la  description 
:cs  courbes  (Comptes  rendus,  i853) ,  passe  aussi  par 
rois  autres  points  x,  y,  z  communs  à  tontes  les  coni- 
5  du  faisceau  (B\  B")',  (B',  k) ,  etc. 
lelte  courbe  du  troisième  ordre  U  et  la  conique 
B''^)  ont  trois  points  communs  déjà  connus,  savoir  : 
i',  et  5';  il  s'agît  do  trouver  les  trois  autres  x,  y 


Wr  cela ,  joignons  par  une  droite  les  deux  points  k  et 
ar  exemple,  et  soit  q  le  troisième  point  de  rencontre 
la  droite  Wavec  la  courbe  U,  point  facile  à  détermi- 

24. 


(37a) 
ner  sans  tracer  la  courbe.  Puis  regardons  Tensemble  de 
cette  droite  et  de  la  conique  (B^  B'^)  comme  formant  une 
courbe  du  troisième  ordre  U^ 

Les  courbes  U  et  U'  ont  six  points  communs  déjà  con- 
nus, savoir  i,  a\  b',k,lj  q\  leurs  trois  autres  poinu 
d'intersection  sont  précisément  les  points  cherchés  x, 

La  question  est  ainsi  ramenée  à  celle  où  il  s'agit  ck 
trouver  les  trois  autres  poinls  d' intersection  de  den\ 
courbes  du  troisième  ordre  qui  ont  six  points  communs 
connus  à  priori,  quesiion  résolue  très-simplement  par 
M.  Chasles  dans  les  Comptes  rendus  de  i8S5  ,  séance  dy 
3i  décembre,  et  par  moi-même  dans  l'ouvrage  intitulé  : 
Mélanges  de  Géométrie  pure,  p.  tgS, 

Dès  que  ces  trois  points  x^  jj  z  seront  connus ,  la  con- 
struction de  la  courbe  W  sVachèvera  sans  difficulté.  Car 
toute  conique  circonst  rite  arbitrairement  au  quadrilattTe 
a&c^  déterminera  celle  i[ui  lui  correspond  anharmoiii- 
quement  dans  le  faisceau  ci r conscrit  au  quadrilatère  î^^- 
Les  quatre  points  d'iiitcrsuctiou  de  ces  deux  coniques 
homologues  appartient! roiit  à  la  courbe  W,  dont  on  con- 
struira ainsi  autant  de  points  qu'on  voudra. 

Ainsi  le  problème  est  résolu. 

Note  du  Rédacteur,  M.  de  Joriquières  s'appuie  stir 
un  théorème  de  M.  Chasles  que  nous  croyons  utile  de 
citer  textuellement. 

Théorème  général.  Si  Von  a  deux  faisceaux  de  co- 
niques dont  les  unes  passent  par  quatre  points  a  ,  b ,  c^  d 
et  les  autres  par  quatre  points  a.\  b',  c',  d',  et  que  ca 
courbes  se  correspondent  deux  à  deux  de  manière  que  te 
rapport  anharmonique  dv  rpiatre  courbes  du  premier 
Jaisceau  soit  égal  à  celui  de  quatre  courbes  correspon- 
dantes dans  le  deuxième  Jaisceau^  le  lieu  de  tous  les 
points  d'intersection  des  coniques  correspondants  sera 
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courbe  du  quatrième  ordre  passant  par  les  huit 
tf5   a,   b,  c,   d,   à',   b',  c',  d  [Comptes  rendus ^ 
XXVII,  i853,  a*  semestre,  p.  273). 
[>ient 

r^o,     j  =  o,     11=0,     p  =  o 

qualions  de  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  \ 


r,  =  o,     /,  =  0, 


s»,  =  0,     f»,  =  0 


îquations  des  quatre  côtés  d'un  second  quadrilatère  : 
àisceaux  de  coniques  payant  respectivement  par  les 
nets  des  quadrilatères  ont  pour  équations 


ary-f-  iip=:o, 
ar,5,  H-M,  Pi  =o. 


arainètfe  variable  a  étant  le  même ,  les  faisceau^  se 
îspondent  anUarmoniquement.  Donc ,  éliminant  a  , 


rsui  •»,  -+-  r,  Sx  IIP  =r  o , 


le  lieu  chercbé  du  quatrième  ordre  et  passant  par  les 
sommets  des  quadrilatères. 


NOTE 
aire  d'il  poljgoie  pla  et  va  Tei^preisioi  de  celte  aire  ei  foicliea 
4es  coordeiDJes  des  smiels; 
Par  m.  E.  PROUHET. 


n  définit  ordinairement  Taire  d'une  figure  plane  en 
Lt  que  c'est  la  portion  de  plan  limitée  pat*  son  con- 
.  Mais  cette  définition  n'offre  plus  de  sens  raison- 
e  lorsque  ce  contour,  fermé  d'ailleurs ,  présente  des 


(  374  ) 

points  doubles,  comme  lela  a  lieu  daïjs  les  polygones 
étoiles.  Il  est  cependant  possible  d'éiendre  la  notion  de 
superficie  de  manière  à  la  iciidre  applicable  à  tous  les 
cas. 

2.  Soient  A| ,  A»  ,.. .,  A,,  \eh  n  sommels  consécutifs  d'un 
polygone,  soit  PM  un  rayon  vecteur  doiïl  riAtréraîté  P, 
que  nous  nommerons  ïe  pôle^  demeure  fixe  pendant  que 
Tautre  extrémité  M  se  meut  sur  le  périmètre  dans  un  sens 
déterminé,  Ai,  A|,.,.,  A„  par  exemple.  Le  rayon  vecteur 
étant  d^abord  en  PA,  et  venani  ensuite  en  PA^,  nous  di- 
rons qu'il  a  engendré  ou  décril  le  irlangle  PA,A,,  dr 
sorte  que  le  point  M,  revenu  h  sa  position  initiale  après 
avoir  parcouru  tout  le  contour,  aura  déerîtn  triangles. 

Or  les  sinuosités  du  contour  pouvant  faire  que  PM 
tourne  tantôt  dans  un  sens  fine  nous  nommerons  direct, 
tantôt  dans  le  sens  oppusé ,  il  sera  naturel  cle  considérer 
comme  positives  les  aires  décrites  dans  le  premier  sens, 
et  comme  négatives  celles  qui  sont  décrites  dans  le  mou- 
vement rétrograde.  Cette  convention  est  déjà  faite  en  mé- 
canique et  son  introduction  en  géométrie  offre  de  grands 
avantages,  comme  le  montrera  la  suite  de  cet  arlide. 

3.  D'après  cela,  si  le  polygone  est  convexe  et  le  pôle 
P  pris  dans  son  intérieur,  tous  les  triangles  seront  décrits 
dans  le  même  sens  et  leur  somme  algébrique  se  réduira, 
suivant  les  cas,  à  ±:  raire  du  polygone,  le  mot  a/re étant 
pris  encore  dans  son  aiTeplion  ordinaire. 

Si  le  pôle  est  extérieur,  tous  les  triangles  ayant  quel- 
que portion  de  leur  surface  dans  l'intérieur  du  polygone 
auront  le  même  signe,  tous  ceux  qui  sont  entièrement  si- 
tués hors  du  polygone  auront  le  signe  opposé ,  et  il  est 
visible  que  la  somme  algébrique  des  triangles  de  première 
et  de  seconde  espèce  sera  encore  égale  à  dz  la  sur&ce  da 
polygone, 

4.  Ces  résultats  conduisent  naturellemait  â  la  défi- 
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»n  qu*il  convient  d'adopter  et  qui  est  la  suivanie: 
'aire  d'un  polygone  plan  est  la  somme  algébrique 
\riangles  engendrés  par  un  rayon  'vecteur  dont  l'exf 
itéfixe  est  placée  en  un  point  quelconque  du  plan  et 
Vautre  parcourt  le  périmètre  du  polygone  dans 
7ns  déterminé. 

mtefois ,  pour  justifier  complètement  (^et  énoncé ,  il 
démontrer  que  Texpression  ainsi  définie  demeure  là 
e  en  grandeur  et  en  signe  pour  un  même  sens  de  ro- 
a,  quel  que  soit  le  pôle.  C'est  ce  que  l'analyse  suivante 
ra  hors  de  doute. 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  triangle  PA|  As 
Tun  des  sommets,  pris  pour  pôle,  soit  à  l'origine 
ordonnées  rectangulaires.  Désignons  par  Xt ,  jr\  les 
[onnées  du  point  Ai  et  par  Xt  ^y^  celles  du  point  As. 
i  supposant  d'abord  que  le  triangle  soit  tout  entier 
l'angle  YOX ,  el  que  l'on  ait  Xx  y%  ]> J^i  x% ,  on  trou* 
sans  peine  pour  l'aire  absolue 

lonséquent,  si  l'on  désigne  x,  y^  —  ^ty\  par  [1,2] 
en  énonçant  un  triangle,  on  marque  par  l'ordre  des 
ïs  le  sens  dans  lequel  le  côté  Ai  A^  est  parcouru ,  on 


PA,A,  =  -[i^2], 


résulte 


PA,A,=— PA,A,  =  ~^[i,  2], 


ar  conséquent, 


PA,A.  =  i[2,  i], 


puisque 
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[2,  l]=^[l,2]. 


On  voit  parla  qu'eu  écrivant  dans  les  crochets  les  indices 
dans  le  même  ordre  que  dans  le  premier  membre  j  le  se- 
cond membre  prend  de  Ini-mème  le  sî^e  convenable. 

6.  Maintenant,  si  Ton  suppose  que  les  axes  primitifs 
tournefit  d'un  angle  a ,  le  second  membre  conservera  la 
même  valeur 9  comme  on  s'en  assurera  sans  peine  en  met- 
tant à  la  place  des  nouvelles  coordonoées  leurs  valeurs  en 
fonction  des  anciennes,  d^où  résulte  que  la  formule  dé- 
montrée  pour  une  position  particulière  des  axes  est  vraie 
pour  une  position  quelconque. 

7.  Considérons  actuellement  un  polygone  At,  Ai» 
As,.'*»  A^.  Des  rayons  vecteurs  étant  menés  à  tous  les 
sommets,  on  aura 


PA„_,Afl  ==-[/!  —  I»  r]ï 

PA„  Al  =  -[/ï,  ij, 

d'où 

PA,  A,  H-  PAï  A,  -h  PA3  A*  H- ...  -h  PA^  A, 

Le  premier  membre  (en  ayant  égard  aux  rotations  in- 
diquées par  Tordre  des  lettres)  est  ce  que  nous  nommons 
Taire  du  polygone  relative  au  sens  Ai,  Ai,.**,  A„,  On  a 
donc  en  désignant  Taire  par  S  , 
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lie  est  donc  l'expression  de  Taire  dans  le  cas  le  plus 
>al  possible.  Le  second  membre,  que  nous  savons 
kre  indépendant  de  la  direction  des  axes,  est,  en 
,  indépendant  de  leur  origine ,  comme  on  s^en  as- 
•n  ti*ansportant  cette  origine  en  un  point  quelcon- 
Les  dénominations  adoptées  plus  haut  se  trouyent 
complètement  justifiées. 

La  formule  que  nous  venons  de  démontrer  exige  seu- 
it  que  le  polygone  soit  fermé.  Les  côtés  peuvent 
surs  se  couper  d'une  manière  quelconque,  plusieurs 
lets  peuvent  se  réunir  en  un  seul  sans  que  la  formule 
d^être  applicable,  pourvu  que  le  périmètre  puisse 
onsidéré  comme  un  fil  non  interrompu  qui ,  partant 
int  Al  et  passant  successivement  par  les  points  At, 
te,  finit  par  revenir  au  point  de  départ, 
iprès  cela ,  un  polygone  de  n  sommets  pourra  être 
1ère  coDune  ayant  a/i,  3/i,...,  hn  côtés.  Il  suffira 
ncevoir  que  le  fil  revenu  en  Ai  recommence  à  passer, 
is  le  même  ordre,  par  les  points  At ,  A3 ,  etc.,  et  cela 
ombre  quelconque  de  fois ,  pourvu  qu'il  finisse  par 
iter  au  point  de  départ. 

L'emploi  des  signes  -\^  et  —  pour  distinguer  les 
engendrées  par  des  rotations  directes  ou  inverses 
avoir  Tutilité  de  ces  sortes  de  conventions  qui  est 
unir  dans  un  même  énoncé  un  nombre  souvent  con- 
ible  de  théorèmes  du  même  genre.  En  voici  quelques 
pies  sur  lesquels  le  lecteur  pourra  s'exercer. 
B,  C,  etc.,  désignant  des  points  distribués  comme 
oudra  dans  un  plan  et  ABC  Taire  du  triangle  dont 
immets  sont  A ,  B ,  C ,  on  aura  : 
ur  cinq  points  : 

ACE .  ABD  =  ABE .  ACD  4-  ABC .  ADE. 

(Théorème  de  Fonlaine.  ) 
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(  ABCDK)'  —  { ABC  4-  BCD  -h  CDK  H-  DEA  H-  EAB)   ABCD 
+  ABC .  BCD  +  BCD .  CDE  +  CDE .  DE  A 
+  DEA.EAB  -h  EAB.  ABC  =  o. 

(TWo renie  de  Gauss.) 
Pour  sepl  poîiiU  : 

ABE.ACt.ADG  =  ABE.ACDAFGH- ABC.ADE.AFG 
-+-  ACF .  ADE .  ABG  4-  ACD .  A EF ,  ABG 
H-ADG.ABG.AEF* 
h  I        ,  (Thëorèïiie  nouveau.) 

Il  suffira  de  demoulrer  ces  égalirës  dans  le  cas  iVi 
étendu  où  le  polygone  ayant  pour  sommets  les  poinls  co 
sidérés  est  loti  vexe.  Démontrées  pour  ce  cas,  dies  devroi 
se  réduire  à  de  véritables  îdcnlîtés  quand  on  y  substitue 
les  valeurs  des  aires  en  fonctuin  des  coordoTinécs .  et  d( 
lors  elles  auront  lieu  quelle  que  soit  la  diâposition  d 
points  considérés. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  SUR  UN  JEU  DE  CARTES 

(Toir  t  XIV.  p.  168); 

Par  m.  l'abbb  PEPIN. 


Réponse,  Soit  t  le  plus  petit  nombre  entier  qui  salis 
fasse  à  Tinégalité 


m 


ce  nombre  t  sera  le  nombre  demandé. 

Solution.  Après  la  première  distribution ,  la  carte  dé 
signée  pourra  occuper  un  rang  quelconque  dans  le  paquei 
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Ile  se  trouve  ;  mais  après  la  seconde  distribution ,  les 
es  provenant  des  q  paquets  situés  au-dessous  ou  an- 
us du  paquet  ri  occuperont  les  /s  piemières  et  les  /i 
ières  places  de  chaque  paquet,  Ij  étant  égal  à  la  par- 

ntièrc  de  la  fraction  — ^  ,  c'est-à-dire 


h 


-(^)- 


i  le  rang  $%  occupé  par  la  carte  désignée  dans  le  pa- 
rs sera  compris  entre  les  deux  nombres 

/,    et    m  —  /a  -4-  I . 

£néralement ,  désignons  par  /<  le  nombre  des  cartes 
se  trouvent  au-dessus  et  au-dessous  de  la  carte  dési- 
après  t  distributions  dans  le  paquet  r^.  On  aura  évi- 
nent 


/„  =  E('-=ii-), 


rang  J|^i  qu^elle  occupera  dans  le  paquet  r^^i  sera 
pris  entre  les  deux  nombres  /|+,  et  m  —  /,+i  H-  i . 
L  formule  (2)  donnera  successivement 

\  si  l'on  observe  que  la  partie  entière  du  quotient 
e  division  ne  change  pas  quand  on  remplace  le  divi- 
e  par  un  nombre  qui  n'en  diffère  en  plus  que  d'une 
itité  plus  petite  que  l'unité ,  on  aura 


..(: 


qin 
q  .  //i  -h  1— 


=  E 


—!L)  =  yA'L!!L/l'szlV 

n  /  \  n^      n  —  i  / 
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et  généralemeut 


or  le  rang  s^  étant  compris  entre  les  deux  nombres  It  ei 
m  —  /j  -h  I ,  si  Ton  veut  qu  il  soit  égal  à  p  -h  i ,  il  faut 
et  il  suffit  que  Ton  ait  /^^  ^  p  ;  ear  alors  on  aura 

et  le  nombre  entier  s^  compris  entre  p  etp  +  2  ne  pourra 
être  que  le  nombre;?  -h  i  - 

Le  nombre  t  devra  donc  satisfaire  à  l'inégalité 


^  g, m   /ï'~'  —  1 


0^t?=l'     ..        .     -P<' 


En  remplaçant  n  —  i  par  aç,  p  par >  cl  rédui- 
sant, cette  inégalité  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 


vante; 


'-7ï=:î 


o^ 


<i- 


D'ailleurs  il  est  évident  que  cette  inégalité  est  équiva- 
lente à  la  suivante 


(3) 


„l-i  - 


Le  nombre  demandé  i  est  donc  le  plus  petit  noiuhfe 
entier  qui  satisfasse  à  la  foj'muk-  (3).        c  q.  f,  d. 
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TRISEIJION  DE  L ANGLE; 

Par  m.   poudra. 


.  Chaslcs,  dans  son  Cours  à  la  Sorbonne,  a  donne 
solution  foil  élégante  de  l'ancien  problème  de  la 
clîoii  de  l'angle* 

il  Tare  ab  pris  sur  un  cerele  dont  le  eentre  est  o, 
porté  sur  cet  are,  de  a  vers  A,  un  arc  quelconque  am^ 
b  vers  a  un  arc  A/î/,  ^  %nain.  Prenons  sur  Ij  circon- 
ce  un  point  fixe  c  quelconque  et  menons  les  droites 
cm^.  Il  est  évident  qu'il  en  résultera  Tangle 

diverses  positions  du  point  m  sur  la  circonférence , 
résultera  autant  de  points  rrij  correspondants,  et, 
suîlc,  à  chaque  rayon  ont  corresjjondra  une  autre 
€  ciiii  telle,  que  les  ang;les  aom ^  hcm^  seront  tou- 
>  égaux  ;  donc  les  points  o  cl  c  seront  les  centres  de 
faisceaux  liiiraoi^raphii|ucs  tels  ,  que  les  rayons  bo- 
gues se  couperont  en  des  points  n  dont  le  lieu  ^éo- 
ique  sera,  par  conséquent ,  une  section  conique  cou- 
la circonférence  au  point  a^  tiers  de  Tare  ab. 
i  peut  ajouter  quelques  détails  à  celte  solution. 
■enons  pour  le  poiul  C  celui  qui  est  dianiélraleinent 
se  au  point  b.  En  coustruisanl  la  courbe  des  points  /i, 
a  facile  de  voir  que  ; 

.  Le  côîé  tio  de  Tangle  est  une  tangente  à  la  courbe  ; 
,  Une  parallèle  à  ao  menée  par  c  est  une  seconde 
en  te  5 

.  Il  en  résulte  que  co  est  un  diamètre  ei  le  point  C , 
211  de  co ,  sera  le  centre  5  , . 
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4°.  La  droite  ca  est  une  parallèle  à  une  asyniptoie; 

5°.  Une  perpendiculaire!  en  c  k  cette  di-oite  ca  est  une 
parallèle  h  Paulre  asymptote  ^ 

6°.  Les  droites  Cx^  iZy  menées  par  le  centre,  parallè- 
lement k  ces  droites,  seront  les  asymploies^ 

7**.  Les  bissectrices  CA  »  CB  des  asymptotes  seront  les 
axes  de  la  courbe  ; 

8®.  Cette  courbe  est  une  hyperbole  équibtère  dont  on 
connaît  de  suite  le  centre  et  les  axes,  etc. 4 

9®.  Cette  courbe  coupe  la  circoiifér«»nce  en  quatre 
points  dont  l'un  est  celui  c  connu  ,  les  trois  autres  seront 

«1  y  ««>  «s  qui  seront  tels ,  que  aai  :^  ^  de  Fangle  uoi; 

attf  sera  le  tiers  d'une  circonférence  plus  aob^  et  enfin 
a  «s  sera  le  tiers  de  Tantale  36o°  —  aob. 

Puisqu'on  connaît  de  suite  le  centre  et  les  axes  de  Thy 
perbole  équilatère  qui  résout  le  problème  de  la  trisectioD 
de  l'angle,  on  peut  employer  toutes  les  méthodes  connues 
pour  tracer  cette  courbr,  sans  avoir  besoin  de  recourir  à 
la  construction  des  deux  fabccaux  ci-dessus. 

Note  du  Hé fl acteur, 
i®.  Compas  trisecfeiir,  M.  Répécaud,  colonel  du  génie 
en  retraite,  a  inventé  cet  insinimciil.  1!  est  fondé  sur  ce 
principe.  Soit  l'arc  ARC  moindre  que  180  dfgrés  et  O  le 
centre.  Si  le  rayon  OB  roupe  la  corde  AC  en  un  point  E 
tel  que  Ton  ait 

AE  =  AB, 
alors 

arc  AR  =  -arcAC. 

Si  l'on  prolonge  le  rayon  BO  jusqu'à  ce  qu'il  coupe  de 
nouveau  la  circonférent  e  en  D ,  on  aura  aussi 

DE^DC; 
il  es!  facile  de  trouvt^r  tin  ul  point  D  h  l\iîde  cFun  rom- 
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dont  une  branche  passe  constamment  par  C  et  dont 
fte  se  meut  sur  la  circonférence  jusqu'à  ce  que  la 
itîon  DE  =  DC  soît  satisfaite  :  les  deux  branches 
înt  des  divisions  égales ,  cette  égalité  se  véri6e  à  vue. 
ipposons  que  le  point  B  soit  quelconque.  Portons  la 
B  AB  sur  la  corde  AC ,  de  A  en  E ,  et  menons  BE  ;  la 
endiculaire  abaissée  du  centre  c  sur  la  corde  AC  ren- 
re  BE  en  un  point  I  ;  il  serait  curieux  de  connaître  le 
de  ce  point  I  -,  lorsqu'il  coïncide  avec  C ,  il  sert  à  ope- 
I  trisection. 

.  M.  le  docteur  Toscani ,  professeur  de  physique  au 
!  de  Sienne  (Toscane),  fonde  la  trisection  sur  le  lieu 
létrique  d'un  podaire  du  cercle.  Soit  C  le  centre  et 
1  point  fixe,  extrémité  de  l'arc  à  trisecter.  Prolon- 
5  le  rayon  OV  d'une  longueur  VF  =  OV  -,  projetons 
int  P  sur  toutes  les  tangentes  au  cercle;  T  étant  le 
L  de  contact  et  P'  la  projection  correspondante  de  P, 

u'on  aura 

VF  =  VT, 

angle  VP'  P  =  i  angle  CVP' . 


QUESTIONS. 


i.  Un  point  fixeO  est  donné  dans  un  angle  plan  du 
net  A  \  par  O  on  mène  une  transversale  rencontrant 
5tés  de  l'angle  en  B  et  C;  5  et  ^t  étant  les  aires  des 

gles  OBA,  OC  A,  la  somme  -H —  est  constante,  de 

s         Sx 

]ue  manière  qu'on  mènela  transversale.  (Mabnheim.) 
•5.  y(x)  =^o  est  une  équation  algébrique  à  coeffi- 
s  entiers  ;  siy(o)  ety(ï)  sont  des  nombres  impairs, 
ation  n'a  aucune  racine  entière.  (Gauss.  ) 


—  «r 
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■r  r. 


DKUX  PItttBLËUES  SUR  LES  SURFACES  Dli  DEUXIÊII  BEGRÉ; 


Bak  m.  poudra. 


•f'Mll   l«4<t.< 


PmbBLÈME  1*  Une  surface  du  second  de^é  étant  doonée 
par  neuf  points,  on  demande  de  lui  mener  :  i**  un  plan 
langent  par  un  de  ces  points  ^  ^^  par  une  droite  exté- 
rieure. 

Soient  i,a,3,4i^»6)7tBf9  les  neuf  points  donnés. 
On  veut  avoir  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  g. 

On  détermine  d'abord  la  courbe  gauche  du  quatrième 
degré  qui  passe  par  les  huit  points  i,  a ,  3  ,  4  i  5  , 6 ,  7,  8. 
Par  g ,  on  fait  passer  deux  plans  qui  coupent  cette  courbe 
xhacutien  qnatre  points,  lesquels  avec  le  point  9  déter- 
minent deux  sections  caniques.  Le  plan  passant  par  les 
deux  tangentes  au  point  9  à  ces  deux  coniques  sera  le 
plan  cherché. 

Remarque.  II  n'est  pas  nécessaire  de  tracer  les  detix 
coniques.  Car  soient  m ,  /i ,  p^  q  et  9  les  cinq  points  qui 
déterminent  une  de  ces  coniques.  On  sait  que  la  tangente 
en  9  à  cette  conique,  plus  le»  trois  droites  9^,  g/?,  9^, 
forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique 
est  égal  à  celui  des  quatre  droites  /ng,  mn^  mp^  mq. 
DonCj  etc. 

Pour  mener  à  la  surface  du  deuxième  degré  un  plan 
langent  par  une  droite  extérieure  L,  il  faut  prendre  sur 
cette  droite  deux  points  «  et  A  ;  par  la  droite  13g  menef 
trois  plans  sécants  qui  détermineront  trois  coniques,  k 
iliacune  desquelles  par  a  on  mènera  deux  tangentes;  on 
déterminera  ainsi  six  points  de  îangence  qui  apprtien- 
dronl  ainsi  îi  la  section  conique  ,  courbe  de  contact  de 
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ace  du  deuxième  degré  et  du  cône  circonscrit  dont 
3  sommet.  On  déterminerait  de  même  la  courbe  de 
t  d'un  autre  cône  circonscrit  dont  h  serait  le  som- 
mes deux  sections  coniques  se  couperont  en  deux 
,  Les  plans  passant  par  la  droite  L  et  ces  deux 
seront  les  plans  tangents  cherchés. 

BLÊME  II.  Deux  surfaces  du  deuxième  degré  étant 
îs  par  9  points,  on  demande  de  déterminer  leur 
me  intersection. 

int  1 ,  2 ,  3  ,  4  9  '->  •»  6 ,  7,  8 ,  9  les  neuf  points  de  la 
îre  et  i',  'i',  3',  4'^  5',  6',  7',  8',  9'  ceux  de  la  se- 
surface.  On  commence  par  déterminer  dans  cliacune 

surfaces  la  courbe  du  quatrième  ol'dre  qui  passe  par 
t  points  I,  2,  3,  4,6,7,8^1  i',!i',3',4',5',6', 7', 
îs  par  la  droite  99' qui  joint  les  points  restants,  on 
sser  une  suite  de  plans  sécants*,  chacun  d^eux  dé- 
ic  dans  les  surfaces  deux  sections  coniques  dans 
me  plan,  qui  se  coupent  généralement  en  quatre 

appartenant  à  la  courbe  cherchée  qui  sera  ainsi 
iment  du  quatrième  ordi'e.  Donc,  etc. 


les  huit  points  i ,  u ,  3 ,  4  ?  5 ,  6 ,  7 ,  8  on  peut  faire 

8  n 

— ^  =  a8  hyperboloïdes  ayant   la  même  courbe 


2 

•section 


ir  déterminer  cette  courbe,  on  fait  passer  un  hyper- 

e  par  la  droite  (i,  2)  et  par  les  six  points  restants 

5,6,  7,  8,  puis  un  second  par  la  droite  (7.  8)  et 

s  six  autres  points  i ,  2,3,4)3,  6.  On  peut  ainsi 

8  '^ 
re  — ^  =  28  droites  différentes  qui ,  prises  chacune 

forment  avec  les  six  points  restants  un  hyperboloïde. 

I.  de  Mathémat.,  1.  XV.  (Octobre  iSbd.)  25 
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Donc  ce  nombre  est  de  aS.  Remarquons  que  rliaïuii  di 
ces  liyperboloïdes  conlicnl  deux  des   points  donnés  su 
une  même  génératrice. 


DISCUSSION  mm  m  mm  mmm^  n\\  second  degri 

.,  A  TROIS  VARIABLES  (Suite  d^rnie  fftmm  Kotr) 

:  Toir  paye  sn  \ 


Dans  la  discussion  de  réqualion  du  second  flcgré  à  Iroi 
variables,  nous  avons  admis  lexislencc  d'un  cenlreuuî 
qucî  on  a  vu  comment  la  naiurc  de  la  surface  se  détcr 
mine,  alors,  au  moyen  des  signes  des  invarianU 

AA'  —  B"%      AA"  —  W\      A'  A'  —  B\ 
A  A"  A"  -h  2  BB'  B"  —  AB'  —  A'  B'»  —  A"  B"', 
<^uand  il  n\  a  pas  de  centre,  la  valeur  de 

A  A'  A"  H-  2BB'  B^'  -»  AB'  —  A'  B'>  —  A"  B"^ 

csl  nulle 3  mais,  dans  ce  ras,  les  signes  des  valeurs  d' 
Aà'  —  B"*,  AA"—  0%  A'  A"  —  B*  font  immédia lemcn 
savoir  de  quel  ^a^nre  est  la  surface  considérre. 

En  ellet,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  Tcquation  proposai 
ne  peut  représenter  que  Tun  des  deux  paraboloïdes  nu  ui 
cylindre  parabolique. 

Si  la  surface  est  un  paraboloide  hyperbolique,  il  faui 
que  parmi  les  trois  sections  par  les  trois  plans  coortlonnc^ 
il  y  en  ait  au  moins  une  du  genre  des  hyperboles,  puis- 
qtie  les  trois  plans  coordonnés  ne  peuvent  être  A  la  fui^ 
parallèles  h  Taxe  de  la  surface.  Donc,  parmi  les  trois  dit- 
férences  A  A  -  B'\  AA''  -  B'*,  A'  A^  ^  BMl  y  en  aur. 
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Loins  une  dont  la  valeur  sera  négative.  Cette  condi- 
est  d'ailleurs  suflSsante  pour  que  Téquation  proposée 
isenie  un  paraboloïde  fîyperbolîque ,  car  l'autre  pa- 
loïde  et  le  cylindre  parabolique  ne  peuvent  donner 
I  une  section  du  genre  des  hyperboles, 
la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique,  Tune  des 
[)ns  par  les  plans  coordonnés  sera  une  ellipse  réelle 
laginaire  5  par  conséquent, F  un  des  binômes  A  A' — B'^', 
—  B",  A' A'*^ —  B*  sera  positif.  Et  c'est  là  une  con- 
[1  suffisante  pour  que  l'équation  proposée  représente 
iraboloïdc  elliptique. 

[fin,  lorsque  la  surface e$(  un  cylindre pi^rabqliquey 
'aleurs  des  expressions  AA'  —  B'",  AA''  —  B'*, 
'  —  B'  sont  nulles  toutes  trois. 
»us  ne  dirons  rien  du  cas  particulier  où  Ton  trouve 
nfinité  de  centres,  la  discussion  de  l'équation  ne 
,  dans  ce  cas,  oflrir  aucune  difficulté.  G. 


QUESTIONS. 


S.  Dans  le  pi^mier  quadrant  la  somme  des  sinus 
nombre  quelconque  d'arcs,  divisée  par  la  somme  des 
us  de  ces  mêmes  arcs ,  donne  un  quotient  compris 
la  tangente  du  plus  grand  de  ces  arcs  et  la  tangente 
us  petit  de  ces  arcs. 
7.   Soit  donnée  Téquation 

a..«iH-i  ^  flx»-'  -f-  ^x»"-'  -f- .  . .  4-  /x  -h  ^  =  6 
e  renferme  que  des  puissances  impaires;  il  y  a  une 

e  réelle  comprise  entre  2    1/  -  et  —  a    1/  — 

(Tchebichef). 

25. 


(  388  ) 


NOTBS  SDR  QUELQUES  QUESTIONS  BU  PROGRAME  OPFKIII 


n. 

Génératrices  rectilignes  rfe  rhjperhùloïâe  à  une  napj 
et  du  parahoîoïde  hyperbolique. 

Hyperholoïde  à  une  nappe.—  Le  centre  de  la  siirfa* 
étant  pris  pour  origine ,  réquation  sera  de  la  forme 

(i)  Ax>-i-A'j'4-A"z^+aBrs-h2B';c5+2B"xr  +  F=" 
^ .  Quand  Tune  des  trois  différences 

B''»-AA',     B"-AA\     B'— Â'A"      ^  ^ .^ 


est  nulle,  ou,  ce  qui  revieot  au  môme,  lorsiju'une  éi 
trois  sections  par  les  plans  eoortionuës  est  du  genre  ai 
paraboles,  on  tire  immédiatement  de  rét{ualion  (i)  r 
la  surface  les  équation!^  de  ses  gënéralrices  reclilîgoes. 
Soit,  par  exemple^  __^l   iL 

B''«  — AA'=:o, 
on  aura  identiquement  : 

et  l'équation  (i)  deviendra 

A"*'  +  iByt H-  aB'.r, -i- iàl±Klï^v=o, 


d'où 


A«(A"z-l-  2B^-t-2B'x)=— AF-(A4r+B'/)'- 


(389) 
produit  AF  est  nécessairement  négatif,  autrement 
iu  z  =  o  qui  passe  par  le  centre  ne  couperait  pas  la 
ce ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  puisque  cette  surface 
1  hyperboloïde  k  une  nappe.  Donc 

—  AF— (Ax-^BV)' 

produit  des  facteurs  réels 

V^^=^Tf  -h  Ax  4-  BV,      V^^ÂF  —  Ax—  B"j. 

onséquent,  en  nommant  a,  6  deux  constantes  arbi- 
)s,  les  équations  des  génératrices  rectilignes  seront, 
l'un  des  deux  systèmes  : 

A2  =  a(v^— AF4-A.r-f-B», 

'z  -H  2B7  4-  2B'x  =  -!-(v^— AF  —  A.r  —  B"/)» 

oc 

f  pour  Tautre  : 

Az  =  6  (v^^=^ÂF  —  Aj:  -  BV)> 
"»  -f-.;^ B  j^  -h  2  B'.r  =  ^  (  V'^^^  -4-  A.r  -h  B''  x). 

mme  exemple ,  considérons  Téquation 
or'  -H  4j^*  -h  «'  -f-  2/»  —  x«  -f-  4-'^>^  —  ■  =0. 

isant 

z  =  o. 


(x-f-  2J^)»  —  I.  =  0, 

ion  qui  représente  le  système  de  deux  droites  parai- 

ur  déterminer  toutes  les  autres  génératrices  recti- 
s  de  la  surface ,  on  remarquera  que  Féquation  pro- 


(39o) 
posée  revient  à 

«»  -4-  lyz  —  xz  =  I  —  (x  4-  2^)% 
d'où 

De  sorte  que  les  génératrices  rectilignes  de  l'un  des  deu 
systèmes  seront  représentées  par 

ï  . 

a 

I      •  t» 

Pour  les  génératrices  appârtenaut  au  second  systènu 
on  aura 


-^y 


«  —  6(1  -^j^  — 2/)^ 


x  =  -(i-hxH-2r). 


2.  Si  aucune  des  trois  différences  B"*^A  A',  B" — A  A 
B* — A' A"  n'est  nulli  ,  on  pourra  déterminer  les  éqtiî 
tions  générales  des  gétioratrires  rectilignes  en  iransfûi 
mant  Féquation  (i)  piO[>osée,  rottime  nous  allons  Tindi 
quer. 

Remarquons  d'abord  que  cette  équation  revient  à 


(2) 

en  posant 

(3) 

(4) 

(5) 


^/x'  -^rfr  -H  ^x'-f-  2F  =  o, 

/,'  =  2A  jr  H-  2B"  y  H-  2B'  z, 
fj'  =  28"^  4-  2A' j  -h  2Bz, 
//  =  2B'^  -+-  2Br  -+-  2A'z. 


Les  dérivées/r',// ,  //  peuvent  être  considérées  comm< 
irois  nouvelles  variables  liées  aux  anciennes  j?, y,  z  pu 


(391  ) 
lations  (3),  (4  ))  (^  )  ?  et  il  est  clair  que  ces  relations 
ettent  d'obtenir  Téqualion  de  la  surface  eu  fonction 
as  quelconques  des  six  variables /r',y^/,y*/,  x,  r,  z] 
fit  pour  cela  d^éliminer  les  trois  autres  entre  les 
e  équations  (a) ,...,  (5). 

rmi  les  différentes  formes  que  Ton  peut  ainsi  donner 
jation  de  la  surface ,  il  en  est  une  qui  se  prête  facile- 
à  la  détermination  des  génératrices  rectilignes  parce 
e  ne  contient  que  les  carrés  des  variables  et  un  seul 
*ois  rectangles.  Cette  équation  s'obtient  en  prenant 
variable  une  seule  des  trois  anciennes  coordonnées , 
exemple,  et  les  dériyéesfj^fy  relatives  aux  deux 

i  quantités  à  éliminer  sont  x,  7,  /*/;  Téliminatiou 
3  pour  résultat  l'équation 

\  -h4(AA'--B'")F  =  o, 

laquelle  D  représente  Tinvariant 

AA'  A"  -h  1 BB'  B"  —  AB'  —  A'  B  ^—  A  '  B"'. 

à  remarquer  que  celle  équation  se  déduit ,  pai*  une 
très-simple,  de  l'équalion  proposée 

r^-h  aB"xr  4-  A'j-'-4-  A"2'  •+-  2B/3-h  2B'x«-+-  F=:  o, 

a  partie  A//'  —  aB^'/x'//  +  A'/,'«  qui  renferme 
\T\yéesfj\fJ  relatives  h  y  et  x  s'obtient  en  rempla- 
r  par//  ely  par  — fj  dans  le  trinôme 

Aar»-h2B"'xr4-  Mx\ 

dans  l'équation  (1)  proposée,  représente  Tasscmblage 

Tmes  contenant  seulement^  et  x.  Le  terme  indépen- 

4(AA'  —  B'")F  se  forme  en  multipliant  le  terme 

)eudant  des  variables  de  l'équation  proposée   par  le 


(39^) 
quadruple  de  rinvariant  (A A' —  B''*)  du  même  trinôme 

L'application  de  cette  règle  montre  que  la  surface  pei 
être  aussi  représentée  par  chacune  des  deux  équations  : 

(8)  i  ^"^'^ -  2B'/x'//  -h  A//' -h  4 Djr* 

^  t  -f-4(AA-'-B'>)F  =  o, 


(9) 


k"f;^  -  2B////  -h  A'//'  +  4  Dx' 
-+-4(A'A"— B»)F=o, 


lorsque  les  invariants  A  A''  —  B'%  A' A"  —  B*  ne  sont  pa 
nuls. 

3.  Au  moyen  de  Tune  quelconque  des  équations  trati! 
formées  (7),  (8),  (9),  il  esi  faciltrd  oblenîr  les  équatiof 
générales  des  génératrices  rcctil ignés  de  lliypcrboloid 
à  une  nappe. 

En  considérant,  par  exemple,  réquation  (7),  nousdié 
tinguerons  deux  cas,  suivant  *|iie  R"*  —  AA^  sera  posit 
ou  négatif. 

I**.  Supposons  qu'on  ait  H^'**^AA'>o  et  que  It 
coefficients  A,  A'  ne  soient  pas  nuls. 

Le  trinôme  A//'-  aRV^//  -h  A'//'  se  décomps 
alors  en  deux  facteurs  réels  du  premier  degré  qui  som 

kf;  -  (  B"  -h  \/B"^  -^ÂÂ' ,;  // 
et  ^  •«    ^ 


a//-~(b-~v^--aaO//. 

A 

De  plus  D  et  (AA' —  B**)  F  ont  des  signes  contraires 
car  autrement  le  plan 

A//  -  (B"  -h  v^B''^-AA')//=o, 
qui  passe  par  le  centre  de  Ihyporboloïde,  couperait  la  sur- 


(393) 
e  suivant  une  ligne  imaginaire  dont  l'équation  se- 
t 

4D«'-h4(AA'  — B''»)F=o. 

Donc  le  binôme 

4D«'-h4(AA'  — B'^'jF 

aussi  décomposable  en  deux  facteurs  réels  du  premier 
;ré.  Si ,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  F  positif,  ces 
leurs  seront 

4  [  »  V'D  H-  V^(B"*  — AA')F] 

[z^D-  v^('B"»— AA')F]. 

Oe  là  on  peut  conclure  qu  en  nommant  a ,  6  deux  con- 
Qtes  arbitraires,  les  génératrices  rectilignes  auront 
ir  équations 

/  — (B"-  V^B'^^-AA')/,'  =4a  [v^(B'"- AA')F4-z  v^d], 


/-(B-'-hVB*'»— AA')/,'  =46[V'(B'"— AA'JF-jv'd]» 


^rsque  A  =  o,  l'équation  {7)  devient 

A'/."  -  2B"/.'//  +  4Dz'  —  4B"'F  =  o, 
,  en  supposant  toujours  F  positif, 

[A'/.'      aB"/;']  =  4  [b-  ^  +  z  v'd] f  B"  \/f  -z)/d]; 


(394  ) 
on  eu  tire  inamédialeinent  les  équations  des  géuérairica 
rectilignes. 

2**.  Lorsque  B''*  —  AA'  <]  o,  le  irinàme 

A//'-2BVx'//-hA'//' 

iiV'st  ]>lus  décomposable  en  facteurs  réels  du  preiitiiT  de 
gré,  mais  on  peut  alors  le  remplacer  par  la  somme  de 
deux  carrés 

(A//>-BV/)^       (AA^-B"M//* 

Â '    iT  — ' 

et  Téqualion  (y)  deviendra 

(  A//  -  B  "//  )'  4-  (  A  A'  -  B"'  )  //^ 
4-  4  ADz'  -h  4  (AA'  -  B"')  AF  =  o. 
Les  deux  premiers  lermcs 

(A//^B'VJ)\     (AA'-B''«)/," 

sont  évidemment  positifs;  quant  aux  deux  dernier 
4  ADz',4(AA' —  B")' AF,  ils  doivent  être  négatifs  piiÎMju 
réc[ualion  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe  (*) 
Il  s'ensuit  que  chacune  des  deux  expressions 

(A//~B"/x')'-h4ADz' 
et 

(AA'  -  B"»)//>  4-  4  (  AA'  —  B''>)  AF 

est  décomposable  en  deux  facteurs  réels  du  premier  d<*gré 
Cette  décomposition  donne  ,  comme  on  sait ,  les  équation i 
des  génératrices  rectilignes. 

4.  Paraboloïde  hyperbolique.  Nous  supposerons  inain 


(*)  Il  faut  que  AF  soit  négatif  pour  que  le  plan  r  =  o  c<)up«  rhypefl»- 
loïde  suivant  une  ligne  réelle,  et  AD  doit  ôtre  négatif  parc«  que  l'hyper- 
l)oloîdc  il  une  nappe  est  une  surface  illimitée  dans  tous  lc«  sei]i. 


(395) 
t  qae  Téquation  générale 

(  Ax^-h  AV  -+-  A"z'  4-  2B7Z  -h  2  B'xz 

;ente  un  paraboloïde  hyperbolique.  Ainsi  D  =  o, 
plus  Tune  des  trois  sections  de  la  surface  par  les 

des  coordonnées  étant  nécessairement  du  genre 
bolique,   Tune  des   trois  différences   B''''  —  A  A', 

AA",    B"  —  A' A"   sera  positive.   On   aura,    par 
de, 

B"'  — AA'>o. 

ir  déterminer  dans  ces  deux  conditions  les  généra- 
rectilignes  de  la  surface  que  Téquation  (i)  repre- 
nons allons  donner  une  autre  forme  à  cette  équa- 

ons 

2Cx-4-aC'7-+-2C''s-hF  =  7 

ignons  par  F,',  F/,  F/  les  dérivées  du  polynôme 
;ène 

A.x»-f-AV-+-A''2*-+-  2B7z-h  2B'a:z4-  2B"xr. 
ra 

F;=2A  x-h2B"j-h  2B'a, 

F;  =  2B"x  -t-  2  A'/  -f.  2Bz, 

Fi  =  2B'  X  -f-  2B  j  H-  2A"«. 
l'équation  (1)  pourra  d'abord  s'écrire  ainsi  : 

j:F;H-jF;-hzF;  4-  2y  ==  o. 
entre  les  quatre  équations  (2),  (3),  (4),  (5),  on 


(396) 
élimine  x,/,  F.' en  ayant  égard  à  la  condition  D=^o,i 
viendra 

(6)         AFJ'  — 2B''F;F;-+-A'r;  =  4(B'"  — AA'),,. 

Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  se  dé 
duit  immédiatement  du  trinôme 

Ax»-+-2B*JFj-f- AV 

par  l'application  de  la  règle  énoncée  (ii'^2,  ^lagc  391) 
quant  au  second  membre,  on  voit  qu'il  s'oluic^m  cm  nm 
tipHant  l'assemblage  des  termes  du  premier  dei^ré  cl  J 
terme  indépendant  de  Téquation  proposte  (1)  par  le  qti: 
druple  de  la  différence  B"*  —  A  A'. 

Cette  différence  étant  positive,  le  trinôme 

AF;'  — 2B"FiF;-+-A'Fi' 

est  décomposable  en  deux  facteurs  réels  du  premier  i)( 
gré,  qui  sont,  lorsque  A  n'est  pas  nul , 

AF;  —  ( B"-|-  v^B''»—  AA')  Fi 
cl 

af)  —  (B^^— V^B^^'— aaQf^ 
A 

Et,  par  conséquent,  on  a  pour  les  équations  desgéfK 
ratrices  rectilignes  : 

AF;  —  (B"  H-  V'B"»— AA')  Fi  =  ay, 
AF^  —  ( B"  -  v^B^^^^ÂÂ')  Vs  _  4(B^'~AA1 


ou 


F;  -  (B"-h  ^B"'-  AA')  Fi  =  6(B'"  -  AA'Ji 

A  f;  —  (r  —  v^'~-1"aaO  Fi  __  4? 
À  -  T  ' 


(397) 
ésignant  toujours  par  a  et  6  deux  constantes  arbi- 
es. 
>rsque 

A  =  o, 

af;'  —  a  B"  f;  f;  4-  a'  f';=  f;  [  a'  f;  —  a  b"  f;  ] 

4(B"'  — AA')^  =  4B">ç. 
génératrices  rectiligncs  ont  alors  pour  équations 

F;=ay,    A'n-2B"F;  =  ^, 


.     Fi  =  46B''SA'F;— 2B''F;  =  ?. 
Prenons  pour  exemple  l'équation  complète 

!x^ — ^-'-1-4*'  -+-  ^r^  -f-64:s-f-4^/ 
4-  8a:  —  4/  —  2z-f-  I  =  o, 

représente  un  paraboloïde  hyperbolique. 

intersection  de  la  surface  par  le  plan  des  ocf  est  l'hy- 

ole 

x^  —  r'  -+-  4«J  -h  8x  —  4/  -*-  ï  =  o  • 
n  a 

A=i,     A'  =  — I,     B"  =  2,     B"'-AA'  =  5. 

c,  en  nommant  ¥J^  F/  les  dérivées  par  rapport  à  x 
de  Tassemblage  des  termes  du  second  degré  de  Té- 
ion  numérique  proposée,  cette  équation  pourra  s'é- 
s  ainsi 

f;'- 4FiF; -  f;^  =  20  (Sx- 47 -28-4- 1). 

e  trinôme 

F;'-4FiF;-F;' 


(  :%8  ) 
est  le  produit  des  facteurs  réels 


et 


F;-(2  +  v^)Fi 


F;-(2-v^)Fi: 


par  conséquent,  les  génératrices  rectilignes  de  la  surfaci 
ont  pour  équations 


ou 


a 

F;^(2-+.v/5)F;=:a(8ir-4j^:iz-+-,); 


f;-{2  +  v/5)f;  = 


20 


6.  Considérons  encore  Téquation 

4r'  -♦-  ^'  -»-  4^2  -+■  2  xz  -h  4  j^  4-  X  -  jr  ^_  3 .  _  ^  ^  ^^ 

qui  se  rapporte  de  même  au  paraboloïde  hyperbolique. 

En  coupant  la  surface  par  le  Jalan  des  jy  on  obueiit 
rhyperbole 

Les  coefficients  A,  A',  B^  ont  pour  valeurs  o^  4y  25 
d^où 

B"»~AA'=4, 

Donc  Téqiiation  proposée  revient  à 

4F;'~4F;F;=i6(x^r-4-3r-2) 

ou 

F;[Fi^F;]  =  4(x-r-h3z^2). 


(  399  ) 
III  conclura  que  les  équations  des  généralriccs  recli- 

s  sont 

F;  =  a(a:-r-h3z-2),    Fi  -  f;  =  ^ 


F;=4e,   Fi~F;=:-(a--rH-38-2). 


DESCRIPTION  DU  CADRAN  SOLAIRE  DE  DIJON , 

Par  m.  Alexis  PERRET, 
Professeur  k  la  Faculté  de  Dijon  ('). 


cadran  se  compose  : 

De  deux  dalles  reclangulaires  ahcd^  cdef  chacune 
nètres  de  long ,  de  i  mètre  de  large  et  placées  bout  à 

la  ligne  de  contact  cd  a  la  direction  est-ouest  \  la 
lienne  est  tracée  au  milieu  par  une  ligne  gravée,  ab 

côté  sud  et  ej  au  côté  nord  \ 

De  vingt-quatre  blocs  distribués  sur  la  circonfé- 
d^une  ellipse  qui  entoure  les  dalles  et  sur  lesquels 
;ravées  les  heures  en  chiffres  romains^ 

Enfin,  de  quatre  blocs  octogonaux  placés  en  de^ 
les  heures  XII  et  VI  marquant  les  points  cardinaux 
s  initiales  N,  E,  S,  O.  Ainsi  entre  N  et  E  sont  les 
s  I,  II,  III,  etc.,  et  entre  E  et  S  sont  les  heures 
i^in,IX,etc. 
.  douze  signes  du  zodiaque  sont  gravés  sur  les  dalles. 

distances  du  milieu  des  lettres  et  des  signes  à  la 


e  célèbre  inventeur  du  système  des  marées  souterraines.        Tv, 


(  4oo  ) 
ligne  inférieure  ab  sonl  pour 

m  m 

J  =  Janvier...  0,10  D^  Décembre.  o,35 

F  =  Février.  . .  0,60  N  ^  Novembre,  o,85 

M  =  Mars i,4o  0^  Octobre...  1,70 

A  ■=  Avril  ....  2,3o  S  ^  Septembre.  2,60 

M  =  Mai 3,i5  A  =3  Août.....  3,35 

J  =Jain 3,70         J=Jiiillet 3,85 

pour  les  signes  %  au  bas,  ^^  et  ^  n"*,45î  X  et  1 
i",o5,  T  et^a  mètres,  \f  et  ay  2^,90,  H  et  £J^  3",î 
S  3",9o. 

Les  signes  équinoxiaux  sont  sur  la  ligne  cd. 

Quant  aux  blocs  sur  lesquels  sont  marquées  les  heures 
dont  les  bords  intérieurs  sont  sur  une  ellipse  dont  le  dem 
grand  axe  EO  =  5",7o  et  le  demi-petit  axe  SN  :=  3*^,7 
leurs  dimensions  sont  à  peu  près  les  mêmes.  Le  bord  ini 
rieur  varie  de  o™,5oelo",5a ,  le  bord  externe  est  de  o", 
et  les  bords  latéraux  de  o"*,5a. 

Ces  blocs  ne  sont  pas  également  espacés.  En  mesura 
Fespace  qui  sépare  deux  sommets  intérieurs  voisins,  < 
trouve  pour  la  distance  de 

XUàXI 0,90 

XI  à  X o,83 

XàlX .  0,76 

IX  à  VIII  .....  0^71 

VlUàVU .  0,60 

VHà  VI 0,60 

VI  à  V o,65 

Va  IV ..  0,60 

IV  à  in 0,60 

niàii 0,81 

iiài 0,86 

là  XII 0,90 


s  4ot  ) 

iUlre  côté  n'est  pas  symétrique,  car  on  trouve  de 

t  XI,  de  XI  à  X,  de  X  à  IX,  etc.,  les  nombres 

I,  o",87,  o",68,  0^^,66,  o^6i  ,  0^^,62,  etc. 

i  observateurs  placent  une  canne  verticalement  sur 

ridienne  vis-à-vis  la  lettre  initiale  du  mois  dans  le- 

on   est.   L'ombre  de  cette  canne    se  projette  sur 

e. 

»t  bien  entendu  que  ces  dalles  et  ces  blocs  de  pierre 

enfoncés  dans  le  sol,  qu'ils  affleurent  d'une  manière 

însible. 

lant  à  l'historique  de  ce  cadran, deux  mots  suffisent. 

i  été  construit,  il  y  a  une  trentaine  d'années,  sur  le 

plein  en  face  de  la  porte  Guillaume,  par  M.  Cau- 

,  architecte.   Ce  terrain  ayant  été  bouleversé  vers 

pour  y  établir  le  château,  le  cadran  fut  enlevé-,  11  a 

placé,  il  y  ^  deux  ans,  à  l'extrémité  de  la  grande 

de  notre  belle  promenade  du  Parc  et  sur  le  bord  de 

ière  d'Ouche. 


tlE  DU  CADRAN  SOLAIRE  DE  DIJON,  SA  GENERALISATION^ 

Par  m.  PËAUCELLIER. 


ncevons  un  cercle  placé  dans  le  plan  de  Téquateur 
e  et  une  droite  passant  par  son  centre  et  dirigée  sui- 
l'axe  du  monde.  Il  est  visible  que  la  position  du  So- 
un  instant  quelconque  est  déterminée  par  une  droite 
nt  par  deux  points  :  le  premier  situé  sur  l'axe  du 
î  et  à  une  distance  du  centre  égale  au  rayon  mul- 
par  la  tangente  de  la  déclinaison;  le  second  situé 
L  circonférence  à  Textrémilé  de  l'arc  qui  répond  à 
le  horaire  et  compté  à  partir  du  méridien. 

un.  de  Mathéniat,,  t.  XV.  (Novembre  iS^C.)  26 


(    402    l 

Si  Ton  perspective  la  figure  préccdenle  d'un  point f 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  on  voit  <\ 
Tombrc  du  style  passant  par  ce  point  fixe  et  la  persp 
live  du  point  de  déclinaison,  passe  par  celle  du  poi 
horaire.  S'il  s'agit  d'un  plan  comme  surface  du  cadra 
les  points  de  déclinaison  sont  sur  une  droite ,  perspecti 
du  trigone  ;  les  points  horaires  ont  pour  lieu  une  secli 
conique.  Ou  liraTheure  par  l'intersection  de  cette  cour 
avec  Tombrc  d'un  style  passant  par  le  point  fixe  et 
point  de  déclinaison  correspondant  à  l'^oque  de  Tanm 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  précédent  est  suppc 
à  l'infini  dans  le  sens  vertical ,  la  projection  conique  d 
vient  cylindrique  et  orthogonale  si  elle  se  fait  sur 
plan  horizontal.  C'est  le  cas  du  cadran  de  Dijon; 
ligne  horaire  est  une  ellipse  dont  le  demi-grand  a 
étant  égal  à  A,  le  demi-petit  axe  est  A  sinL;  L  étant 
latitude  du  lieu.  Les  points  de  déclinaison  sont  sur 
petit  axe  dirigé  suivant  le  méridien  et  distants  du  ceni 
d'une  quantité  égale  à  A  tangDcosL^  en  appelant  D 
déclinaison.  Enfin  les  abscisses  des  points  horaires  sitt 
sur  Tellipse  sont  représentées  par  A  cosP,  P  designs 
l'angle  horaire  du  Soleil. 

On  s'assure  aisément  que  le  coucher  du  Soleil  répo 
à  une  normale  menée  à  l'ellipse  par  le  point  de  déc 
naison. 


(  4o3  ) 
SUR  UN  THÉORÈME  DES  NOMBRES  : 

Par  m.  LEBESGUE. 


Leglxdrf.,  Throiic  des  Nombres,  t.  Il,  p.  if\^. 


L 
P 


M 


\  C  D  Problème.  Dans  un  carré  divisé  en 
j,  ç  jT  seize  cases  suwant  la  figure  ci-jointe,  in- 
scrire  seize  nombres  A,  B,  C,...  Q,  qui 
satisfassent  aux  conditions  suivantes  : 
Q  1°.  Que  la  somme  des  carrés  des  nom- 
5oit  égale  dans  chacune  des  quatre  lignes  horizon- 
,  égale  aussi  dans  chacune  des  quatre  lignes  ver- 
s  et  dans  les  deux  diagonales ,  ce  qui  fait  dix 
tioDs; 

Que  la  somme  des  produits  deux  à  deux,  tels  que 
BF,  CG ,  DH ,  soit  nulle  à  l'égard  des  deux  premières 
ontales ,  comme  à  l'égard  de  deux  horizontales  quel- 
les, et  qu'il  en  soit  de  même  à  l'égard  de  deux  lignes 
:ales ,  ce  qui  fait  douze  conditions. 
I  aurait  donc  en  tout  vingt-deux  conditions  à  rem- 
ît seize  inconnues  seulement.  Cependant  Euler  re- 
[ue  qu'il  y  a  une  infinité  de  manières  de  satisfaire  à 
oblème  et  qu'il  en  possède  la  solution  générale,  et  il 
donné  pour  exemple  le  carré  suivant  : 


68, 

-29, 

4.. 

-37. 

—  •7. 

3i, 

79- 

32, 

59, 

20, 

23, 

61, 

-"> 

J  /f 

8, 

49- 

analyse  ilc  te  problème  n'a  pas  élé  [Mil)liée  et  il  est 

26. 
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(  4o5  ) 
r  que  ces  sommes  soient  égales  à  la  somme  des  carrés 
iiagonales,  il  faut  joindre  ces  deux  équations 

H-  abpq  H-  abrs  -H  acpr  -h  acqs 
-h  adps  -f-  atlqr-\-  bcqr  -4-  bcps 
-h  bdqs  -4-  bdpr  -f-  cdrs   4-  cdpq  =  o , 

—  abpq  —  abrs  -h  acpr  H-  /jry* 

—  adps  —  adqr —  bcqr  —  bcps 

H-  bdqs  4-  bdpr  —  cdrs  —  cdpq  z=i  o , 

.  se  tirent  les  deux  suivantes  : 

(rtc-+-  bd){pr'{'qs)=zOy 
{ab  -H  cd)  [pq  -+-  rs)  -h  (û^H-  bc)  (ps  -+■  qr)  =  o. 

à  deux  déterminations  qui  laissent  encore  six  lettres 
traires 

pr  -h  qs  =zOj 

a —  d(pq  4-  rs)  —  b(ps  -h  qr) 

'    c         b  [pq  H-  rs)  H-  d  (ps  H-  qr) 

Développons  un  exemple  en  posant 

p  =  6y     y  =  3,     /■=!,     j=  — 2. 

tme  il  vient 


a 
c 


i6b  —  gd 


Qt 


d  =  Oy      b=iy      fl  =  g,      c=i6, 
carré  qui  satisfait  à  loules  les  conditions  sera 


(4o6  ) 


+  73 

-85 

4-  65!-    M 

1 

—  53 
-89 

+  3i 

4-107 

+  4i 

-6, 
-  65 

4-    I 

-67 

-  '9 

-  35 

-hioS 

La  somme  des  carrés  eii  colonneç  horizontales  ou  ve 
ticales  est  16900,  et  si  les  nombres  ctoient  divisés  par  i3 
les  sommes  se  réduiraient  à  Tunité. 

»  Pour  ceux  qui  verraient  avec  peine  la  répétition  d 
deux  nombres  65  el  67,  j'ajouterai  un  autre  carré  < 
nombres  encore  plus  petits, 


+  68 

-   29 

+  4' 

-37 

-  17 

+  3i 

+  79 

+    32 

H-  59 

-h  28 

—    23 

-4-    61 

-    11-77 

+  8 

^-  49 

où  la  somme  des  quatre  carrés  est  83 1 5. 

»   Noter  que  dans  ces  figures  les  quatre  carrés  des  a] 
gles  et  les  quatre  carrés  moyens  produisent    encore 
même  somme  (Com,  coll,^  1. 1",  p.  44i)'» 

A  la  page  45o  du  même  volume,  à  propos  d'une  aui 
question  d'analyse  indéterminée,  on  lit  ceci  :    . 

Non  diibito  fore  plerosguc,  qui  mirabuntur^  me 
hiijusmodi  quœstionibus  a^ols^endis ,  quas  nunc  quUh 
summi  geomctrœ  awersan  videntur^  operam  consumer 


(  4o7) 
1  equidem  fateri  cogor,  me  ex  hujusmodi  inv^esti^ 
nilms  tantumdem  ferc  voluptatis  capere,  quam  ex 
ndissimis  geometriœ  sublimions  specidaUonibws. 
plunmum  studiiet  laboris  impendi  in  quœstionibus 
yribus  ei^ohendis,  hujusmodi  variatio  argumenU\ 
lam  mihi  h  aud  ingrat  am.  recrcationem  ajferre  solet, 
Him  analysis  sublimior  tantum  débet  methodo  Dio- 
cŒj  ut  nef  as  videatur  eam  penitus  rcpudiare  (*). 


OllESTIOi\S. 


►.  Ktaiil  duuués  une  conique  dont  les  foyers  sont  F 
L»t  un  point  quelconque  M  dans  l'inlëiieur  de  celle 
le;  si  Ton  mène  MF  rencontrant  la  conique  en  A 
t  MF'  rencontrant  la  conique  en  C  et  D,  on  aura 

I  I    Il 

MA  "^  MB  ~"  MC  "^  Md" 

ue  le  point  M  est  extérieur,  les  sommes  sont  rem- 
is par  des  différences.  (iVIanivheim.) 

K   Si  une  équation  du  troisième  degré  et  sa  dérivée 
utes  leurs  racines  rationnelles,  les  racines  «,  6,  c 
première  équation  seront  données  par  les  formules 
a  z=  m  -{-  h,      b  =  mu*  -H  // ,      c  =  2  mu  ■+-  h , 

et  u  étant  des  nombres  rationnels.  (Prouhet.) 
I.  Etant  donnée  une  fonction  homogène  complète  de 
p  entre  n  variables,  racines  d'une  équation  de  degré 
lement  donnée,  les  coefficients  numériques  de  la 
on  étant  tous  égaux  à  l'unité;  trouver  la  valeur  de 
rtion  exprimée  en  fonction  des  coefficients  de  Téqua- 

(Wronski.) 


efléxions  ù  inetliter  par  ccrtuiiis  (•;i'oiiu*tro>. 


1m. 


(  4o8) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  IX. 

(  toir  p.  S59)  ; 

Par  m.  MORIN, 

Ancien  notaire  (*). 


(I  \  iiute 
-  \      d'année  pour  unité  de  temps.  On  a 

d'après  la  formule  connue  et  conservant  la  notation  ado| 
tée  (p.  258)  : 

.(,.ç).,]. 


b  = 


3°, 


,.    .     nb  rt^ 

limite  —  = 


a        er  —  r 


4°.  La  dérivée  de  celle  fonction  est  positive  ;  ainsi  elle 
croh  avec  r. 

Ç*)  U  s'est  crissé  une  faute  typographique  II  faut  lire  -  au  lieu  de  — 


(4o9) 
J°.  La  limite  pour  r  =  o  est 


=  1  H-r=i. 


IIYEAUX  THÉORÈMES  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  ^ 


Par  Emile  MATHIEU, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Supposons  donnée  une  équation  algébrique  de  degré  m, 
:  o  ou  F  (a:)  =  o,  et  donnons  à  la  variable  x  des  va- 
rs  croissant  en  progression  par  différence  dont  la  rai- 
soitA 

. ,   Xt  —  2 A ,   j-.  —  A ,   JTo,   a-o  -h  /< , .  .  .  ,  oTo  4-  w/* ,  . .  . . 
polynôme  F  (x)  prendra  les  valeurs 

...,     W-5,     W_,,     Mo,     «1,...,     tf«,...» 

^ornions  ensuite  les  différences  premières,   deuxiè- 
i,  troisièmes,...,  m**'"»'  correspondantes  aux  valeurs 
prend  F  (ar),  l'objet  principal  de  ce  Mémoire  est  de 
lontrer  que  : 
°.  L'équation 

F  (x)  =  o 

pas  plus  de  racines  plus  grandes  que  x^,  que  la  suite 

u^ ,    à  /!_, ,    A'  u_i ,  .  .  .  ,   A'"  i«_B, 

de  variations.  Si  le  nombre  des  variations  est  plus 
id  que  ce  nombre  de  racines,  la  différence  de  cc5 
ibres  est  un  nombre  pair. 


(  4io  ) 

'2,^,  L'écjuation 

F  (.r)  =  o 

n'a  pas  plus  de  racines  plus  petites  que  Xq  ,  que  la  suile 

n'a  de  varialions.  Si  le  nombre  des  varialions  est  plus 
grand  que  ce  nombre  de  racines,  la  différence  de  ces 
nombres  est  un  nombre  pair. 

Je  déduirai  aussi  de  la  théorie  des  diilerenccs  le  théo- 
rème de  Budan,  et  je  montrerai  qu'avec  les  différences 
on  peut  résoudre  le  même  problème  qu'avec  les  dérivées 
qui  entrent  dans  le  théorème  de  Budan. 


INTROnUCTION. 

I.  Indiquons  une  fois  pour  toutes  les  notations  que 
nous  emploierons. 

Le  polynôme  algébrique  que  nous  considérerons  dans 
tout  ce  Mémoire  sera  du  m''"""  degré  et  sera  appelé  tantôt 
M,  tantôt  F  (r). 

Les  dérivées  premières,  deuxièmes,...,  m'*'"''  de  ce 
polynôme  seront  ainsi  désignées 

F'(x),   r'[x),.    .,F(")(x). 

Substituons  dans  le  polynôme  F  (x)  les  termes  de  la  pro- 
gression suivante  par  différence  dont  la  raison  esl/i  : 

...,  jTo— 2/',  J^o— /»,    ï^fl,  0:0-4-/»,...,   X, -+-/?A,. .., 
le  polynôme  F  [x)  prendra  les  valeurs 

...,      Y[x,--'?.h),    V{x,-^h),    F(^..),     F(u:.-+-//),..., 


(4n  ) 
e  nous  désignerons  aussi  par  les  notations 


nsi 


Formons  les  difl'érences  premières  des  termes  de  la 
ite 

.. .,  !/_,,  «_, ,  «0, . . .,  «/»,..; 

us  les  écrirons  ainsi 

.  .  . ,      //o  —  a_,  =  A  ii_, ,      ^4,  —  //,  =  A  Wo ,  . . .  , 

nsi  en  générai 

^UpZ=.  Up^i  —  Up 


même 


A=tt^  =  ^Up^^  —  àiip 

à'n^p  =  A  «_p4-i  —  A «_^  ; 

ainsi  de  suite. 

Nous  aurons  souvent  à  considérer  les  deux  suites 

w, ,  A  «0 ,   A'  «e , .  .  . ,   A"*  «a 

'S  termes  de  la  première  suite  sont  donnés  par  les  for- 
ules 

A//o  =  F  (.r,  -f-  /i  )  —  F  (xo)  ^  0  (x,) , 
A'//,  =  Ô  (x.  -+-  /i)  -  0  (x,)  n=  x(^o), 


iH  les  termes  de  la  deuxième  suite  sont  donués  par  k 
formules 

Aii_,  =  F(x«)~F(x.  — A)=ç{x.), 

A-^i£_,  =  >Kx.)  -  >Kx.  -  A)  = . .  . , 


II.   Rappelons  les  formules 

n  (n  —  i)    , 

Un  =  M#  -h  /l  A««  H ^ A'  tt» 


(A) 


(B) 


V  ,  1.2.3.  ../7I 


/I  (/I  —  l) 
A»iio  =  «„  —  /il/«-,  -h  — ^^ —  Mh-3  -+-... 


I  .2 

n{n  —  i)..,{n^p-^  i) 
1.2.3    . .// 


Un-p...±t 


/j—  X.\     />  —  X.  _     A    A'/<. 

(Cj     {  "^V      /*     /  l      A  V  '-2 


(») 


m.  u  est  aussi  donne  par  la  formule 


(4i3  ) 

ur  démonlrcr  celle  formule,  on  démontrera  d'abord 

iiéralité  de  celle-ci  : 

n(n  -4-  i) 
K,  =  «0  -+-  /i  A«_,  H ^^ A»  M«3  -4- . .  . 

I  .  2 

H ^^ A/*  U-p  -h  .  .  .  . 

1.2.3.../^  '^ 

tic  formule  peut  être  écrite  symboliquement 

«,  =  (l- Aii-)-% 

Kirra  se  démontrer  d'une  manière  tout  à  fait  ana- 
;  à  la  formule  (A).  Cette  formule  démontrée,  on  en 
Ira  la  formule  (D)  de  la  même  manière  qu'on  a 
it  la  formule  (C)  de  la  formule  (A). 
.  Etant  donné  le  polynôme  F  (x) ,  proposons -nous 
•rimer  les  dérivées 

F'(.r.),    r'(x,),...,    F(-)(x.) 

tiction  des  différences 

A  M_, ,   A*  w_, , . . . ,   A™  «_«. 
•us  avons 

F  (x  4-  X.)  =  F  (xo)  -+-  X  F  (x,)  +  —  F"  (x,)  -h... . 

1.9. 

us  avons  aussi 

F(x)  =  F(a:,)^.(^=^*)Af/_.    • 

•liangé  dans  cette  formuler  en  r-f-o:^,  il  vient 

^  /        .         V         w^         \        ^  X  i  X         \  A-  W_3 

X  /.r         \  /.T  \  A'«_3 


(  4i4  ) 

Ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de 
x,  nous  avons 

F(.r+x.)  =  F(x.) 
X  /A//_,        A'tf_3        A'w_3  A^tf^aiX 

^   \       I  2  3  "^       I 

] 
-] 


A^  W«3 


(N)      (  I    -f-  (i.2-h  1. 3-1-2. 3; 


A-- 

I  .2 

y^ 

-i-  (i  .2  -h 

"       A3«_3 

x^ 

1.2.3     ' 

h' 

/        1.2- 

2.3 
A*tt_ 


I .2.3.4 


.4.5 


En  égalant  les  coefficients  des  termes  de  même  degn 
dans  les  cxpressioiis  (M)  et  (N)  de  F  (a: -f-  jr©),  il  vieni 

.  r,/ /     X       ^"-1       A'w_:       A^tt_3  àr*u_^ 

^'12  3  m 

1.2  1.2  1.2.3 

A«tt_^ 


-f-(l.2-hl.3-+-2.3 


1.2.3.4 


1 .2.3  1.2  3       ^  1 .2.3 .4 


/       I.2-+-I.3-HI.4\  _A*j^ 

\ -h  2.34-2.4+3.47  1.2.3.4.1 


îNous  pouvons  maintenant  procédera  la  dénionstratior 
des  lliéorèmes  qui  font  Tobjet  de  ce  Mémoire. 


(  4i5  ) 

Proposition   I. 

Théorème. 


ja  suite 


1  moins  autant  de  variations  que  la  suite 

F(x,),    F'(^o),   r'(.r.),...,   F('-)(:r.). 

e  nombre  des  variations  de  la  première  suite  est  plus 
ud  que  le  nombre  des  variations  de  la  deuxième,  la 
érence  de  ces  deux  nombres  est  un  nombre  pair, 
^ous  commencorons  par  établir  deux  lemmes. 
Itcmme  1,  —  A,  B,  C,...,  T,   U  étant  des  nombres 
Iconques  positifs  ou  négatifs,  la  suite 

A,   B,  C,.. .,   T,   U 

1  moins  autant  de  variations  que  la  suite 

-B4-...-i-T-hU,     B-f  Ch-.    .4-U,...,  T-4-U,U, 

!  nous  appellerons  suite  dérii^éei  de  la  première, 
lu  effet ,  posons 

A-f-B-f-C-f-...-l-T-4-U4-:r  =  o. 

polynôme 

Uj:"'4-Tjr«-'  4-.  .  .-f-B^'4- AxH-  a 

\  divisible  par  x  — i ,  et  le  quotient  de  ce  polynôme  par 
-  I  sera 


U 

.r"'- 

'+. 

.    -+-U 

^-hU 

T 

-f-T 

-+-T 

H-B 

-Hlî 

-f- A 

{4i6) 

Si  Ton  muldplîe  le  polynôme  (a)  par x  — i  ^ on  auj 

polynôme  (1)5  donc  le  polynôme  (i)  a  au  moins  une 

lîaiion  de  plus  que  le  polynôme  (  2).  Donc  dans  le  ca 

plus  défavorable  où  a  serait  de  signe  contraire  à  h 

SUÎli» 

A,   B,    C,..    ,   U 
aura  au  moins  autant  de  variations  que  sa  suite  déri 
Lcmme  II,  —  Soit  la  suite  composée  de  m  termes 
[a]  A,   B,   C,...,    I,  K,    ..,  T,   U 

et  sa  suite  dérivée 


[b) 


A-+.B4-...-+-U,...,   H-K-f-...-^U, 
K-hL-f-.-.-f-U,...,   T4-U,   U; 


je  pose  la  suite 

(c)       A,    B,...,    I,    KH-L4-...4-U,...,   T-hU,  U, 

formée  des  n  premiers  termes  de  la  suite  (a)  et  des  m  - 
derniers  termes  de  la  suite  (&) ,  et  je  dis  que  la  suite 
a  au  moins  autant  de  variations  que  la  suite  (c). 
En  effet,  soit  s  le  nombre  des  variations  de  la  suiio 

A ,  B,   C, . . .  ,  I,  K, 

cl  t  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

K,...,  T,  U; 

la  suite  (ri)  aura  5 -f- /  variations.  D'après  le  lemin 
la  suite 


K 


.  .  -+-  U ,    .  . ,   T  4-  U ,   U 


n'a  pas  plus  de  t  variations.   Alors  considérons  les  d 
hypollièses  : 

i''.  Si  les  quantités   K  cl  K -f- L -f-. .  .-f- U  sont 


(4.7) 
ï  signe ,  la  suite 

A,  B,  C, . . . ,  I,  K 

léme  nombre  de  variations  que  la  suite 

A,   B,  C,    .    ,   I,  K-4-T-h    ..-hU; 

la  suite  (c)  n'a  pas  plus  de  5  +  ^  variations. 
Si  K  et  K-+-  L  -h . .  .  4-  U  sont  de  signe  contraire, 
te 

K-f-L-h...-HU,...,  L-l-U,  U 

ut  pas  avoir  t  variations ,  elle  en  a  au  plus  t  —  i ,  la 


A,  B,...,  I,   K-+-L  H-. 


U^ 


s  —  I  ou  5  -I-  I  variations.  Donc  la  suite  (c)  n'a  pas 

le  (^  -+-  i)  -\-  (t  —  i)  variations  ou 5  -+-  f  variations, 

emme  est  démontré. 

\  deux  lemmcs  établis,  démontrons  la  proposition 

ous  occupe  sur  un  polynôme  d'un  degré  déterminé, 

atrième  par  exemple;  il  sera  facile  de  reconnaître 

a  démonstration  s'étend  à  un  polynôme  d'un  degré 

onque. 

iltiplions  Ali.,,  A'/i.,,  A'w.j,  A^fi.4  par  les  nombres 

II        .    .  1 

5^»  7  et  écrivons  la  suite 

3    4 


rmons  les  quatre  derniers  termes  de  la  suite  dérivée 
suite  (A),  et  les  plaçant  sous  les  termes  de  même 
de  la  suite  (A) ,  nous  avons  le  tableau 


A"ii 


A^a 


a 

3 
A'«_.      A'«_, 

3       '        /,    • 
27 

A'ri_ 

~r 

A*«.. 

a      '       3      '       /, 
Novembre  i856.) 

4 

(   i'S  ) 
Il  est  évident  que  la  suite 

(t)  «/oj    Ai£_,,   A'«_j,    A*a_3,    A*ii_, 

présente  le  même  nombre  de  variations  que  la  suite  (h 
donc  ,  d'après  le  lemme  II ,  la  suite  (i)  a  au  moins  aut^ 
)ic  variations  que  la  s^îte 

A  a_,        A'  «_2        A^  «_3        A*  a_^ 
12  3  4 

A»//_a        A»//_3        A<a_4        A'tt_3       A'a_4      A'tt_ 


3     '     4   '    ~3~""    4"^'     4  ' 

Multiplions  les  trois  derniers  termes  de  cette  suite  n 
peetiveraent  par  -»  -,  -  et  remarquant  que  1  on  a 


A  «„,       A'  tf_5       A^  tt_^        A*  ii_t 


=  A1"(J-.1, 


I       ■       ?.     ^     3 
nous  iiarons  cctie  autre  suite 

^  «,,     «r  [x,j, 
(B 


1.3" 


TT' 


A*il_, 


r;.    ftr( 


2.3  2.4         34 

Formons  les  trois  derniers  termes  de  la  suite  déri^ 
de  la  suite  (B),  et  les  plaçant  sous  les  termes  de  raê 
ordre  de  la  suite  (B),  nous  aurons  le  tableau 

A* M  ,      a'k  ,     ^*u  . 


1.3 


i./, 


=£-« =i 

2.3  3.4 


4  1    9.3 


(3+^)7 


1.3         ^  '  1.3.3  i.a  3 

Remarquons  que  l'on  a 

!.4-(2-hi    J  4-    2.3 -h  1.3 -+-  1.2) 5-7 

12^  '  1.2.3  ^  i  2.3.4 

~  1.2 


(  4t9  ) 
Dc,  d*après  le  lemme  II ,  la  suite  (B)  ei  à  fortiori  la 
te  (i)  ont  au  moins  autant  de  variations  que  la  suite 

««,     ,     


i''?^.  +  (,  +  .)ii; 

!    2.3        ^  '-y.  3.^ 


I  .2 


A«tf_^ 


4  3.4 

iltiplioiis  les  deux  derniers  ternies  de  la  suite  (C)  par 
-9  et  agissant  comme  précédemment,  nous  formons  le 
leau 


/i'F"(xo) 


1.2.3 
1.2.3" 


A<«_ 


(3-^2) 

(3-1-24-1) 


I .2.3.4 

r::i:34 


A 
2  . 

3.4 

A* 

U-A 

2.3.4 


)r  on  a 

A^a_3 
1.2  3 


(3 


,     A'«_.         AT^ix.) 


X^ 


A*w_ 


1.2.3 


1.2.3.4         1.2.3.4 

ic  la  suite  (C)  et  à  fortiori  la  suite  (B)  et  la  suite  (1) 
au  moins  autant  de  variations  que  la  suite 

hr{x,)     h^Y''{x,)     /rF'"(jr„)       /i'F-(.r,) 
I  1.2  1.2.3  1.9.  .3.4 

ic  en6n  Ixi  suite 

//,,    Atf_, ,    A^w_,,    A  //_i,    A'w_; 
I  moins  autant  de  variations  que  la  suite 

Fin),    F'(.r,),    F"(x„),    F^(.r„),    F-(.r„). 


De  plus  ,  si  le  nombre  de  y  aria  lions  de  b  première  su 
est  plus  grand  que  le  nombre  de  variations  de  la  deuxièn 
la  différence  de  ces  deux  nombres  est  un  nombre  pa 
Car  ces  deux  suites  commencent  et  finissent  par  le  mèi 
signe. 

Propositiok  II. 

Théorème. 

L'équation 

F(x)  =  o 

n'a  pas  plus  de  racines  plus  grandes  que  Xo ,  que  la  sui 
«0,  Aa»,,  A» «_,,...,   A"i«_^ 

n'a  de  variations.  Si  ce  nombre  de  variations  est  pi 
grand  que  ce  nombre  de  racines,  leur  différence  est  \ 
nombre  pair. 

Soient  ^  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

1*0,   Aa.,,.  ..,  A'"«_«, 
i^'  celui  des  variations  de  la  suite 

F(x.),    F(x.),...,   F("){:r.), 
r  le  nombre  des  racines  plus  grandes  que  Xo*  On  aura 
F (x  +  .r.)  =  F(xo)  H-  xF'  (x,)  4-  -f^  F"  (x.)  -h.... 

D'après  le  théorème  de  Descartes , 
F{x  -h  Xo)  =  o 
n'a  pas  plus  de  racines  positives,  que  la  suite 

F(xo),   F'(xo),...,  F(-)(xo) 
n'a  de  variations  ;  donc 

F(x)=:0 


{    4»!    ) 

pas  plu5  de  racines  plus  grandes  que  x^ ,  que  la  suite 

F(x.),   F'(x.),...,   F(«)(x,) 

de  variations,  et,  d'après  le  même  théorème,  %^'  —  r 
un  nombre  pair.  D'après  le  théorème  précédent,  i^ 
t  pas  plus  petit  que  i^';  donc  l'équation 

F(x)  =  o 

pas  plus  de  racines  plus  grandes  que  Xq,  que  la  suite 

«0 ,   A  «_,,.,. ,  A"  «__« 

de  variations.  De  plus,  si  ce  nombre  de  variations  est 
i  grand  que  ce  nombre  de  racines,  leur  différence  est 
nombre  pair.  Car  nous  venons  de  remarquer  que 
-  r  est  un  nombre  pair  ^  d'après  le  théorème  précé- 
L  p»  —  i'' est  un  nombre  pair,  donc  la  somme  de  ces 
JL  nombres  ^  —  r  est  un  nombre  pair. 

Proposition  III. 

T/iéorctfta. 
a  suite 

tf„,    A«o,    ^'««o*     •  •  »    A"'a„ 

L  moins  autant  de  permanences  que  la  suite 

F(x.),   F'(x.),...,    ¥i'")(x,). 

n  effet ,  posons 

F(x)=/(x-x,). 
S  aurons 

/(x  -  X.)  =u,  +  (^-=^")  A«. 

fx — .r„\   /x — X,        \  A'«, 


{  4"  ) 

Changeons  x  —  x^exi.  —  x  -h  x© ,  nous  aurons 

/(-  X  -h  Xo  )  =  «0  —   (  -  "^— )  ^"o 

Soient  A'  //_, ,  A"  zi_, , .  .  . ,  A'"*  u_^  les  différences  de 
fonction  j\  —  x-\-  x^  analogues  aux  différences  Ai/_ 
A*  u^^ , . . . ,  A*"  u_„  de  la  fonction  f  [pc  —  Xt) ,  il  vicndi 

/(—  X  H-  X.)  =  «.  4-  (^-^)  ^'''-' 

( X  —  xA  /  .r  —  Xo    ,     \  A'*a_, 


+-... 


En  comparant  ces  deux  expressions  de  /( — x-f-  x^] 
j'aurai 

A'tt_,  =—  Aiio,      A''tf_,  =  A'i«„,      A'^a-3  =  —  A'a,, 

Or  la  suite 

a  au  moins  autant  de  variations  que  la  suite 

/(o),   -/'(o),/"(o),   -/'^(o),...,  ±:/(-Uo). 
Donc  la  suite 

[a)  «0,    —  Atto,    i^'«o»    -^A'«o,...    dbA*/*, 

a  au  moins  autant  de  variations  que  la  suite 

{b)     F(x,),  -r(x«),  r'(xo),...,  ±F(-M-^.)- 

Alors,  si  aucun  terme  n'est  nul  ni  dans  la  suite  [a]  ni 
dans  la  suite  (6) ,  il  est  clair  que  la  suite 
«,,   Aiio,   A'tfo,.      ,  A*"/!,. 


(  4^3) 

moins  autant  de  permanences  que  la  suite 

F(.ra),    F'(xo),    F"(.r„),...,    F(-)  (x„), 

lelques  termes  étaient  nuls,  on  remplacerait  dans  lor. 
s  (a)  cl  (b)  ces  termes  nuls  par  des  signes,  de  raa- 
!  à  avoir  le  plus  de  permanences  possibles,  ce  qui  ne 
ferait  pas  le  nombre  de  variations  de  ces  deux  suites, 
»rs  il  est  clair  que  la  suite 

rt,  ,     A  M„  ,    A*  //o  ,  .  .  .  ,     A"'  «e 

noins  autant  de  permanences  que  la  suite 

F(xo),    F'(ro),...,    F(«)(a:„), 

que  Ton  a  remplacé  les  termes  nuls  par  des  si^^nes 
anière  à  avoir  le  plus  de  variations  possibles. 

Peoposition  IV. 
l^héorème. 
iquation 

F(x)  =  o 

15  plus  de  racines  plus  petites  que  Xq  ,  que  la  suite 

Uo,        —     Att„,        y-U^y        —     A^Wg,... 

3  variations.  Si  le  nombre  des  variations  est  plus 
[  que  ce  nombre  de  racines,  leur  différence  est  un 
ire  pair, 
tisidérons  comme  dans  le  théorème  précédent  Téqua- 

/(  — X  H-  j\)  =  o. 
es  la  proposition  II ,  Véqualiou 

/(  --    r    i   j',,)  --.  o 


(4^4  ) 

n'a  pas  plus  de  racines  plus  grandes  qne  jr^  ,  que  la  s 

n'a  de  variations.  Si  ce  nombre  de  Tariations  es  t  plus  ç 
cpie  ce  nombre  de  racines ,  leur  difféfenœ  est  un  not 
pair. 

Or  il  est  clair  que  Téquation 
a  autant  de  racines  plus  grandes  que  a:. ,  que  Fëquati* 


OU 


a  de  racines  plus  petites  que  x»,  et  la  suite 

n'est  autre  que  la  suite 

tt.,  —au.,  à'u.,  —  A^tf,, 

Donc  la  proposition  est  démontrée. 

Proposition  V. 
Théorème  de  Budan^ 
Ktant  donnée  une  équation 

F(a:)  =  o 

de  degré  m ,  si  a  est  plus  grand  que  b  ,  la  différence  entn 
le  nombre  des  variations  des  deux  suites 

F(a),   r{a),   F"(«),...,   F(-)(a), 
F(^),   F'(^),   F"(ô),...,  F(-;(^), 

n'est  pas  plus  petite  que  le  nombre  des  racines  comprise» 


(4a5) 
'e  a  et  b.  Si  le  premier  nombre  est  plus  grand  que  le 
ind,  leur  différence  est  un  nombre  pair, 
oit  6  la  différence  b  —  « ,  posons 

ant  un  nombre  entier;  afin  de  ne  pas  contrarier  nos 
itions,  posons  aussi 

iibstituonsdans  F  (r)  les  nombres  croissant  en  pro- 
sion  par  différence 

J» ,        j:,  =  JTj  -f-  /l ,        Xa  =  JTtf  +  2  /i  ,  .  .  .  , 

x„  =  6  =  A'„  -h  nà. 

upposons  h  assez  petit  pour  que  deux  racines  lonsé- 
ves  de  l'équation 

brent  de  plus  de  A  ;  il  y  aura  au  plus  une  racine  com- 
e  en  tre  deux  termes  consécutifs  quelconques  de  cette 
pression  par  différence. 

ornions  ensuite  les  différences  premières,  deuxièmes, 
sièmes,  etc.,  et  disposons-les  ainsi: 


Uo 

An-, 

A'«_, 



A— «-(«..) 

Ut 

A«o 

A»/._, 



A"—  tt_(^,) 

Up 

Att^, 

A'i/^a 



A«-«^_^. 

t^p-hl 

AU, 

à'Up_, 

à-^u,^^. 

Un 

A«;_. 

A'//„_, 



A'"-'/^^^^, 

A"tt_„ 

A'"a_(„_,, 


àrup_^, 


'appellerai  suite  (.Tq)  l'ensemble  des  termes  formé  par 


(  4^6  ) 
la  première  ligne  horizoutale,  suite  (xi)  celui  des  lei 
mes  formé  par  la  deuxième,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  chacune  de  ces  suiti 
est  la  suite  dérivée  de  la  précédente-,  par  conséquent  (pn 
position  I,  lemme  I)  la  suite  (x^t)  a  au  plus  autant  d 
variations  que  la  suite  (Xp).  Désignons  par  Vp  le  nombr 
des  variations  de  la  suite  (x^)  et  par  u^^i  celui  de  la  suit 
(jr^^^i),  nous  aurons 

^o. 


•'/»+»  =  * 


S'il  y  avait  une  racine  entre  Xp  et  x^i ,  Up  et  n^^^  seraieu 
de  signe  contraire:  donc  la  suite  (Xp)  et  la  suite  (Xp^i) 
commençant  par  des  signes  contraires  et  unissant  par  1 
même  signe,  on  ne  p<mrrait  avoir 


-r^' 


donc  on  aurait 


H^I- 


Soit  fjL  le  nombre  des  racines  comprises  entre  a  et  i 
et  supposons  que  la  première  soit  comprise  enlre  Xi  e 
Xi^i^  la  deuxième  entre  O-V  et  jr^-»-!,...,  la  (jl'*^'  enlr 
Xt  et  Xt^i  5  nous  aurons 

Vi  —  *'t+^  â   I  ,  .  .  .  ,       Pfl_i  —  «'«^  O. 

En  ajoutant  ces  égalités  et  inégalités  membre  à  membre 
nous  aurons 


.u- 


Or  nous  avons 


F(x,)-F(x,-A) 


--^  /'F'(.ï>)-  — F"(a>)  +...=  ?  (..,.1. 


?'(^p)- 


(  4^7  ) 


s  pouvons  écrire  ainsi  les  valeurs  de  ces  différences  : 


:>nc  si  nous  supposons  h  suffisamment  petit,  Au^^i, 
,_,,...,  A"'Uj,_^  seront  de  même  signe  que  F^(Xp)j 
r^ ),...,  F^'"^  (•^p)«  Donc  aussi,  en  supposant  h  suffi- 
nent  pelit,  v^o  sera  le  nombre  de  variations  de  la 

F(:ro),   F'(x.),...,   F('")(x.), 
le  nombre  des  variations  de  la  suite 

:  enfin  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  des 
suites 

.     F(«),   r(«),   F"(«),...,   F('«)(a), 

F(^),   r(^),   F"  (M,..    ,   F(-)(6), 

pas  plus  petite  que  le  nombre  des  racines  comprises 
;a  et  i. 
;  plus,  si  le  nombre  des  variations   de  la  première 

est  plus  grand  que  le  nombre  des  variations  de  la 
ième,  la  différence  de  ces  deux  nombres   est  un 
bre  pair. 
1  effet ,  remarquons  que 

F'v'")(a)  =  Fl"'>(/>). 


(  4^8  ) 

D'après  cela,  si  le  nombre  [i  des  racines  comprises  enir 
a  et  b  est  pair,  F  (a)  et  F (b)  seront  de  même  signe 
et  les  suites  (i)  et  (2)  commenceront  et  finiront  pa 
le  même  signe;  doue  s^^  —  ^^^  est  pair,  donc  enfi 
p'o  —  f„  —  /x  est  un  nombre  pair. 

On  voit  de  même  que  si  (jl  est  impair,  i^^  —  m„  est  u 
nombre  ipipair,  et  w»^  —  {'„  —  fx  est  un  nombre  pair. 

Dans  la  démonstration  précédente,  on  n'a  suppos 
nulle  aucune  dérivée  de  F  (a:)  pourx  =  n  et  x  =  i.  Sujj 
posons  maintenant  que  dans  la  suite 

F(fl),  F  («),...,  F(-')(^),  F(«)(«),.    ., 
F(»-/')(fl),   Fî^-i»-*-')  («),...,   FC'«)(a), 

tous  les  termes  compris  entre  F^"~*^  (a)  et  F^"""''"^*^  (n 
s'annulent.  Au  lieu  de  substituer  a  dans  la  suite 

F(x),  F(x),...,  F(— )(x),   F(-)(x),..., 
F(«-'')(jc),   F(—/^')(a:  ),...,   F(-)  (x), 

ou  substituera  a  —  A  et  a  -h  /i ,  et  si  Ton  suppose  h  solï 
samnient  petit,  les  signes  de  cette  suite  ne  pourront  êli 
altérés  dans  le  passage  de  x  =  a  —  h  à  x  =  a-hh  qu 
dans  la  partie  qui  se  trouve  entre  F^"""*^  (x)  et  F^'*~'^*^  (x 
Il  suffira  donc  de  comparer  les  signes  des  deux  suites 


(3) 
(4) 


j  F(«-')  («  —  //),   F(-)(tf  — /i),   F^''-»-')(a— /j),. 
j  F(«-^')(a- A), 

F('-'^-+-0(ûf-f-/i). 


En  développant  ces  fonctions  ,  il  sera  facile  de  reconnaitr 
que  F("^(a-HA),  F^""^*^  (a -h  A) ,...,  F^»-''^  (a -h  A)  son 
tous  de  même  signe  queF^""''"^*^  (a)  si  h  est  suffisammen 
petit.  On  reconnaîtra  aussi  que  si  h  est  suffisammen 
petit,  F^""''^  (a  —  //)  est  du  signe  contraire  à  F^""'^*^  (^) 


(4^9) 

f'^^  (a  —  /i)  est  de  même  signe,  F("-'''*>  (a  —  A)  de 
e  contraire,  et  ainsi  de  suite. 

ous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  cas  partî- 
er;  nous  nous  bornerons  à  dire  que  si  la  suite  (3)  a 
iriations  de  plus  que  la  suite  (4) ,  l'équation 

F{..)  =  o 
^acincs  imaginaires. 

Proposition  M. 
Théorème. 
apposons  que  les  deux  suites 

1    Wo  ,    A  «a  ,       A'  W„  ,  .  .  .  ,       A"  //,  , 

entent  les  mêmes  signes  ou  même  seulement  le  même 
Jjre  de  variations;  je  dis  que  ce  nombre  de  variations 
le  même  que  celui  de  la  suite 

F(x,),  F(x.),...,  Y^-)[x,). 

oient  p  le  nombre  des  variations ,  q  le  nombre  des 
nanences  de  chaque  suite  (a).  Soient^'  le  nombre  des 
atîons,  q'  le  nombre  des  permanences  de  la  suite  (a). 
^position  I),  p  n'est  pas  plus  petit  que  p' *^  (proposi- 
illl) ,  q  n'est  pas  plus  petit  que  q'\  donc,  puisque 

P  "-  1  -  P  -^u\ 


P  =  P      «?t     7=7. 

Zorollaire,  —  En  se  rappelant  la  proposition  V,on  voit 
si  h  est  suffisamment  petit  pour  que  les  deux  suites 

!//o,    Aii_,  ,    A'//_,,  .  .  .  ,    A^//^^, 
u^,    Au^y       A' «a,.        ,       A^Wo, 
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présentent  le  même  nombre  de  variations ,  et  qu  il  en 
de  même  pour  les  deux  suites 


(P) 


A"tf„ 


la  différence  entre  le  nombre  des  variations  des  suites 
et  des  suites  ({5)  n'est  pas  plus  petite  que  le  nombre 
racines  deF  (a:)  =  o  comprises  entre  x^  etx„.  Si  la  dîj 
réace  entre  le  nombre  des  variations  des  suites  (a)  et  « 
suites  (j3)  est  plus  grande  que  le  nombre  des  racines  ce 
prises  entre  a:^  et  Xn  ,  la  différence  de  ces  deux  nomb 
est  un  nombre  pair. 
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m. 

Simplification  de  l'équation  générale  du  second  de i 
par  ia  transformation  des  coordonnées. 

La  réduction  de  l'équalion  générale  du  second  degn 
trois  variables,  telle  qu'elle  est  ordinairement  expose 
dépend  delà  théorie  Aqs  plans  principaux.  Pour  parvei 
à  ci'tte  réduction,  on  a  fait  un  raisonnement  qui  contic 
à  la  fois  les  deux  assertions  suivantes  :  a  Dans  toute  su 
»  fafe  du  second  degré  il  y  a  au  moins  un  système 
M  cordes  principales^  —  le  plan  qui  divise  ces  cordes  i 
»  parties  égales  peut  être  à  une  distance  infinie,  d  Ao 
n'avons  aucune  objection  à  faire  contie  nue  manière  ( 
parler  dont  le  sens  est  connu  de  ceux  qui  s'en  servcu 
nous  dirons  seulement  que  la  forme  qu'on  a  donnée  a 


(43.  ) 
[sonnemeiit  dont  il  s'agît  met,  assez  mal  à  propos,  en 
nie  Texistence  d'un  plan  principal ,  puisqu'en  réalité  ce 
m  existe  et  que  c'est  précisément  en  le  prenant  pour 
in  de  coordonnées  qu'on  arrive  par  le  moyen  le  plus 
aple  et  le  plus  direct  aux  simplifications  proposées. 
Il  nous  a  donc  semblé  utile  d'établir  à  priori  cetlcpro- 
sition  fondamentale  : 

Dans  toute  surface  du  second  dcgrc  il  y  a  au  moins 
plan  diamétral  perpendiculaire  aux  cordes  quil  di^ 
c  en  parties  égales^ 

Nous  prévenons  que  par  celte  dénomination  de  corde  y 
us  entendons  une  droite  limitée,  dont  les  deux  extré- 
tés  se  trouvent  sur  la  surface  que  l'on  considère.  Il  est 
ir  qu'un  plan  qui  divise  en  parties  égales  un  système 
cordes  ne  peut  jamais  être  à  une  dislance  infinie. 
De  plus,  il  sera  supposé  que  l'écpiation  générale 

I  Ax'  -h  A>»  H-  A"«'  -f-  ihxz  -t-  iWxz 

I     -^2B"x/-^2Cu:-+-  2C'/  +  2C"z-+-F  =o 

présente  une  surface  réelle  et  du  second  degré;  ainsi 
coefficients  A ,  A',  A",  B ,  B',  B"  ne  seront  pas  nuls  à  la 


I.    Pour  que  la  surface  représcnléc  par  Téqualion  (i) 
rnelle  des  cordes  parallèles  à  une  diicclion  définie  par 
équations 

X  =  mz ,      y  =11  nZy 

iuffit  que  la  substitution  de  mz  et  nz  à  x  et  j  dans  les 
Tties  du  second  degré  de  l'équation  (i)  donne  à  z*  un 
L'fficient  autre  que  zéix>.  Car  si  le  coefficient  de  z^  n'est 
s  nul ,  les  équations  du  second  degré  qui  déterminent 
.  points  d'intersection  de  la  surface  et  des  droites  pa rai- 
es à  la  direction  [x  =  /nz  ^  y  =  nzJi  n'auront  aucune 
L'ine  infinie.  Et  par  conséquent,  en  menant  par  les  dif- 
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férents  points  de  la  surface  des  parallèles  k 
[x=mzy  jr=znz'\j 

ces  droites  rencontreront  chacune  la  surface  en  un  secoi 
point  (^)  ;  donc ,  elles  détermineront  un  système  de  ce 
des.    , 

On  voit  de  même  que  si  le  coefBcient  de  z*  était  nul , 
surface  n'admettrait  pas  de  cordes  parallèles  à  la  dîrecti( 
définie  par  les  valeurs  de  m  et  de  /i. 

La  substitution  de  mz,  nz  k  x  ^  y  dans  Téquation  { 
donne  à  z'  le  côeflScient 


ou 


A/w'-h  A'/i'4- A"-h  2B/I-4-  2B'/w  -f.2B"/ir7i 

(  A/w -4- B"/i  4- B')m  4- (B"/iH- A'/i  4- B)/i 
4-(B'm4-B/i4-A''); 

ainsi ,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  su 
face  admette  des  cordes  parallèles  à  la  droite  [x  =  /7ï. 
y  =  nzl  consiste  dans  l'inégalité 


M 


(A/«-hB"/i4-B')w  -H(B"m-|- A'/H-B)ii 

4-(B'/;i4-B/i-h  A")^o. 


Quand  cette  inégalité  a  lieu ,  le  plan  diamétral  qui  c 
représenté  par  l'équation 


(3) 


(A/w4-B"/î-+-B')a?-h(B"m4- A'/2  4-  B)/ 
4-  (  B'  /w  4-  B/i  4-  A''  )  3  4-  C/7I  4-  C  /i  4-  C  =  o, 


ne  peut  être  à  une  distance  infinie;  cela  résulte  évidcn 
ment  de  ce  que  les  milieux  des  cordes  sont  a  des  distanc 
finies,  et  d'ailleurs  l'inégalité  (2)  montre  qu'on  n'a  pas 


(')  Il  y  a  toutefois  exception  pour  les  points  où  les  droites  considère 
seraient  tangentes  à  la  surface. 
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ÎS 

km  -h  B"/H-  B'=:o, 
B"w  -f-A'/i-f-  B=o, 
B'/w-l-  B/Î-+-  A"  =  o. 

Occupons-nous  maintenant  des  plans  principaux, 
uand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  pour  que 
lan  diamétral   (3)  soit  perpendiculaire   aux  cordes 

divise  en  parties  égales ,  il  faut  qu'on  ait 

(  Aiw -h  B"/» -f- B')  =  (B' yw -+- B«  +  A'')m 

(B"/?i-h  A'/ï  4-  B)  =  (B'/if4-B/i4- A")/i; 
în  posant  B' m  -f-  B «  -4-  A'^  =  5 ,  il  faut  qu'on  ait  : 
Aw  -|-B"/i-+-B'  =  J//I 


B^iw  -H  A'/ï  -4-  B  =  5/1. 

lernières  équations  reviennent  à 

( j  —  A)  //i  —  B'"/!  —  B'  =  o, 
(5-.A')/i--B''/w  — B  =  o 
mnent 

—       B^(5-A^)H-BB'^ 
'"""(x- A)(5  — A')  — B"»' 

_       B(f  —  A)-4-B'B'' 

"—  (,_A)(5-A')-B"»* 

1  remplaçant  m  ei  n  par  les  expressions  précédentes 
Téquation 

B'/w  -f  B/ï4- A"  =  j, 

l'on  peut  écrire  ainsi  : 

(x—  A")  —  B/i  —  B'iw  =  o, 
Afin,   de  Maihémat..  t.  XV.  (  Novembre  i85G.)  28 
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il  vient 

(6) 


(,_A")[(.-A)(.-A')-B-'] 
-[B'(j— A)  -+-B''(J-  A')4.2BB'B''j  =  o. 

Puis,  en  effectuant  les  multiplications  indiquées  e 
donnant ,  on  a  l'équation 


(7) 


4-  [  AA'-h  AA"H-  A'  A''—  B*—  B'»—  B"']  j  —  D 


dans  laquelle  D  représente  le  polynôme 

AA' A"  -H  2BB'B''  —  AB«  —  A'  B"  -  A'B''. 

A  chaque  racine  de  Téquation  (7) ,  réelle  et  différ 
de  zéro,  correspond  au  moins  un  système  de  cordes  p 
cipales ,  et ,  par  conséquent ,  au  moins  un  plan  priucî 

En  effet,  si  la  racine  5  est  réelle,  les  valeurs  d( 
etn,  (4)  et  (5),  ne  peuvent  être  imaginaires-,  don 
droite 

[x  =  mz^   y  =  nz] 

existe.  De  plus,  la  surface  admet  nécessairement  des 
des  parallèles  à  cette  droite  ,  si  s  n'est  pas  nulle,  ca 
vertu  des  relations 

B'/w  -h  B/i-h  A!"  =s^ 
A//H- B" /i -t- B' =  j/ii, 
B^/îH- A'/i-h  H=z  sfty 

rinégalité  (2)  (page  432)  devient 

(m»  4-/1'-*-  i)j^o: 

et  il  est  évident  que  cette  inégalité  a  lieu  lorsque  5  est 
férente  de  zéro. 

Quant  à  Téquation  du  plan  principal  corresponde 
on  Taura  sous  sa  forme  la  plus  simple  en  remplaçant  ( 
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uatioii  (  3  )  les  trinômes 

B'm  -h  B/i  -h  A", 

A///  ^-B"/ï-f-  B', 

B"w  •+-  A'/i  -h  B 
s  ^sm^  sn.  Celte  substitution  donne 

ni  paraît  utile  de  faire  entrer  dans  Téquation  de  ce 

ti  les  cosinus  a,  6,  y  des  angles  que  la  direction  des 

des  [x  =  mz  ^y  =  nz~\  forme  avec  les  axes  des  x,  jr^  z 

a    6 
substituera  à  m,  w  les  rapports  -9  -  :  et  Téquation  pré- 

ente  deviendra 

(«JT  4- 6^ -H  7s)* -h  Ca  -f-C'6-4-C"7  =0. 
^es  valeurs  de  a ,  6 ,  y  satisfaisant  aux  conditions 

a  6 

-=:w,       -=«,,       a'-f-^' -+-7' =  1  , 

7  7 

t  nécessairement  réelles  et  ne  peuvent  être  nulles 

les  troiî.  Donc  si  la  racine  s  est  différente  de  zéro, 

pation  (9)  représentera  un  plan  qui  n'est  pas  à  une 

fafice  infinie. 

3'après  cela,  pour  démontrer  que  la  surface  a  au  moins 

plan  principal,  il  suffit  de  faire  voir  que  l'une  des 

is  valeurs  de  s  est  réelle  et  différente  de  zéro.  Or,  Texis- 

ce  de  cette  valeur  résulte  des  deux  propositions  sui- 

ites  : 

1°.  L'équation  (7)  a  ses  trois  racines  réelles; 

2**.  Ces   trois    racines  ne   peuvent  être  nulles    à  Ja 

[)n  a  donné  de  la  première  de  ces  propositions  plu- 

)  En  admettant  toujours  que  l'équation  de  la  surface  soit  du  second 
ré,  c'esl-à-dire  que  le»  six  coefGcients  A ,  A',  A",  B ,  B',  B"  ne  soicni 
nuls. 

28. 
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sieurs  dëmonslraiîons  dîflérentes  5  celle  que  nous  al 
exposer  est  duc  a  M.  Cauchjr. 

Nous  admettrons  d'abord  que  les  trois  coeflScieni 
B',  B'^  onl  des  valeurs  différentes  de  zéro. 

Reprenons  l'équation  en  s  sous  la  forme 

(,-A")[(5^A)(j-A')-B'''] 


et  nommons  a ,  h  les  racines  réelles  et  inégales  de  Té 

lion  du  second  dt'gt  é 

(j_A)(j- A')  — B"»=o(*). 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  premier  membr 
réquatiou  (6)  prt^nd  le  signe ^/ii5  ou  le  signe  moins, 
vaut  qu'on  substitue  à  l'inconnue  s  la  plus  petite  < 
plus  grande  des  racines  a  et  i. 

Kn  efiel ,  rliacune  de  ces  deux  substitutions  rédu 
premier  membre  de  (6)  à 

_  [B«  [s  -  A)  4-  B'»  (j  —  A'  )  +  aBB'  B^]  ; 
celte  expression  peut  s'écrire  ainsi  : 

^^ [BM;.v--Ar-f-B"(5-A)(^— A')-+-2BB'B''(^- 
el,  ayant  égard  à  T égalité  supposée 

^^-A)(5-A')  =  B"\ 
elle  devient 

I B'  (  f  -  A)'  -+-  B"  B"'  4-  2BB'  B''  (5  -  A)] 


—  A 


(•)  Cc«  racines  sonl  (^■^)  :*:  ^  V(  A  -  AO'  H-  4B'%  on  voit  qi 

ont  dfts  vûlt'iirç  kcHp^  qui  ne  peuvent  être  égales  qu'autant  que  B*  = 

A=  A', 
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5  — A 


[B(j-A)4-B'B'^1 


On  volt  que  son  signe  est  le  même  que  celui  de • 

'  en  supposant  a  <^  & ,  on  a 

(«^A)<o 


r  suite 


(A-A)>o(*); 


>o 


(a-A) 


(^-A) 


<o. 


me  le  résultat  de  la  substitution  du  plus  petit  des  deux 
»mbres  (a  et  &)  a  le  signe  plus  et  le  résultat  de  Tautre 
bstitution  a  le  signe  moins. 

Si ,  de  plus ,  on  observe  que  le  premier  terme  de  l'équa- 
)n  (6)  ordonnée  étant  positif,  le  premier  membre  de 
tte  équation  devient  nécessairement  positif  pour  de  très- 
andes  valeurs  de  5,  et  négatif  pour  des  valeurs  conver- 
ntes  vers  —  oo  ,  on  eu  conclura  que  Téquation  (6)  ad- 
Bt  une  racine  réelle  plus  grande  que  b^  une  seconde 
cine  moindre  que  a  el  une  troisième  comprise  entre  a 
h. 


')  Car 


rt  —  A  =-  -  [  v'(A-A')'  ■+■  //B""'  -♦-  (A  —  A')] 
A  —  A  =  i[v'(A-A')*-f-/,B'"  -  (A  -  A')  ]. 


I    i 
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La  démoDStralion  précédente  suppose  que  l'expressif 

.[B(.y-.A)H-B'B''p 


(.-  A)" 

ue  se  réduit  à  zéro  pour  aucune  des  deux  substitutions  ( 
aelhk  s.  Si  Tun  des  deux  uombres  a ,  & ,  par  exemple  i 
annulait  cette  expression ,  le  nombre  a  serait  évidemmei 
racine  de  réqualion  (6)  ;  la  racine  plus  grande  que  b  exi 
fcerait  encore  :  il  n'eu  faut  pas  davantage  pour  que  l'équ 
lion  ait  ses  trois  racines  réelles. 
Dans  la  réduction  de  l'expression 

—  [B-(.v  —  A)  -+-  B'»(f  —  A')  -f-  2BB'  B"j 

à  la  forme 

il  a  été  implicitement  admis  que  les  substitutions  de  a 
b  k  s  n'annulent  pas  5 —  A  5  ce  qui  exige  que  B"'  ne  se 
pas  nul  (*).  Si  B"  =2  o  et  qu  il  n'en  soit  pas  de  mèn 
des  deux  autres  coeflicients  B,  B',  il  suffira,  pour  que 
raisonnement  qu'on  a  fait  soit  encore  applicable,  de  doi 
ner  à  l'équation  (7)  Tune  ou  l'autre  des  deux  formes 

(,_A)[(.v-A')(.v-A")-B'] 
_  I B'=  (^  —  A')  -f-  B"» (.V—  A"  )  -1-  2BB' B" ]  =  G, 

(,_A')[(.-A)(.-A")-B'^] 
_  [  B'  {s  -  A)  4-  B"'  (5  —  A")  4-  ?  BB'  B"]  =  o . 

Lorsque  deux  des  coefficients  B,  B',  B"  sont  nids,  \k 


(*)  Quand  B"  est  nul,  l'cqualion  du  second  dcjjri' 

(,_  \)(s  —  A')-B"'  =  0, 

duiil  les  racines  ont  élé  désignées  par  a  et  fc ,  donne 

Donc  l'un  des  deux'  uombres  a,  b,  subsitiUies  i»  .1    icduit  à  xero  Jefutl^^i 
*- A. 
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nple  B,  B',  réqiiation  (6)  devient 

(5  —  A"  )  [(  J  —  A)  {s  -  A')  -  B"»]  =  o, 

a  pour  racines  A",  a,  i. 
iifin  lorsqu'on  a 

B=o,     B'=ro,     B"  =  o, 

uation  proposée  se  réduit  à 

(5_A)(.v— A')(5  — A")  =0, 

;s  valeurs  de  s  sont  A ,  A',  A". 

insi  dans  tous  les  cas  les  racines  de  Téquation  en   s 

l  réelles. 

1  reste  à  démontrer  qu'elles  ne  peuvent  ôtre  nulles 

es  troi^iorsque  la  surface  considérée  est  du  second  de- 

i  les  trois  racines  de  IVqiiation 

y'  —  (A  -h  A'  ">-  A";.v' 
4-  (A A'  -h  AA'  -h  A'  A"  —  B^  —  B'^  —  B  ')  s  —  D  =^  o 

eut  nulles,  on  aurait  les  égalités 

A  -j-  A'  -h  A"  ~.  o, 
W  -^  AA    4-  A' A    -  B   —  B''  —  B     -.  o,      D  :=:  o, 

onimc ,  en  retranchant  du  carré  de  la  première  le 
ble  de  la  seconde,  il  vient 

A'  -+-  A'-'   r  A'  4-  '?  W  H-  a  H''  -+-  B'^  ^  o, 

ludrait  que  les  six  coeflricients  A,  A',  A",  B,  B',  B" 
ent  nuls.  Par  conséquent,  Téquation  de  la  surface  se 
nirail  au  premier  degré-,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 

I  est  donc  démontré  que,  dans  loute  surface  du  second 
lé,  il  y  a  au  moins  un  plan  principal.  Et  on  sait  com- 
it  en  plaçant  dans  ce.  |)1an  deux  des   axes  coordonnés 
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l'équation  générale  de  la  surface  peut  être  réduit 
forme  la  plus  simple  (*).  G. 


SUR  IKS  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE, 

Par  m.  Esprit  JOUFFRET, 
Élève  du  Lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faune). 


1.  Posons 

OÙ  X  doit  prendre  successivement  les  quatre  valeurs 
3,  4)  A  et  B  seront  des  fonctions  linéaires  homogè 
quatre  variables  Xi ,  .r,  ^x^^  x^. 
Posons  aussi 

OÙ  encore  X  et  fx  doivent  prendre  chacun  successive 
et  de  toutes  les  manières  possibles  les  valeurs  1,2 
avec  la  condition  X(x  =  fjtX  ^  m  sera  la  fonction  généra 
mogène  du  second  degré  des  mêmes  variables  x. 

Nous  adopterons  pour  désigner  les  diverses  dérivi 
u  (et  des  autres  fonctions  que  nous  aurons  à  consid 
la  notation  de  M.  Hesse,  savoir 
du  eiiiy 

Si  nous  considérons  les  rapports  —  ?  —  »  —  coma 

*  "^  ^4      j-«     X, 

(*)  M.  Kummer  prouve  que  le  dernier  terme  de  l'équation  au  ca 
différences  de  réquatiou  aux  axes  principaux  est  la  somme  de  sept  < 
lesquels ,  pris  avec  le  signe  oppose ,  sont  sous  le  radical  des  racine 
réduite,  lesquelles  étant  imaginaires,  les  trois  racines  delà  proposa 
réelle* (Oe//o  t.  XXVI,  p.  jGS;  i843).  T 
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rdonnées  d'un  point,  les  équations 

A  ~  o,     B  =  o 

résenteront  des  plans,  et  l'équation 

a  =  o 

i  Téquation  générale  des  surfaces  du  second  ordre, 
ir  abr^er  le  discours,  nous  dénommerons  ces  plans  et 
mrfaces  par  les  lettres  A ,  B ,  ii. 

•  Les  deux  plans  A  et  B  coupent  la  surface  u  suivant 
X courbes  (réelles  ou  imaginaires)  par  lesquelles  nous 
Yons  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second 
ré  dont  Téqualion  générale  est 

a  4-  m AB  z:^  u=  o. 

^n  peut  déterminer  m  de  manière  que  la  surface  i^  soit 
?ône.  Pour  cela  ,  il  faut  égaler  à  zéro  le  déterminant  A 
a  fonction  ^'.  On  connaît  la  composition  de  ce  détcr- 
ant  qui  contient  vingt-quatre  termes  dont  chacun  est 
roduit  de  quatre  facteurs  tels  que 


%="^/*" 


^{% 


^-i)ri 


uation 


lit  donc  être  du  quatrième  degré  en  m,  et  c'est  en  effet 
ui  a  lieu  dans  le  cas  général  ou  Ton  considère  deux 
*aces  quelconques  du  second  degré.  Mais  ici  cette  équa- 
i  se  réduit  au  second  degré. 

in  effet,  la  fonction  A  jouit  de  celle  propriélé,  que  si 
permute  les  deux  derniers  chiffres  des  indices  entre 
X  facteurs  de  l'un  de  ses  termes  et  qu'on  change  le  si- 
,  on  obtient  un  autre  terme  de  A.  Par  exemple,  le 
ûe  1^,1 ,  i^,,,  i^83»  ^%k  donne  naissance  aux  trois  sui- 


Voir  Bertrand,  Algèbre,  l'édil.,  p.  483. 


Tm. 


vanls 
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—  «'Il  ^17  t'a*  ♦'43  )        -H  «'la  i'u  t'a»  «^45,       —  fi2  «'jj  *'aj  ''44 

el  rcnsemble  de  ces  quatre  termes  peut  s'écrire 

(  a)  («'33  »^«  —  *'34  ^43)   (  «'il  «'îl   —    «'lî  •'11  )• 

La  fonction  A  est  donc  la  somme  de  six  produits  tels  q 
(a)  5  or  il  est  facile  de  reconnaître  en  remplaçant  le 
parleurs  valeurs  que  dans  le  premier  de  ces  facteurs 
terme  en  m*  fourni  par  ^^3,  i^^^  est  détruit  par  celui  cj 
fournit  i^s*  ^42  ?  et  de  même  dans  le  second  facteur. 

La  fonction  A  est  donc  du  second  degré  en  m,  de  so 
qu'il  y  a  seulement  deux  cônes  (propi*emeut  dits)  en' 
loppant  les  deux  courbes  A  et  B  (*). 


(*)  L'équation 


à  =  o 


étant  (généralement  du  quatrième  degré,  on  peut  dire  que,  dans  le 
actuel,  deux  racines  deviennent  ijifînies.  Pour  ces  valeurs  infinies  de 
la  fonction  u  se  réduit  à  AB;  ainsi  deux  des  quatre  cônes  qui  envel 
pent  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  deçré  dan 
cas  général  se  réduisent,  lorsque  cette  courbe  se  compose  de  deux 
niques,  à  un  seul  qui  est  le  système  de  deux  plans  dans  lesquels  se  tr 
vent  les  deux  coniques  et  dont  le  sommet  est  indéterminé  sur  la  d^ 
d'intersection  de  ces  plans. 

Le  théorème  général  est  dû  à  M.  Poncelet  {Propriétés  projecihres,  y 
395  ).  PlucUer  {Siystem  der  Géométrie  des  Raumcsy  §  i4  )  ^^  démontre  d< 
manière  suivante  qui  permet  de  voir  très-clairement  la  réduction  de  d< 
cônes  h  un  système  de  plans  dans  le  cas  que  nous  considérons  : 

La  détermination  simultanée  de  deux  surfaces  du  second  degré  dépc 
de  dix-huit  constantes.  Ce  nombre  se  trouvant  dans  les  équations 

j  TT  ;?«-+- X  7"-+- P  '*'-+-»  *'  =  o, 
^  ^  i  7r>«  -h  x'  7'  -+■  p'  '••  -H  »'*•  =  o» 

où  pt  (j,  r,  s  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  courantes  et 
Xt  etc.,  des  constantes,  il  est  clair  que  les  équations  rqirésentent  de 
surfaces  générales  du  second  degré.  Éliminant  successivement  Tuue  c 
quatre  fonctions  p,  ^,  r,  s  entre  ces  équations ,  nous  avons 

[tî' x]  V* -^  Lî^V  1 '*'-»- r  ^r' »]  i»  =  o, 


(-' 


^    f -'  71  l/'M    i  -r'/^  Uf    -^-  |t' «  1  /»  r=o, 
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Cela  posé,  je  me  propose  de  démontrer  (analydquc- 

)  les  théorèmes  suivants  : 
Si  la  ligne  suivant  laquelle  se  coupent  les  deux 
Â  et  B  tourne  dans  un  plan  fixe,  la  ligne  joignant 

mmets  de  ces  deux  cônes  tourne  autour  d'un  point 

Si  la  première  ligne  est  fixe,  la  seconde  est  aussi 

Si  la  première  ligne  tourne  autour  d'un  point  fixe, 
onde  tourne  dans  un  plan  fixe. 
Les  coordonnées  du  sommet  (ou  centre)  du  cône 
)rrespond  à  la  racine  m'  vérifient  les  équations 

^f^  z=  u,  -t-  m'  {Ab^  ■+-  B/7,)  ~  O, 

</,  =  u^  -h  m'  (\b^  -+-  Bûj)  =  o, 
t^3  =  1/,  ■+-  m'  (A  bi  -+-  Bfla)  =r  o, 
^f^  z=  u^  -h  m'  (Abi  -+-  B  /Ï4  )  =  o , 

c  de  ces  équations  représente  un  cône  qui  passe  par  la  courbe 
lection  des  surfaces  (i).  Ces  quatre  cônes  ont  pour  sonimels  les 
sommctA  du  ictraèdre  formé  par  les  plans 

p  =  o,     7  =  0,     r  =  o,     s  =  o. 
osons 

liions  (i)  deviennent 

-ç'  p*  ^  y'  q'-  -^.  p'  (^i'*  -h  À  S*  )  =  O , 

eux  surfaces  se  coupent  suivant  deux  coniques  situées  daiib  le:» 
eprésentés  par  l'équation 

s  deux  dernières  équations  (2)  se  réduisent  k  une  seule  qui  est  aussi 

tons  (|uc  chaque  luce   du   tétraèdre  est  le  plan  polaire  du  sommet 
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d^où  nous  déduisons 


(^) 


A^, -l-Bar       a6, -hBflj       Ab^-hBoi       Ab^-i-bo 


équations  qui  étant  indépendantes  de  m'  sont  vérifiées  | 
tous  les  sommets.  Ce  sont  les  équations  que  nous  empk 
rons  pour  démontrer  nos  théorèmes 

5.  Pour  démontrer  le  premier  théorème ,  nous  av< 
besoin  des  équations  de  la  droite  qui  joint  les  sommets 
deux  cônes.  Ces  équations  sont  faciles  à  oblenir.  Eu  efl 
les  relations  (2)  donnent 


W,<7,  U^fi 


W,  a:s  —  Wî  «J 


//3  a^  —  «,  a^ 


A(btai  —  b^a,)       A  (  ^1^/3  —  ^3  «2)       A  (^3  «14  —  b^a} 
En  supprimanl  le  facteur  -  y  nous  avons  un  système 

A 

néaire  qui  doit  être  vérifié  par  chacun  des  deux  somn 
et  qui  représente  par  conséquent  la  droite  joignant 
deux  sommets.  Les  équations  à  cette  droite  peuvent  1 
crîre  d'une  manière  plus  courte 


(3) 


en  désignant  tomme  d'ordinaire  les  binômes  alternés 
des  crochets. 
Cela  posé ,  soit 

uu  plan  fixe,  et  posons 

B=  P-h«A 
l' est-à-dire 

reci  exprimera  que  les  deux  plans  A  el  B  se  coupeul 
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m  fixe  P.  Substituant  dans  la  première  des  fractions 
nous  avons 

u^  a-i  —  a,  ât|  M,  a^  —  1*2  Ox 

mme  chacune  des  fractions  (3)  se  déduit  de  la  pré- 
ite  en  augmentant  les  indices  d^une  unité,  le  sys- 
(3)  deviendra 

Ml  Qi  —  «2  a, u^a^  —  «3  /ij u^a^  —  «4  «, 

îst  évident  que  si  nous  posons 

tti «j îli  __  îîi 

Px~  Pt^  P^~'  pC 

ions  qui  déterminent  un  point  fixe  ,  ce  système  sera 
quement  vérifié  indépendamment  des  a,  La  droite 
•urnera  donc  autour  de  ce  point  fixe  quand  la  droite 
urnera  dans  le  plan  P. 

Soient 


uations  d'une  droite  fixe.  Posons 

A  =  P-h/'Q, 
B  =  P  -4-  n'  Q 
k-dire 

î  exprimera  que  les  deux  plans  A  et  R  passent  par 
droite,  et  substituons  dans  les  équations  (a)  (qui 


(  4'(6  ) 
sont  maiuieiiant  préférables    aux  équations   (3)  en 
qu'elles  ne  contiennent  pas  les  variables  a  et  &  â  la  i 
au  numérateur  et  au  dénominateur  )  ;  ces  équations  ( 
viennent 

Wj __.  u, 

(A-4-B)y?,  4-  (A/î'  H-B/?)*/,  "^  (  A  4-  B)/7,-h  (A^-l- B/i 


Us 

■"(A-+-B)/^3-4-(A/i' 

H-B/ï 

~(A-+-Bj/;, -H(A/i' 
«17»  —  "'7« 

-hB/i 

■"■  (A4-B)  /?,72  — /3 

.7.) 

A  -h  B)  (p^Çi  —  p^q^) 

""(A -h  B)(/?37,  —p^q^) 
Nous  avons  donc 

[a^.^O     [y^'^a]     [p^q*]'   ' 

équations  qui  représentent  une  droite  fixe. 

Cette  droite  se  nomme  la  polaire  réciproque  de  la  dn 

7.  Soient 

les  équations  d'uu  point  lixe.  Posons 
A  =  P-^  mQ4-/îR, 
B  =  P  4-w'Q-+-/î'R, 
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b,=p^  -^  m' q    H-  n  r 

V  exprimer  que  les  plans  A  cl  B  passent  par  ce  point, 
équations  (3)  deviennent,  en  posant,  pour  abréger 
rilure, 

A//i'-h  B//I  =  M, 
A/i'  -\-  B/i  =  N. 

n^  Ht 


^  »)/' 


■  IMy,  }    !Nr,        (  A  -+-  B)/;a-f-  M^j-t-  N /"i 

""(A  -(-  B)/>,  4-  M</3  -h  Nr, 
«4 


lA 


'(A-4-B)[;?,r/,]-|-N[r,  7,] 


•(A4-B)*[/.,r7,]+]S[r,^,] 
"(A4-B)[/73y.]-+-N[r3^,] 


A  -+.  B  [/?.7 J [r,73]  -  [Pi  73]  ['•.  7O 

__  I  KyalhyQ  — ["3  74][^l73] 

A  -+-  B  [a^,73]['"3  7«]  —  [/^3  74][''»73]' 
nant  les  deux  dernières  fractions ,  nous  avons 

ir3][''*73]  — [/':'73]['-.7^]       [/^i  7.0 ['•374]  —  [/'3  7«]['*2  75] 

[[tf.70,  [^'73]]  _  [[^<>73]i[^»74]] 

ation  qui  représente  un  plan  fixe. 
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Ce  plan  se  nomme  le  plan  polaire  du  point  P,  Q,  P 

8.  Si  nous  supposons  que  les  deux  plans  A  et  A'  co 
cident ,  le  cône  enveloppant  les  deux  courbes  A  et  A' 
vient  circonscrit  à  la  surface  et  les  deux  derniers  théc 
mes  donnent  les  suivants  : 

Si  par  une  droite  on  mène  différents  plans  et  par 
courbes  d'intersection  de  ces  plans  avec  la  surface 
cônes  tangents  à  celle-ci,  le  lieu  de  ces  cônes  est  i 
droite. 

Si  par  un  point  fixe  on  mène  différents  plana  et 
les  courbes  d'intersection  de  ces  plans  avec  la  surface 
cônes  tangents  à  celle-ci ,  le  lieu  des  sommets  de  ces  cô 
est  un  plan . 

Ce  sont  les  théorèmes  connus  sur  les  plans  polaii 
les  seuls  qu'on  démontre  ordinairement.  Voir  un  arti 
de  M.  Lenlhéric  [Nouvelles  Annales  de  Mathén 
tiques  y  tome  VII)  où  ils  sont  déduits  de  leurs  récip 
ques. 

Remarque.  Le  mode  de  démonstration  que  nousavi 
employé  pour  démontrer  les  théorèmes  énoncés  au  n 
peut  être  employé  identiquement  de  la  même  mani 
pour  démontrer  les  propriétés  correspondantes  des  ] 
laires  planes  :  car  le  système  plan  de  deux  droites  corr 
pond  au  cône  de  l'espace. 


AVIS. 

Des  élèves  nous  ont  adressé  de  bonnes  solutions 
questions  proposées  dans  ce  journal  \  elles  paraîtront^ 
décembre  et  janvier  prochain. 
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SUR  QlIELftUES  QUESTIONS  DU  PROGRAMME  OFFICIEL. 


IV. 


^cherche  des  facinés  entières  d'une  équation  à 
coefficients  entiers. 

md  réqualîon  proJ>osée  est  d'un  degré  assez  élevé 
son  dernier  terme  admet  un  grand  nombre  de  di- 
s ,  les  épreuves  auxquelles  on  soumet  ces  diviseurs 
El  recherche  des  racines  entières  peuvent  conduire 
!  de  longs  calculs  pour  arriver,  le  plus  ordînaire- 
à  cette  conclusion  :  que  Téquatîon  n'a  pas  de  ra- 
ntière^  car,  l'existence  d'une  racine  entière,  danis 
nation  prise  au  hasard  est  un  fait  exceptionnel.  Que 
ae  part,  la  régie  générale  est  que  les  racines  cherchées 
lent  pas,  et  que,  d'autre  part,  tous  les  calculs  que 
ît  pour  les  trouver  ne  servent  absolument  à  rien 
a  détermination  des  valeurs  approchées  des  racines 
mensurables  qui  existent ,  on  en  peut  certainement 
ire  que  la  méthode  suivie  est  défectueuse  (*).  Pour 
îcr  en  partie  à  ce  qui  lui  manque,  il  conviendrait, 
>ins,  de  la  faire  précéder  de  Tindicalion  des  prînci- 
caractères  auxquels  on  peut  reconnaître  qu'une 
on  n'admet  pour  racine  aucun  nombre  entier.  Ou 
;  sur  ce  sujet  de  très-utiles  renseignements  dans  les 
rches  arithmétiques  de  Gauss  \  la  première  section 
nt  une  proposition  générale  qui ,  dans  un  grand 


I  vé^lQ  quo  Ton  donne  en  arithmétique  pour  extraire  la  racine 
/un  nombre  n'a  pas  le  même  défaut,  puisqu'elle  fuit  cQnnaftrc  une 
pprochce  de'Ia  racine  cherchée,  lorsque  cette  racine  ne  peut  être 
exactement. 


r.  de  blathémat.,  l.  XV.  (Décembre  i85fi.) 


^9 
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nombre  de  cas ,  donne  des  moyens  très-simples  de  rec 
naître  que  Téquation  proposée  n'admet  aucune  ra( 
entière. 

Nous  allons  d'abord  établir  cette  proposition  en  n\ 
ployant  que  des  termes  usités  dans  renseignement  < 
mentaire,  et  nous  montrerons,  par  des  exemples, 
quelle  utilité  elle  peut  être. 

^.  5oienf  f(x)oii  Ax'»4-B3r-*4-...  +  Px-t-Q 
polynôme  à  coefficients  entiers,  et  a,  b  deux  noml 
entiers  quelconques^  positifs  ou  négatifs,  dont  la  dtj 
rence  (b  —  a)  est  exactement  divisible  par  un  cen 
nombre  entier  n  :  si  Von  remplace  successivement  x 
a  et  b  dans  f  (x) ,  la  différence  f  (b)  —  f  (a)  des  résul 
de  ces  deux  substitutions  sera  elle-même  divisible 

»(*)• 

En  effet,  les  égalités 

/(  ^  )  =  A  ^*  -f.  B  ft-- •  -h . . .  -+-  p  ^  H-  Q , 
f{a)  =  Aa"  -h  Brf^'  -4-. .  .-j.  Pa  -+-  Q, 
donnent 

Mais  on  sait  que  les  différences  i"*  —  a"*,  i"*'*  —  a 
etc.,  sont  exactement  divisibles  par  b  — a^  donc 

est  multiple  de  6  —  ^ ,  et ,  par  conséquent ,  multiple  d 

3.  4$/^  dans  un  polynôme  î[i)  à  coefficients  enti 
on  remplace  successivement  la  variable  x  piw  d 

(*)  Voici  renoncé  de  Gauss  :  Soit  X  une  fonction  de  Vindéterminèt 
cette/orme  Ax«-f-  Bx*-HCx«-f-. . .,  A,  B,  C,  etc.,  étant  desnomkn 
tiers  quelconques^  a,  b,  c  des  nombres  entiers  et  positifs»  Si  Von dom 
des  valeurs  congrues,  suivant  un  certain  module,  les  valeurs  résultâmes 
X  le  seront  aussi.  (Section  I,  n^  9.) 
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nombres  entiers  quelconques  a ,  b ,  positifs  ou  négatifs , 
et  qu'on  dii^ise  les  résultats  f  (a) ,  f  (b)  de  ces  substitu- 
tions par  la  différence  b  —  a  des  nombres  substitués, 
les  restes  des  deux  divisions  seront  égaux  entre  eux. 

Car,  soient  r  et  r'  ces  restes  et  ^  et  ^  les  quotients 
correspondants,  on  aura 

f[a)  =:(ft~«)g+r, 
./(6)=r(6-fl)/-|.r', 
dW 

f{b)^f[a)=[b^a)W^q)^r'^r, 

Or,  chacun  des  deux  restes  r,  r  étant  moindre  que  le 
diviseur  correspondant  [b  —  a),  la  différence  r'  —  r  de 
ces  restes  est  nécessairement  plus  petite  que  {b  —  a)\ 
d'ailleurs  (n^l ),/(&) — /(«)  est  divisible  exactement 
par  (6 —  a),  donc 

r'  — ^  r  =  o, 
d'où 


r'  =  r. 


On  démontrerait  de  même  que  les  restes  des  divisions 
àef[a)^f[b)  par  un  sous-multiple  quelconque  n  de 
b  —  a  sont  égaux  entre  eux. 

3.  Si  Von  remplace  successivement  x  dans  le  poly^ 
nôme  f  (x)  à  coefficients  entiers  par  les  nombres  entiers 
consécutifs  a ,  a  -h  i ,  a  -h  2 ,  efc,  positifs  ou  négatifs  y  et 
quon  diuise  par  un  certain  nombre  entier  n  les  résul- 
tats f  (a)  ,  f  (a-l-  i),  f  (a  -h  2),  etc,  de  ces  substitutions  j 
les  restes  des  n  premières  divisions  se  reproduiront  indé- 
finiment dans  le  même  ordre. 

En  effet,  nommons  b  le  (n  +  i)'*'"'  terme  de  la  suite 
indëfinie  £i ,  a  +  i,  a  +  2 ,  etc. ,  il  en  résultera 
h  —  az=  n. 

)oDC  (n®  2)  les  restes  des  divisions  de  f{b)  eif(a)  par 

29. 
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n  seront  égaux.  De  même,  les  restes  des  divisions 
y(6  -h  i)  elf[a  +  i)  par  n  seront  égaux  puisque 

(^-hi)  — (a-h  i)  z=  b  —  a  =z  n. 

Et  ainsi  de  suite.  On  volt  donc  que  les  n  premiers  re 
se  reproduiront  indéfiniment  dans  le  même  ordre.  Il 
à  observer  qu*on  trouverait  aussi  les  mêmes  restes,  e 
dans  un  ordre  inverse,  en  divisant  successivement  pj 
les  nombres  f(a —  i),y(a  —  2)yf{a  —  3),  etc.  < 
résulte  évidemment  de  ce  qui  vient  d'être  démontré. 
4.  Sij  dans  le  premier  membre  d^une  équation 

/(x)=o, 

à  coefficients  entiers^  on  remplace  successii^ement  l 
connue  x  par  n  nombres  entiers  consécutifs  a ,  a  H 
a+a,...,  a-|-(n  —  i),  positifs  ow  négatifs ^  et  que 
résultats  de  ces  substitutions  ne  soient ,  aucun,  div^isù 
par  n,  V équation  proposée  n'admettra  aucune  rat 
entière  (*). 

Car  si  a  représente  un  nombre  entier  quelconque, 
sitif  ou  négatif,  Te  reste  de  la  division  de/ (a)  par  n  i 
égal  à  Tun  des  restes  des  divisions  par  n  des  n  nombr 

/(«),/(«  +  !),/(« +  2),..., /(«  +  /«— i)  (n*5 

or,  diaprés  Thypothëse^  aucun  de  ces  restes  n'est  nul,  d 
f(oL)  est  égal  à  un  multiple  quelconque  de  n,  augm< 
d^xn  nombre  plus  petit  que  n  et  autre  que  zéro,  par  c 

(*)  «  On  voit  en  général  que  lorsque  X  est  de  la  forme 

x"  -f-  Ax"-'  -h  Bx"-'  ^. . . , 
A,  B,  C,  etc.,  étant  entiers  et  n  entier  et  positif ,  Téquation 

X  =  o 
n*aura  aucune  racine  rationnelle,  s'il  arrive  que  pour  un  certain  mo 
la  congruence  X  «  o  ne  soit  pas  satisfaite.  »  {Beeherches  ^itkméti^ 
section  I,  n^  1 1 .) 
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leiity  (a)  ne  peut  être  nul.  Ainsi  l'équation  proposée 
[mettra  pour  racine  aucun  nombre  entier. 
le  là ,  les  remarques  suivantes  : 

^ .  Quand  le  terme  indépendant  de  l  ^inconnue  d'une 
jtion 

/(^)  =  o, 
^efficients  entiers,  est  un  nombre  impair  et  que  la 
me  des  coefficients  des  termes  qui  contiennent  tin- 
^ue  est  un  nombre  pair,  l 'équation  ne  peut  admettre 
r  racine  aucun  nombre  entier. 

ar  lés  substitutions  de  o,  i  à  j:  donnent  pour  résul- 
deux  nombres  y* (o),  /(i)  qui,  par  hypothèse,   ne 
, aucun, divisibles  parle  nombre,  2,  des  substitutions^ 
3  (n**  4)  l'équation  n'admet  aucune  racine  entière, 
omme  exemple ,  considérons  F  équation 

x^  —  2o.r*-|- i5.r'  —  \ix — 75  =  0,    • 

L  le  dernier  terme  —  7 5  est  impair.  La  somme  des 
Scients  des  termes  dépendants  de  x  est  le  nombre 
—  165  donc  l'équation  n'aura  aucune  racine  entière, 
n  sait  d'ailleurs  qu'elle  ne  peut  admettre  de  racines 
tionnaires  puisque  le  coefficient  de  son  premier  terme 
'unité ^  par  conséquent,  ses  racines  réelles  sont  in- 
mensurables. 

'.  Si  les  résultats  des  substitutions  de  —  i ,  o ,  -i-  i  à 
connue  x  dans  le  premier  membre  d'une  équation 
/(.r)  =  o, 

'^efficients  entiers,   ne  sont,  aucun,  multiples  de  3 , 

uation  n  admettra  aucune  racine  entiè/e, 

l'est  ce  qui  résulte  de  la  proposition  démontrée  n^  4, 

upposant  a=  —  i  et  /i  =  3 . 

renons  pour  exemple  l'équation 

2.r*  —  8x*  -h  •^.r'*  —  3.r  —  80=0. 

»n  remplaçant  successivement  x  par  —  1,0,-1-1,  il 
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Vient  : 


/(-,)=- 94;    /(o>  =  -.8o,    /(i)=^8a. 

Aucun  des  nombres  94  ,  80 ,  8a  n'est  multiple  de  3 ,  d< 
Téquation  proposée  n'a  pas  de  racine  entière. 

3^.  Lorsque  la  somme  des  coefficienls  de  tous  les  X 
mes  d'une  équation 

à  coefficients  entiers,  est  un  nombre  impair,  Véquat 
ne  peut  admettre  pour  racine  aucun  nombre  impair. 

En  effet,  le  reste  de  la  division  de  J[i)  par  a 
égal  à  Tunité,  puisque ,  diaprés  l'hypothèse,  la  som 
des  coefficients  de  tous  les  termes  de  Téquation  est 
nombre  impair.  Il  en  résulte  (n^  3)  que  si  Ton  divise  ] 
2lesnombres/(3),/(5),/(7),elc.,/(— i),/(— 
f[ —  5),  etc.,  les  restes  des  divisions  seront  constamm 
égaux  à  l'unité.  De  sorte  que  si  l'on  remplace  x  par 
nombre  impair  quelconque ,  dansy{x),  le  résultat  d< 
substitution  sera  lui-même  un  nombre  impair.  Donc 
quation  n'admettra  pour  racine  aucun  nombre  impair 

Soit  5  par  exemple ,  l'équation    . 

x«  —  ^oac^  -4-  32a:*  —  iBx  —  90  =  0, 

dans  laquelle  la  somme  des  coefficients  est  le  nombre  i 
pair  —  II 5.  Les  diviseurs  impairs  3,  5,  9,  i5,  4^ 
dernier  terme  ne  peuvent  être  racines  de  l'équation. 

G. 

Note.  Celte  élucidation  de  Gauss  renferme  la  soluti 
de  la  question  346  (p.  383).  En  1812 ,  M.  Piobert,  al 
élève  au  lycée  Napoléon ,  classe  de  M.  Dinet,  a  énoncé 
théorème  :  Lorsque  la  somme  des  coefficients  est  impai 
la  racine  ne  peut  être  paire.  Prochainement  plusici 
démonstrations  directes.  (Tm. 
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COPEMTE  DE  VïlWm  ET  M  LA  FARIBOLE 
[MES  PAH   LA  rnOPRIETÉ  FOCALE  BE   LA  TANGENTE; 

Pau  m.   a,  VACBETTE. 


Un  polygone  plan  est  convexe  s'il  est  tout  entier  à 
.e  ou  a  gauche  de  la  direction  prolongée  il 'un  quel- 
ne  tli'  ses  côtés  :  il  en  résulte  tpie  son  périuicirc  ne 
être  rencontré  par  une  droite  en  plus  de  deux  points, 
ri  été  ta  raclé  ris  iit|ue  de  la  convexité.  Une  courbo 
e,  limite  des  polygoues  infini lésiniauxrju*ou  peut  lui 
ire,  est  convexe  dans  les  mûmes  conditions. 
Le  pins  tourt  cbemin  brisé  de  A  eu  Tî,  dont  lasoni- 
îoit  sur  CD,  a  pour  sommet  le  point  G  obtenu  eu 


ani  à  Ble  point  A',  symétrique  de  A  par  rapport  à  CI); 
autre  chemin  AO'B  est  plus  long,  car  AO'-f-O'li 
'G'  4-  G'  B  est  plus  long  c|ue  AO  -h  OB  ou  A'Olî. 
:  part  cl  d'autre  du  point  G,  il  ne  peut  y  a\oîr  que 
chemins  brisés  égaux  ^  du  même  côté  que  0', 
-h  G"B  ou  A'O''  H-  0"B  est  plus  grand  ou  plus  pê- 
ne AG'  -f-  O'  B  ou  A'  G'+  G'  B  ^  de  l'autre  côté  du 
L  G ,  il  ne  pourra  exister  qu'un  seul  chemin  brisé 
à  AO'B.  Si  la  somme  AO'  -f-  O'  B===  2a  est  donnée 
us  jurande  que  AOB ,  le  point  G'  est  le  centre  d\iDe 
uférence  passant  par  Ica  deux  points  A  el  A'  et  taji- 
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gente  à  la  circonférence  BI  décrite  du  point  B  cou 
centre  avec  le  rayon  7,a.  Le  problème  est  possibli 
donne  deux  solutions  :  il  est  résolu  au  III*  livre  d 
Géométrie  de  M.  Blanchet. 

Au  point O ,  les  droites  AO  et  BO  font  des  angles  ég 
avec  CD. 

3.  Supposons  que  A  et  B  soient  les  deux  foyers  d' 
ellipse  dont  le  grand  axe  est  ia\  si  le  chemin minini 
AOB  est  plus  petit  que  2a,  CD  est  une  sécante  qui 
coupe  l'ellipse  qu'en  deux  points  ;*  s'il  est  égal  à  aa, 
est  une  tangente  n'ayant  que  le  point  O  commun  a 
l'ellipse,  et  on  voit  que  la  tangente  fait  au  point  de  c 
tact  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs;  s'il 
plus  grand  que  ia  ,  CD  est  extérieure  à  l'ellipse. 

Tout  ce  quî  précède  s'applique,  sans  aucun  cban 
ment,  au  cas  où  la  droite  CD  rencontre  en  O  la  droite 
foyers  A  et  B. 

4.  Supposons  une  parabole  qui  ait  pour  foyer  le  p< 
F  et  pour  directrice  la  droite  AB,  et  examinons  les  n 
tions  de  position  d'une  droite  CD  et  de  la  courbe.  Si 


point  F',  symétrique  de  F  par  rapport  à  CD,  est 
même  côté  de  AB  que  le  point  F,  en  menant  F'  O  j 
rallèle  à  Taxe  FG ,  on  détermine  sur  CD  l'intersecti 
O,  point *plus  rapproché  du  foyer  que  de  la  direclrit 
car  on  a  OF  ou  OF'<^OL  On  peut  alors  trouver  s 
CD  deux  points  seulement  qui  soient  k  égale  distat 
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jyer  et  de  la  directrice;  l'un  de  ces  points,  N, 
î  centre  d'une  circonférence  passant  par  les  deux 
5  F  et  F'  et  tangente  à  la  droite  AB.  Le  problème  est 
ble  et  donne  deux  solutions  ;  il  est  aussi  résolu  au 
ivre  de  l'ouvrage  de  M.  Blanchet.  La  droite  CD  est 
écante  qui  ne  coupe  la  parabole  qu'en  deux  points, 
point  F'est  sur  AB, le  point  O  est  lui-même  le  centre 
circonférence;  il  n'y  a  qu'une  solution  ;  CD  est  une 


A 

/^    ^ 

> 

r 
c  ^ 

^       0^ 

{ 

^u 

1 

'b 

t' — ' 

nte  qui  fait  au  point  de  contact  O  des  angles  égaux 
le  rayon  vecteur  et  une  parallèle  à  l'axe.  Si  le  point 
;de  l'autre  côté  de  AB  par  rapport  au  point  F,  le 
ème  devient  impossible  et  la  droite  CD  est  extérieure 
>arabole. 


la  droite  CD  rencontre  l'axe  au  delà  dû  point  F  en 
î  point  F'  occupe  la  première  des  trois  positions  que 
avons  examinées  et  CD  est  nécessairement  sécante. 
Ue.  Ceci  revient  a  ce  problème  :  Le  centre ,  le  foyer 
directrice  d'une  conique  et  une  droite  étant  donnés, 
rer  l'intersection  de  la  droite  et  de  la  conique  sans  la 
re.  La  propriété  fondamentale  de  la  directrice  fournît 
solution  immédiate.  Tm. 
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QUESTIONS. 


351 .  Soient  les  équations 

a:*— ;>x»  +  ^x— .r=o         (racines  a^  a',  a*), 
.r»— ^'x»-hç'x  — /•'  =  o         (racinesp,  p',  p'), 


et  posons 

I   a     p 


D.= 


D,= 


1  a.'  p' 

I  a."  p" 

1  a  p' 

I  a'  p 

I  a"  p'' 


D,= 


D,= 


I  «  p 

I  a    P' 

.   o'p" 

D,= 

I   .'P' 

1  «"  P' 

.a'p 

. .  P' 

,   «    p* 

.   a'   p 

D.= 

lo-p' 

.   a'p' 

■ 

.   «"P 

A'=:  27  r'»  -+-  4^'*  —  18/*'  /  r'  -+-  4/?'*  r'  —  ;?'»  q'K 
Démontrer  que  Téquation  suivante  en  t 

a  pour  racines  les  quantités  DJ ,  DJ ,  DJ ,  DJ ,  DJ ,  DJ. 

(MichàelRobekts.) 
352.  Etant  donné  le  volume  d'un  secteur  sphériqiie 
quelle  est  la  valeur  extrême  de  Taire  totale  du  secleur 
Discussion  du  problème. 
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SOLUTION  DE  LA  QDESHON  294 

fvoir  t.1111,  p.  805); 

.     VkK  M.  BRIOSGHI, 

Professeur  à  l*université  de  Pavie. 


dent  P, ,  P, ,  Ps  ,.••>  Pu  >  'ï  points  matériels  d'égales 
es  ;  Gji  le  centre  de  gravité,  de  Pi  et  Pj  ]  Gg  le  centre 
'a vite  de  Pg  et  de  la  masse  Pi-f-  Pi  posée  en  Gj  5  G*  le 
re  de  gravité  de  P*  et  de  Pj  +  Pt  +  P»  posées  en  Gs , 
asi  de  suite  ;  de  sorte  que  G„  est  le  centre  de  gravité 
I  et  de  Pn.i  ]  G„  est  indépendant  de  la  manière  dont 
rend  les  masses;  désignons  par  A(,)  la  distance  de 
à  P; ,  la  quantité 

1(A.)'+|(A.)'4-|(A0'+...+  (^)a: 

Dnstante,  dans  quelque  ordre  qu'on  prenne  les  mas- 

(Steiner.) 
bservation.  Gi  est  la  même  chose  que  P|  :  ainsi  At 
idistance.de  Pi  à  P,. 

ient  Xrj  jr 9  ^r  les  coordonnées  rectangulaires  du 
t  P^  5  a^,  (3^,  y^  celles  du  point  G,..  On  a 


a,=i2/'r).  P'=p2/"  •î''=p2/" 


^    signifie  qa'il  faul  donner  à  i  toutes  les  valeurs  de  la  suite 


.,  r. 


Th. 


(46o.) 


et 


En  substituant  les  valeurs  ci -dessus ,  on  aura 

(r-.)'A:=[2^x.-(r-,)x,]V[2/'-(^- 
I  I 

r— I 


Mais 


I  2 -^i— ('^"-  O^rJ 


r — I  r  —  I 


I  r         I  • 

par  conséquent,  si  Ton  suppose 

r  — I 

[2/-- (^->)*']'=(^- ')'*'' 


on  a 


a,3\-haj\+.. .  +«««;  =  y.  «.y  (x,-  X,)' 


ou 


(')  «'  =  7Z-r'''-,^''--(7T^''--' 


(»-") 
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On  en  déduit  tout  de  suite  que 

I  1 

où  di^j  est  la  distance  entre  les  points  P^- ,  Py.  Le  premier 
membre  de  cette  équation  se  réduira  à  une  constante 
dans  quelque  ordre  qu'on  pi*enne  les  masses ,  en  suppo- 
sant 

or  réquation  (i)  et  ses  analogues  nous  donnent 

ai  =  (  I  —  i)  Qi  H —  («/+.,  +  «/-H-  -+- . . .  H-  «!,)  ; 

par  conséquent',  si  Ton  fait 

on  a 


ar. 
et 


/  — r 


iA;-.|*:+|A:-....^.ir:-'A:=J;2,2/./- 


Théorème.  H  est  impossible  de  trouver  quatre  carrés 
tels ,  que  la  somme  de  trois  c[uelconques  moins  le  qua- 
trième fasse  un  carré.  (Euler.  ) 

Théorème.  ABC ,  triangle  sphérique  \  O ,  centre  de  la 
sphère;  V| ,  volume  du  parallélipipède  qui  a  pour  arêtes 
OA',  OB',  OC;  A',  B',  C  sont  les  milieux  des  côtés  du 

triangle.  S  étant  l'aire  du  triangle,  on  a  V=  sin-S. 

(CORHÉLIVS  KeOGH.) 
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DEUX  THÉORÈMES  H  GÉOMÉTUB  SItt  LA  MIITB 
ET  LE  CERCLE; 

Par  m.  BRIOSCm, 


1°.  Soient 


Professeur  à  ranWersilé  de  Pavie. 


X  —  Or y—  br Z  —   Cr 

«r         ""         Pr         ""         7r 


les  équations  d'une  droite  Z^.  Si  Ton  pose 

Ar=  ^r7r  —  ^rpr, 
Br  =  c,.a,.  — «,-7;., 

Cr  =flf  pr  —   ^r^r» 

les  conditions  pour  que  quatre  droites  A  ,  /i ,  h^  /*  s 
génératrices  d'un  même  byperboloïde  à  une  nappe 
données  par  Téquation 

A,  B,  C,  a,  p,  7, 

A,  B,  C,  a,  p,  7, 

A,  B,  Ca  a,  p,  73 

Ai   B4   Cl  04  pi  7i 

c'est-à-dire  par  les  équations  qu'on  obtient  en  égals 
eéro  chacun  des  déterminants  dit  quatrième  ordre  q 
déduit  de  cette  forme.  On  sait  que  cela  conduit  a 
seules  équations  indépendantes  (^). 


=  0* 


(*  )  Ces  lettres  prises  quatre  à  quatre  donnent  quinze  déterminai 
quatrième  ordre  qui  se  réduisent  à  trois,  saroir  A,,  a,,  /9,,  y,  ;  B|,«„^ 
C,,«„/3.,y,.  T.. 
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La  condition  analogue  dans  la  géométrie  plane  est 

C|  tti  ^1 

Cl  aj  p,      =0, 

Cj  a,  p, 

laquelle  est  vérifiée  lorsque  les  trois  droites  Ityltj  h  pas- 
sent par  un  même  point. 

2^.  Trois  cercles  A,  B^  C  étant  donnés  dans  le  même 
plan ,  soient  : 

/=:o 

l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  centres  des  cercles 
B,C; 

/Il  =  o 

Téquation  de  la  droite  qui  passe  par  les  centres  des  cercles 
C,A; 

n  =  o 

Féquation  de  la  droite  qui  passe  par  les  centres  des  cercles 
A,B;et 

1=0,       fA=0,       v=0 

les  équations  des  polaires  de  l'origine  par  rapport  à  cha- 
cun des  cercles  A ,  B ,  C  :  Téquation 

/ÎL-Hiiifx-+-/iv=:o 

représente  Iç  cercle  orthotomique  aux  trois  cercles  don^ 
nés. 

Obser%Httion.  L'équation  de  ce  lied  géométrique  ^ai 
été  donnée  récemment  par  M.  Salmon  [Quarterfy  Jour^ 
nul  ofpure  and  applied  maihefnaiics,  dec#  i855  )  sous  la 


forme 
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djL 

d\ 

</A 

d^' 

<ir' 

dz 

rfB 

dlB 

dh 

;&' 

¥' 

dz 

dC 

dC 

dC 

dx' 

^' 

dz 

=  o, 


A  =  o,B  =  o,C  =  o  étant  les  équations  des  cercles. 

On  peat  assez  facilement  passer  de  Tune  à  l'autre 
forme. 


QUESTIONS. 


353.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  coupé  par  une  trans- 
versale en  a  sur  le  côté  AB  et  eu  {3  sur  le  côté  opposé  CD; 
soient  a  '  le  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  aux 
points  A,  B,«t  P'  le  conjugué  harmonique  de  /3  par  rapport 
aux  points  G,  D;  menons  la  droite  «'(3',  faisons  une 
construction  analogue  sur  les  côtés  opposés  AC ,  6D  et  sur 
les  diagonales  AD,  BC  :  les  trois  droites  passent  par  le 
même  point.  (  De-  Lafitte.  ) 

354.  Soit  un  point  fixe  O  dans  le  plan*d^un  quadrila- 
tère. On  construit  par  rapport  à  ce  point  les  polaires  des 
sommets  opposés  A  et  D  »  et  le  point  d'intersection  de  ces 
polaires;  on  fait  la  même  opération  par  rapport  auxsom^ 
mets  opposés  B  et  G  et  par  rapport  aux  points  de  concours 
des  côtés  opposés  :  les  trois  points  d'intersection  sont  en 
ligne  droite.  (Db  Lafitte.) 

355.  Par  le  point  fixe  O  on  mène  des  rayons  vecteurs 
aux  six  points  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  du  qua- 
drilatère ;  par  chaque  point  milieu,  on  mène  une  paral- 
lèle au  rayon  vecteur  qui  va  au  côté  opposé  :  les  six  pa- 
rallèles se  coupent  en  un  même  point.  (De  Lafitte.  ) 
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LENTHERIC,  professeur  à  Montpellier 448 

LEROY 309 

LIBRI 35  2 

UOUVILLE,  Membre  de  Tlnstitut 188  et  35i 

LHUILIER 90 

*LUCAS  (FiLix  ),  élève  de  l'École  Polytechnique 157,  a4o  et  a59 

MACLAURIN 99,  101  et  179 

MAGNUS igS 

*MANNHEIM,  officier  d'artillerie 61,  a43,  389,  391  et  407 

MARALDI 178 

MATHIEU  (  Emilk  ),  ancien  élève  de  l*Ecole  Polytechnique 409 

MAUPERTUIS 179 

MOBIUS 353 

MOIGNO  (  l'abbé  ) a44 

"MOLARD  (Jean) 3o4  et  3o5 

MONGE 3o6 

NORIN,  ancien  notaire 409 

KEWTON 179,  233,  2/|9,  35o,  a53,  254,  ^55  et  a56 

OLBERS 5,  7  et  8 

OLIVIER 197,  303,  3oC,  307  et  309 

OSTROGRADSKY,  à  runiversiié  de  Saint-Pétersbourg 243 

PACCIOLI 255 

*PADULA,  professeur  à  Naplcs 184,   i85  et  199 

"PAINVIN,   professeur iSg  et  239 

PASCAL 289 
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Pages. 

"PEAIJCËLLIËR,  capitaine  du  Génie ii  i  et  4oi 

PEU 349  et  35o 

"PEPIN  (le  P.) 27,  93i,  733,  297  et  378 

'^PERRET  (  Alexis),  professeur  k  la  Faculté  de  Dijon 399 

*PERRET,  professeur  à  Périçoeux 3oo 

PIORERT,  Membre  de  Tlnstitut 393 

PLUGKER 323  et  357 

POINSOT,  Membre  de  liastitnt (33,  70,  73,  76,   188  et  190 

POISSON 19,  aa,  64  et  a83 

PONCELET,  Membre  de  Tlnstitut 44^ 

*POUDRA,  chef  dœcadron  d'éut-majur  en  retraite a4,  58 

161,  2Î7,  a63,  38i  et  384 

•PROUHET,  professeur 86,  91,  339,  23o,  354,  373  et  407 

PUISEUX,  professeur 35,  40,   a3i  et  a34 

RAMUS 53 

REAUMUR 79 

REPÉCAUD,  colonel  du   Génie  en  retraite ' .  ■ . .  383 

RICCATI 27 

"RICHARD  OXAMENDI,  de  Cuba 227 

•ROBERTS  (  Michael) 76 

ROGUET,  professeur 282 

ROSENHAIN,  professeur 344 

»ROUCHÉ(E.),  professeur 224  et  354 

"RUBBINI,  professeur  à  Naples i53 

SAIGEY 85  et  293 

"SAINT-GUILHEM,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. .    .  63 

"SAUZE  (l'abbé) 3o4 

SCHLÔMILCH,  professeur 82  et  83 

SCHWAB 82 

SERRET,  examinateur i33,  283,  286,  348  et  368 

SERRET  (Pacl ),  professeur 354 

SERVIER  (Tabbé) 228 

SIMPSON  (Thomas) 85  et  291 

*SOUFFLET  (l'abbé),  professeur  à  Rennes 241 

STEINER 94,  98,   190  et  195 

"STERN,  professeur  à  Gottingue 23 

STURM 72,  276,  279,  a84  et  286 

SUCHET,  professeur 260,  297  et  3o3 

SYLVESTER 175,  269.  271 ,  275,  277  et  986 

TCHEBYCHEV   (P.),  professeur  à  runÎTersité   de  Saint-Péters- 
bourg      a38  et  353 

TERQUEN,   rédacteur 109,   i33,   i34,   176,   186,   187,  ao6 

216,   223,  267,  3i5  et  352 

TORTOLINI,  professeur 277 
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Pages . 

TOSCAPii ,  professeur  à  Sienne 383 

VANDERMONDE 87 

TIEILLE  (JpLEs),    professeur 290 

•VILLARCEAU  (Ytoîi),  astronome 4o  et  46 

*V1RIEU  ( de),   régent 3o5 

VIVIANI 57  et  5^ 

WEBER  (OsCAA ),  professear  à  Dresde    86 

VVERTHEIM,  examinateur 287 

WILLICH 2^4 

WRONSKI 407 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 
Dans  les  quinze  premiers  volumes. 


TOME  II, 

TOME  XIV. 

NO». 

Pages. 

N". 

Pages, 

6i 

48 

307 

361 

TOME  IV. 

3i3 

3o5 

93 

259 

TOME  V. 

TOME  XV. 

lao 

303 

3i6 

53 

TOME  VU. 

3i7 

5a 

190 

346 

319 

53 

192 

368 

334 

239 

193 

368 

335 

339 

'99 

TOME  VIII. 
TOME  X. 

<4 

33 1 
333 

343 
343 

240 

357 

334 

343 

a45 

358 

337 

290 

TOME  XI. 

34a 

353 

wi  ( 

^échec) 

ii5 

343 

353 

•iS'ji  ( 

domino  ) 

ii5 

347 

387 

366 

401 

349 

407 

TOME  XII. 

35o 

407 

270 

99 

35i 

458 

380 

337 

353 

458 

TOME  XIII. 

353 

464 

289 

195 

354 

464 

Observation.  Sur  354  questions,  il  en  reste  35  à  résoudre.  Les  autres 
sont  résolues  et  imprimées,  ou  bien  en  manuscrit,  et  paraîtront  en  i857« 
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ERRATA. 


Page  117,  ligne  9  en  reih.,  au  lieu  de  1773,  lisez  1713. 

aSo,  ligne  i5,  au  lieu  de  ^—  (49*  "^  î»?'*)?  ^"*«  V—  l47* -*-^7'"*)" 
346,  ligne  5  en  rem.,  au  Heu  i2ff  R  +  e ,  /tf«s  R  —  <. 
254)  ligne  i3  en  rem.,  au  lieu  de  Taleurs  différentes ,  lisez  signes  dif- 
férents. 
371,  ligne  iO|  degré  «  ajoutez  de  Téquation. 
973,  ligne  7  en  rem.,  au  lieu  de'),  lises  3. 
076,  ligne  7  en  rem.,  au  lieu  de  S,^.,,  Usez  S,_i . 

3o5,  lignes,  au  lieu  de  -9   lisez  — 
X  î 

35a,  ligne  11  en  rem.,  au  lieu  de  379,  lisez  597. 


PARIS.-  IMPRIMERIE  DE  M ALLET-BAGHELIER , 
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LIBRAIRIE   DE   MALLET-BAGHEUER, 

Qnai  des  Augustins,  55. 

HISTOIRE  ET  FABRICATION 

DE   LA 

PORCELAINE  CHINOISE. 

OUVRAGE  TRADUIT  DU  CHINOIS  , 

Par   m.  Stanislas  JULIEN, 

Membre  de  rinttitut , 
AOOOBIPAGlrt  »B  VOTES  ST  yAHBiTiailS 

Par  m.  Alphœtse  SALVÉTAT, 
Oiimitto  à  la  MaDafacture  impériale  do  Porcelaine  de  Serres  ; 

ET  ADCMCRTë  D*ON 

MÉMOIRE  SUR  LA  PORCELAINE  DU  JAPON, 

Traduit  du  Japonola , 
Par  m.  lr  Docteur  HOFFMANN. 
Beau  volume  imprimé  sur  grand  raisin  fin  glacé,  avec  figures  gravées 
sur  bois,   i4  planches,  et  une  carte  de  la  Chine  indiquant  l'empla- 
cement des  manufactures  de  porcelaine  anciennes  et  modernes.  Grand 
in-8,  i856.  Prix 12  fr. 


REPERTOIRE 


L'ÉCOLE  liHPÉRUÎi  POLYTECHNiaVE 

OU 

^  Reoaeîgnementa  nir  les  élèves  qui  ont  fait  partie  de  l'iastitution 
depuis   l'époque   de   sa  oréatûm   en    1794  Jusqu'en  1853  inolusivaiwn% 

AVEC  ?LUSIEI1RS  TABLEAUX  ET  RÉSUMÉS  STATISTIQUES, 

Suivi  de  la  UBTB  DBS  ÉOJsmB  admis  en  1854 

et  de  Vmdieatlon  des  mutations  survenues  dans  l'intérieur  de  l*I9ooia 

jusqu'au  ftS  décembre  1855  ; 

P»  M.  G. -P.  MARIELIE» 

Chef  d^escadron  honorair/s,  ancien  trésorier,  garde  de»  Arebives  et  Seerctain 
des  Conseils  de  cette  École,  rédacteor  de  son  Annuaire,  chevalier  de  Saint- 
Louis,  officier  de  la  Légion  d^honneur. 

nédii  aux  Élèves  de  l*JBeole 

ET   PCCLIÉ   AYEC 

ti'aotorisatton  de  S.  EiKe.  le  Ifllnistre  de  la  Guerre. 

Fort  volume  in-8  en    tableaux,  tiré  sur  carre  fin  satiné;  i855. 
Prix 7  fr.  no 

LA  RÈGLE  A  GALGIL  EXPLIQUÉE, 

On  Guide  du  Oalouiateur  à  l'aide  de  la  Règle  logarithmique  à  tiroir,  dans 
lequel  on  indique  le  moyen  de  construire  cet  instrumeni,  et  Ton  enseignée 
y  opcror  toutos  sortes  de  calculs  numériqneu  ;  par  K.  r.-M.«M«  Banott, 
ingénieur  civil ,  ancien  élève  de  TEcole  Polvtechnique,  Tun  des  cinq  Tonda* 
teurs  de  TEcole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  Fort  volume  ln-i),  avee 
planche;  tS3'^ 5  fV. 

La  RÙOXiE  A  CAIiCUL  (  Instrument  )  se  vend  séparément 5  fr. 

l'aris-  —  Imprimprip  dp  MAiLFT-lUcnFLTER,  nir  du  Jardinrt ,  12. 


LIBRAIRIE  DE  MALLET.RACaBœLIER, 

Qnai  des  Augiistins,  55. 

ANMiES 

L'OBSERVATOIRE  IIPÉRIHL  DE  PARIS, 

PCBMÊE8 

Par  U.-J.  I^  VERRIER, 

DIRECTE»   DE  lWsBHVATOIRB   IMPÉRIAL   DE   PARIS. 


Tmwmm  1*%  tn-4,  sur  CATuller  fin  mmUné;  1955* 
Prix  :  99  francs* 


OBSERVATIONS  HÉTfiOROLOfilOllBS 

PAITBE 

A  ^OBSERVATOIRE  IMPÉRIAL  DE  PARIS 

PENDANT  LES  ANNÉES  1854  ET  185». 
In -4®'  PfÎE 4  francs. 

GOMHERGllH  EPISTOLKVM 

J.  COLLINS  ET  ALIORUM 

DE  AMLYSI  PROHOTA,  ETC., 

ou 

CORRESPONDANCE 

DE  J.  COLLINS  ET  ITAtJTRES  SAVANTS  CÉLÈBKES  DO  XVU'  SIÈCLE, 

RELATITB 

A  L'AMLYSE  SUPÉRIEURE, 

RtlMPRIVÉE  SUR  L*CBIT10R  ORtCINALB  DE    I7I)   AVEC   l'iXDTCATION  DES  VARIAXTCS 
»B  L'ÉDITIO:!  DB  1733,  COMPUtÉB  par  use  COLLECTION!  DE  PIÈCES 
iCSTIFICATIVES  ET  DE  DOCCMEïlT», 
KT    PUBLIÉE 

Par  J.-B.  BIOT,  Mrmhre  de  rinstitut, 

et 
F.  LEFORT,  Ingcnieiir  en  chef  des  Ponts  et  Cliniissces. 

10-4**  avec  figures  intercalées  dans  te  texte;  i856.  Prix  :  i5  francs. 

DE  LA  CARÈNE  DU  NAVIRE 

ET  DB 

L'ÉCHELLE  DE  SOLIDITÉ; 

Pab  m.  Ad.  D'ÉTROYAT,  Cousthucteur  a  Naî«tf.s. 

In-|0  arec  5  planchas  ;  !85G.  Vr\%. . .     ^  fraiirs. 

Paris.  ~    Imprimerie  de  MAi.i.KT-HACiir.LiKr.  ,  rue  du  Jartliinl,   \2. 


UBRAIKIE   DE   MALLEl'-BACHEIJIER, 

Quai  des  Auguttins,  55. 

ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE, 

Par  s. -F.  LACROIX, 

Membre  4«  lliwtitiit. 

Il*  <it.,  rMigfe  cMÎtniéMit m  PngraiKS  et  l'easeigMBeit  im  les  Ljeéei, 
Parll.PROI]HKT, 

Professeur   de   Mathémtliqaes. 

V&EmàaE  PAaTIB,  Oèométne  plane.  (CLASSE  DE  TROISIÈME.) 
SBCOHBB  PARTIS,  Gèomarie  dans  Pespaoe.  (  CLASSE  DE  SECONDE.) 
TnomiDIIE  PA&TIB,    Oomplément   de   OèomAtrie.     (CLASSE  DE 

MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES.) 
ÇUATRXtaOB  PARTIS,  Motkms  rar  les  eooribes  ussellcs.  (CLASSE  DE 

RHÉTORIQUE.) 
Une  Uble  des  matières,  très-détaillée,  résume  tout  Pouvrage  et  licilite  la  iM» 

•km  de  ses  diverses  parties. 

Yolue  il- 8,  vftt  220  figures  im  le  texte-,  1855.. .    4  fraies. 

*  La  Géométrie  de  LacroU ,  étant  celle  dont  les  Programmes  actuels  se  rapproehfmt 
»  le  plus,  sera  mise  entre  les  mains  des  élèves*  jusqu'à  ce  qu^un  ouvrage  compté" 
»  tement  conforme  aux  Programmes  ait  pu  être  prescrit,    » 

Ces  paroles,  que  nous  empruntons  à  Plnstruction  générale  sur  Pezécution  du 
plan  d'études  des  Lycées,  eipliquent  suffisamment  le  but  que  Ton  s^est  proposé 
dans  cette  nou%*elle  édition  des  Éléments  de  Géométrie.  Entièrement  conforme  au 
Programme  par  Turdn)  des  matières  et  parles  méthodes  de  démonstration,  Pouvrtj^ 
est  divi»é  en  quatre  Parties,  dont  chacune  comprend  TensTignement  géométrique 
donné  à  l^une  des  classes  de  nos  Lycées  (section  des  Sciences), 


MÉTHODE  DES  MOINDRE»  CARRfiS. 

HÉNOIRES  SUR  U  COMBINAISON  DBS  OBSERVATIONS, 
Par  m.  Cu.-Fr.  GAUSS. 

Traduits  en   français  et  avec  Pautorisation  de  Pauteur, 
Par  m.  J.  Bertrand. 

Un  vohime  in-8*,  i855.  —  Prix  :  4  francs. 


DE 


TRIGONOMÉTRIE  RËCTIL16NË  ET  SPHÉRigUE, 

Pab  mm.  DELISLE  et  GERONO. 

Quatrième  édition,  in-8,  avec  planches,  i855.  —  Prix  :  3  fr.  5o  c. 

Parii.  -  Imprimerie  tie  MALLET-D/VClIbXlER,  rue  du  Jardinet,  n. 


BULLETIN 


DE 


BIBLIOGRAPHIE,  D'HISTOIRE 

ET  DE 

BIOGRAPHIE  MATHÉMATIQUES. 


BIBLIOfiRiPHIB. 


Ire  scKiTTi  thediti  di  Leobtardo  Pisaho,  pubblicati  da 
Baldassare  Boncompagni  secondo  la  lezioue  di  un 
codicc  délia  Biblioteca  ambrosiana  di  Milano.  Fi- 
renze,  tîpograâa  galileiana  di  M.  Cellini.  i854*  — 
Trois  écrits  inédits  île  Léonard  de  Pise,  publiés  par 
M.  Baldassare  Boncompagni,  d'après  un  manuscrit  de 
la  Bibliothèque  ambrosienne  de  Milan.  In-8  de  lasi 
pages  et  I  planche  (voir  Bulletin  y  1. 1,  p.  173). 

Le  premier  écrit  est  intitulé /7o5  (i-44)  ? 

Le  deuxième  De  jiuibus  (44*54  )  5 

Le  troisième  Liber  quadratorttm  (5 5- 122). 

Eu  tète  du  Flos  on  Ht  :  Incipitjlos  I^onardi  Bigolli 
Pisani  super  solutiotiihus  quarunidani  quœstionutn  ad 
nunierum  et.  ad  geomelriani  vel  ad  nlrumquc  pertinent 
tium.  Il  est  dédié  au  cardinal  Raniero  Capocci  de  Vilerbe, 
créé  cardinal  au  titre  de  Sain  te -Ma  rie  en  Cosmcdin ,  par 
le  célèbre  pape  Innocent  III.  Ce  cardinal ,  qui  parait  avoir 
aimé  et  cultivé  les  mathématiques  pures,  avait  demandé 

Bulletin  mathématique,  t.  II.  (Janvier  1856.)  I 


à  Léonard  une  copie  de  ses  ouvrages  :  Quodmeorum  ope- 
rum  copîam  non  prœcepUve  sallim,  quod  vos  niagis  dece^ 
baty  sedsimpliciterpetere  fuistisper  litteras  VestrœSanc- 
titatis  digriati.  n  Vous  n'ava»  pas  commaudé  comme  il 
appartenait  à  votre  dignité,  mais  vous  avez  daigne  de- 
mander simplement  une  copie  de  mes  ouvrages,  a  II  Fa 
intitulé  Flos  en  honneur  de  Son  Eminence,  rayonnant 
d^une  éloquence  fLeurie  parmi  les  savants,  Jlorida  cleri" 
corum  elegantîa  radiantibuSy  et  aussi  parce  que  plusieurs 
questions,  quoique  épineuses  [nodose)^  sont  exposées 
d'une  manière  fleurie  (Jloride)  ;  et  de  même  que  les  plan- 
tes ayant  des  racines  en  terre  surgissent  et  montrent  au 
jour  des  fleurs,  ainsi  de  ces  questions  on  en  déduit  une 
foule  d'autres.  Il  finit  par  dire  qu'il  se  soumettra  aux 
corrections  que  le  cardinal  voudra  lui  indiquer  (et  me 
ipswn  correctioni  Dominationis  Festrœ  affeciuosi'us 
supponendo) . 

On  lit  ensuite  œ nouveau  titre  :  Eocplicit  prologus,  in- 
cipit  tractalus  ejusdcm.  Ceci  a  besoin  d'explication. 
Il  parait  que  Léonard  mit  par  écrit  les  réponses  qu'il  fit 
aux  questions  de  Jean  de  Païenne^  lors  du  passage  de 
Frédéric  II  parPise  et  il  adressa  cet  écrit  à  Ttmpereur. 
[Cum  coram  Majestate  Vestra,  gloriosissime  pnnceps 
Friderice^  magister  Johannes  Panormitanus,  philoso  - 
phus  vester,  ipsis  mecum  multa  de  numeris  contulis- 
set.) 

Le  cardinal,  ayant  eu  connaissance  de  cet  écrit,  en  de- 
manda une  copie.  Alors  Léonard  fit  une  seconde  édition, 
sous  le  titre  de  Flos,  qu'il  dédia  au  cardinal,  et  cette  dé- 
dicace sert  de  prologue  qui  explique  le  titre  Fios  explicit 
prologus,  et  puis  commence  le  traité,  Incipit  tractatus 
ejusdem. 

La  première  question  est  :  Trouver  un  nombre  carré 
qui,  augmenté  et  diminué  de  5,  reste  toujours  un  nombre 


(3) 
carré  (  p>  a).  Léonard  répoiidit  à  maître  Jean  que  le  nom- 
bre carré  est 

s       I       /4i\» 
"-^3-^7(4  =  (75)' 

Après  avoir  longtemps  réfléchi  sur  la  solution  de  cette 
question ,  il  vit  qu'elle  tenait  à  certaines  propriétés  géné- 
rales des  nombres  carrés,  ce  qui^dit-^ilflui  donna  occasion 
de  composer  un  opuscule  sur  les  nombres  carrés  pour 
glorifier  Sa  Majesté  et  qui  coutiendra  les  raisonnements 
et  les  démonstrations. 

Et  cum  diutiiis  cogitassent  unde  oriehatur  predictœ 
xjuœsiionissolutioy  inveniipsam  habere  originem  ex  muftis 
accidentibus,  quœ\accidunt  quarîratis  numerisy  et  inter 
quadratos  numéros  y  quare  Aine  sumeris  matcriam,  libel" 
lum  incepi  componere  ad  f^estrœ  Majestatis  Celsitudinis 
gloriam  quem  Libellum  Quadratorum  intitulai^i, 

La  seconde  question  est  géométrique  :  il  s'agit  de  trouver, 
au  moyen  d'une  des  quinze  espèces  de  longueurs  du  X*' 
livre  d'EucHdo,  une  longueur  x  qui  satisfasse  à  la  condi- 
lion 

X^  -*-  2X'  -h    lOX  =  20. 

Léonard  démontre  d'une  manière  très-rigoureuse  qu'au- 
cune des  quinze  longueurs  euclidiennes  ne  peut  satisfaire, 
par  des  considérations  géométriques  que  M.  Woepcke  a 
traduites  avec  intelligence  en  caractères  algébriques,  qui 
donnent  toujours  pi  us  de  précision  etplusde  clarté  quand  il 


''"}  Nous  nous  sorvons  de  signes  actucnemciit  en  usage. 


(4) 

s'agit  de  nombres  (Journal  de  M.  Liouville,  t.  XX, 
i835).  En  voici  la  substance.  La  valeur  de  jcest  comprise 
entre  i  et  2 ,  donc  x  n'est  pas  un  nombre  entier. 

i^,  X  n'est  pas  non  plus  un  nombre  fractionnaire  - 

qu'on  peut  toujours  supposer  irréductible  \  car  on  a 

a='__2a»         loa  _  a[a«4-(2a -h  P)P]  __ 

p^  ■"  "p^  "^  ~P"  ""  p»  ~  ^^' 

équation  impossible. 

Léonard  se  sert  d'un  moyen  qui  revient  au  même,  mais 
qui  est  plus  long.  Il  suit  la  méthode  des  Arabes ,  qui  dé- 
composent la  puissance  des  fractions  en  une  somme  de 
fractions  ordonnées  suivant  la  puissance  négative  du  dé- 
nominateur. Par  exemple, 

\b)    '"  b'^  "^  ^«-' "^  6— >  ^  '  *  b' 

# 

les  u  sont  plus  petits  que  A,  à  Texception  des  a,„  qui  peut 
surpasser  b  ;  cela  revient  à  écrire  les  fractions  dans  un 
système  de  numération  dont  la  base  est  b.  Ainsi 

P'-P'"^P'^P      •••• 

a*'.  X  ne  peut  avoir  la  forme  V^  où  n  est  rationnelle, 
car 

20  —  2  X* 


x'-H  10  ' 


équation  impossible. 

3**.  j: n'est  pas  delà  forme  (/^;  on  aurait 


2/ï' 


n^  H =  2- 

10 


"î 


(5) 
équation  dont  Euclide  démontre  l'impossibilité  (livre  X, 
38). 

Observation.  Diaprés  un  théorème  connu,  on  peut  dé- 
montrer directement  que  l'équalion  donnée  et  Téquation 

jr*  —  fi  =  o 

ne  peuvent  avoir  de  racines  communes.  Ce  même  moyen 
de  démonstration  est  applicable  à  tous  les  cas. 

4".  X  n'a  aucune  des  formes 


t-es  lignes  apotomes,  médialeSy  binomiales  d'Euclide 
étant  exclues,  Léonard  donne,  on  ne  sait  par  quelle  mé- 
thode, cette  valeur  approchée,  d'une  surprenante  exacti- 
tude (♦)  : 

I 

car,  à  la  manière  arabe,  il  proccrde  par  soixantièmes. 
M.  Woepclte  trouve 

x=  1,368808107821  ; 

jéduile  en  fractions  sexagésimales ,  il  trouve 

.f  :=  1 . 22' . 7" . 42'" . 33'* . 4'. 38 , 5^ ' . 

I.cs  3o*^  de  Léonartl  sont  une  faute  du  copiste  qui  a  mis 
3o  au  lieu  de  33 ,  faute  qui  se  reproduit  encore  dans  trois 
autres  endroits. 

M.  Lebesgue  conjecture  avec  raison  que  Léonard  se 
svi-à  servi  de  la  méthode  suivante  employée  depuis  par 
V  ièle.  1/équation  n'ayant  (ju'une  seule  racine  positive,  on 

•)  Quia  hœc  quiestio  sjh'i  non  poluit  in  aliquo  sitpniscriptorum,  studui  so- 
Iuléonrm  fju*  ad  propinquilatem  rtduccrc. 


(6) 
fait 

l'équation  en  y  n'a  encore  qu'une  seule  racine  positive , 
dont  on  trouve  facilement  la  partie  entière,  et  ainsi  de 
suite  (Tortolini,  Annali  di  scienze  matemaiiche  efisi^ 
cAe,  aprile  i855,p.  i5d). 

M.  Lcbcsgue  fait  observer  que  Léonard  a  bien  vu  que 
leTraité  des  Incommensurables  d'Euclide  gagnerait  à  être 
exposé  numériquement.  Non-seulement  il  a  t^u^  mais  il  a 
fait  cette  exposition  numérique  : 

Et  quia  difficilior  est  antecedentium  et  quorvmdam 
sequentium  Ubrorum  Euclidis,  ideo  ipsum  X^  Uhnwi 
glosare  incepi^  reducens  intellectum  ejus  ad  numerunij 
qui  in  eo  per  Une  as  et  superficies  demonstratur  (p.  3). 

Aussi  tous  ses  raisonnements  roulent  sur  les  nombres, 
qu'il  représentait ,  il  est  vrai ,  par  des  lignes ,  n'ayant  pas 
encore  de  signes  algébriques  a  sa  disposition.  Il  parle 
algèbre  comme  les  Arabes,  mais  ne  sait  pasjl'écrire  ;  cela 
arrive  même  quelquefois  à  des  géomètres  de  nos  jours. 

Le  célèbre  arithmologue  de  Bordeaux  établit  les  quatre 
propositions  suivantes  : 

L  P,  Q ,  R ,  S,  m ,  ^1  étant  six  nombres  rationnels^  et 

m ,  /» ,  mn ,  —  n'étant  pas  des  carrés ,  Téquation 

P  4-  Q  V''"  -^  ï^  v'^  H-  S  ^rnn  =  o 
ne  peut  subsister  à  moins  que  Ton  n'ait 
P=:Q  =  R  =  S  =  o, 
car  on  déduit  de  celte  é?|natîon 

P'  -f  wQ'  ~  n  ^  R   -f  m  SM  =  2  \  n  RS  —  PQ  •  >  w  ; 


donc 
delà 

et 


(7) 

P'-+-iiiQ'=  j»(R'+mS'),     «RS  =  PQ, 

(Pft— iiiQS){PS  —  QR)  =  o, 
PR— mQS=o,     PS=QR, 


PS'  =  QRS  =  — ,     n---\^-j, 

coQlraire  à  Thypolbèse^ 

PR  =  /wQS,     PQR=otQ'S  =  /iR'S,      ^  =  f  ^V, 

contraire  à  lliypothèse. 

On  ne  peut  donc  satisfaire  à  Tëquation  qu^en  posant 

Pr=Q  =  R  =  S  =  o. 

n.  Si  Téquation 

**  -f-  Ax*  -h  Bx  -4-  C  =  o 

a  ses  coefficients  rationnels,  a,  |3,  y,  m,  n  étant  cinq 

nombres  rationnels,  m^n^^  n^étant  pas  des  carrés,  on 

ne  peut  avoir 

à  moins  que  |3  ou  y  ne  soit  nul.  En  effet,  on  a 

x'  =  a'  -f-  p'  ^  -f-  7'  ^  4-  ^'   )fmn^ 
X»  =  a''  -h  P"  ^  -4-  7"  ^  H-  *"  sfrnn^ 

les  a ,  p ,  y,  (}  sont  des  nombres  rationnels. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  donnée  et  éga- 
lant à  zéro  les  coeffficients  des  irrationnels  et  la  quantité 
rationnelle,   on    obtient  quatre   équations.    Les   coeffi- 


(8) 
cients  de  ^m  et  ^n  donnent 

p"-f.Ap'-f-Bp=o, 
7'  -f-Av'-t-  87  =  0, 
de  là 

Mettant  pour  ^",  y"  leurs  valeurs,  savoir 

p"=:p(3a'-MiiP'H-3/i7»),     7"=  7  (3a' +  «7^ -h  3wp*'), 
on  obtient 

2p7(;„P'-.«7')  =  0, 

on  ne  peut  mettre 

donc  Ton  a 

p:=  G         ou        7=0. 

Si  l'équation 

** -4- Ax' -h  B  a:  4- C  =  o 

n'a  que  des  coefficients  rationnels ,  il  n'y  a  pas  de  racine 

de  la  forme  Va  -+- 13  sfm  -^-y  >fn^  à  moins  que  P  ou  y  ne 
soit  nul. 
Car  on  a 

(je-4-  Bx)»  —  (Ajc^  — C)^  =  o; 
faisant 

^^  =  yy 

on  trouve 

/»-hA,7'-|-B.r-hC'  =  o; 

Al  et  Bi  sont  rationnels. 

Celte  équation  n'a  pas  de  racine  de  la  forme 

a  -H  p  v^m  -f  7  v'^, 


(9) 
à  moins  que  {3  et  y  ne  soient  nuls.  Donc  1  équation  n  a 

pas  de  racine  de  la  forme  \a  -h[^  V^  -+-'/  >/f^' 
rV.  Supposons 

7  =  o, 

Téquation  • 

j:*-HAx'-+-Bx-f-C  =  o 

ne  peut  avoir  une  racine  de  la  forme  a  +  ^  v^,  à  moins 
d'avoir  une  racine  réelle,  car  elle  a  aussi  pour  racine 
a  —  j3  ^m«,  et  a,  par  conséquent,  un  facteur  rationnel 
du  second  degré ,  donc  aussi  un  facteur  rationnel  du  pre- 
mier degré.  On  démontre  de  même  que  Téquation  n'a  pas 

une  racine  de  la  forme  Va  +  ^  v^//i  à  moins  que  Téqua- 
tion  enj^  n'ait  une  racine  rationnelle. 

Il  suit  de  tout  ceci  que  Téquation  de  Léonard  n'a  au- 
cune racine  de  ces  quatre  formes 


a  -h  P  \/w  -+-  7  ^/»>       Va  -H  P  ^  -H  7  ^"^ 
a  -h  P  ^mj  .     Va  -H  P  V^'»  ? 

ce  sont  les  irrationnelles  du  X*  livre  d'Euclide. 

Voici  la  troisième  et  dernière  question  proposée  par 
maître  Jean  : 

De  tribus  homintbus  pecuniam  communem  haben- 
tibus  (p.  17).  Inpalatio  vestro  Pisis  coram  Festra  Ma- 
jestate. 

Nous  traduisons  la  question ,  avec  M.  Boni  ompagni , 
en  langage  algébrique. 

Trois  hommes  ont  en  commun  une  somme  inconnue  t  ; 

la  part  du  premier  est  -  f  ;  du  second  ^  ^ ,  et  par  consé- 
quent du  troisième  ^  t.  Voulant  déposer  celte  somme  en 
lieu  plus  SÛT  (ad  tutiorem  locum)^  ils  prennent  au  hasard 


(  to) 
(Jortuitu)  le  piemier  x  qui  n^en  dépose  que  -JC,  le  se- 
cond y  et  n'en  dépose  que  -^y ,  et  le  troisième  z  et  n*en 
dépose  que  ^  z  ;  de  sorte  que  la  somme  déposée  se  monte  à 

-x-f-xy-Hg-2,et  lorsqu'ils  retirent  ce  dépôt,  chacun  en 

prend  le  tiers;  il  s*agit  de  trouver  les  valeurs  de  x^y^  z. 
Faisons 

c^cst  u  qu'il  appelle  la  chose  (posiu  rem). 
Le  premier  a  gardé  -  x  et  reçoit  u*,  donc  on  a 


1  I 

2  2 


de  même  pour  le  second 


^y  +  „=.'-,-Ui 


et  pour  le  troisième 


De  là  on  tire 


5  1 


X  =  f  —  2  «  , 

1  3 

2  2 


1        6 
problème  indéterminé. 


z=5*-g«, 


(  ") 

Il  pose 

«=7, 

siponatur  rem  esse  VII. 
On  a 

Ces  équations  traduisent  fidèlement  la  suite  des  raison* 
nements  de  l'auteur.  Il  dît  quHl  y  a  trois  modes  de  solu- 
tions qu'il  a  donnés  in*  libro  nostro  quem  de  Numéro 
composui\  C'est  son  Traité  de  Abaco. 

Les  nombres  sont  écrits  tantôt  en  chiffres  romains, 
tantôt  en  chiffres  arabes. 

La  suite  prochainement. 


TiuiTÉ  DE  Géométrie,  publié  à  Paris  en  i855  en  langue 
polonaise  -,  par  M.  G. -H.  Nievenglowshi^  examinateur 
au  Lycée  impérial  de  Saint-Louis  [*) , 

Pendant  qu'en  France  il  y  a  une  tendance  à  rendre  la 
géométrie  déplus  en  plut  industrielle  à  vouloir  même  en 
faire  une  branche  de  la  mécanique,  à  ne  s'en  servir  que 
rpif  «A^fTJfy,  on  doit  applaudir  à  Thomme  de  cossav  qui 
reste  fidèle  au  culte  de  \ idéale  tel  qu'il  a  été  professé  par 
les  Platon,  les  Euclide,  les  Ârchimède,  tel  qu'il  est  re- 
ligieusement observé  au  cours  supérieur  de  la  Sorbonne. 
L'auteur  m'a  expliqué  le  contenu  que  de  bonnes  figures 
dans  le  texte  font  presque  deviner.  Comparez  et  jugez. 

Ce  Traité  est  divisé  en  dix  livres  \  les  cinq  premiers 
renferment  la  géométrie  plane,  et  les  cinq  derniers  la  géo- 
métrie de  l'espace. 

Le  ZiVre  /  contient  quarante  théorèmes,  savoir:  la 
théorie  des  perpendiculaires ,  des  parallèles  ,  l'égalité  des 

(*)  Geomi*trxa,  przcr  G. -H.  Nicwcglowskicgo.  Posnan,  i85.^  in-8  de 
fi6  pages. 


polygones  et  la  symétrie  des  ligures  planes.  Nous  y  re- 
marquons entre  autres  le  théorème  :  Deux  polygones 
équilatèraux  entre  eux  sont  égaux  lorsquUls  ont^  excepté 
trois ,  tous  les  angles  homologues  égaux,  La  démonstra- 
tion du  théorème  énoncé  d^une  manière  aussi  générale  ne 
se  trouve  pas>  que  nous  sachions,  dans  nos  Traités  fran- 
çais [voir  les  Nouvelles  Annales^  t.  XI ,  p.  462).  Ce 
livre  contient  aussi  quatre  problèmes  résolus. 

Le  Livre  II  traite  du  cercle  et  renferme  trente  théo- 
rèmes et  vingtKjuatre  problèmes.  L'auteur  y  établit  la 
méthode  des  limites  et  celle  à!  Arbosgast  dont  il  se  sert 
dans  le  cas  des  incommensurables.  La  mesure  des  angles 
est  exposée  avec  toute 'l'étendue  et  toute  la  clarté  désira- 
bles. On  a  placé  ici  les  quadrilatères  inscrit,  circonscrit 
et  ex-circonscrit.  Parmi  les  problèmes ,  nous  remarquons 
ceux-ci  :  Diviser  l'angle  droit  en  trois  parties  égales, 
—  Construire  le  triangle  dont  on  connaît  la  hauteur^ 
la  médiane  et  la  bissextricCy  partant  toutes  trois  d'un 
même  sommet.  —  Jetant  donnés  trois  points  A  ,  B,  C  sur 
un  plan,  trouver  le  quatrième  D  d'où  les  distances  AB , 
BC  soient  vues  sous  des  angles  donnés,  etc. 

Le  Livre  III  traite  de  la  mesure  des  polygones  et  de 
leur  similitude  avec  tous  les  détails  désirables.  On  y 
trouve  Taire  d'un  triangle  en  fonction  des  trois  côtés  ou 
des  trois  hauteurs  -,  en  fonction  des  rayons  inscrits  et  ex- 
inscrits. L'aire  d'un  quadrilatère  inscriplible.  I^a  théo- 
rie des  transversales.  Les  centres  de  similitude.  Cercles 
réciproques.  Ce  livre  renferme  quarante-huit  théorèmes 
et  trente  et  un  problèmes.  Parmi  ces  derniers,  nous  re- 
marquons la  construction  des  racines  d'une  équation  du 

a» 
deuxième  degré  et  celle  de  ^.  —  Partager  un  trai>èze 
en  parties  proportionnelles  aux  lignes  données  par  des 
parallèles  aux  bases,  —  Construire  un  quadrilatère  in- 


(  i3) 
saiptihle  dont  on  connaît  les  quatre  côtés,  —  Ttvui^er 
le  lieu  des  points  également  éclairés  par  deux  points  lu^ 
mineux. —  Le  lieu  des  points  d*où  Von  voit  deux  cercles 
donnés  sous  un  même  angle,  —  Tracer  sur  le  terrain 
une  parallèle  à  une  droite  donnée,  etc.  —  Sur  un  poly- 
gone donné,  circonscrire  un  polygone  semblable  à  un  po- 
lygone donné  d'un  même  nombre  de  côtés.  Enfin  l'au- 
teur y  a  donné  tous  les  problèmes  des  contacts  des  cercles 
et  des  droites. 

Le  Lii^re  /^traite  des  polygones  réguliers  convexes  et 
etoilésy  et  de  la  mesure  de  la  circonférence  et  du  cer- 
cle. Du  maximum  des  figures  planes.  Ce  livre  renferme 
vingt-trois  théorèmes  et  seize  problèmes  avec  des  appli- 
cations numériques.  On  y  fait  voir  en  quoi  consiste  la 
quadrature  du  cercle. 

Le  lÂt^re  V  s'occupe  des  propriétés  segmentaires.  On 
j  voit  la  division  harmonique ,  le  rapport  auharmonique, 
Taxe  radical ,  les  polaires  ,  les  faisceaux ,  Tinvolution  et 
la  division  homographique.  Ici  se  trouve  le  problème 
dW  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés  résolu  direc 
tementy  c'est-à-dire  que  l'on  donne  immédiatement  le 
centre  et  le  rayon  du  cercle  cherché  •„  la  solution  est  ainsi 
amenée  au  dernier  degré  de  simplicité.  Ce  livre ,  composé 
de  vingt-trois  théorèmes  et  de  neuf  problèmes ,  contient 
aussi  l'hexagone  inscriptiblc  et  circonscriptible  et  est  ter- 
miné par  les  trois  sections  coniques. 

Le  Liure  f^I  traite  des  plans  et  des  angles  solides. 
L'ordre  que  l'auteur  y  a  suivi  nous  a  paru  logique.  11 
traite  d'abord  des  droites  et  plans  perpendiculaires,  puis 
des  plans  perpendiculaires  entre  eux^  ensuite  viennent 
les  droites  et  plans  parallèles,  les  plans  parallèles  entre 
eux;  enfin  les  angles  solides.  Ce  livre  contient  quarante- 
huit  propositions. 

Le  Lii^re  VU  traite  des  polyèdres,  de  leur  mesure  ei 


(  «4) 

similitude,  de  la  symétrie  eu  général,  et  enfin  des  centres, 
axes  et  plans  de  similitude.  Ce  livre  se  compose  de  trente- 
huit  théorèmes  et  de  neuf  problèmes.  Nous  y  avons  re- 
marqué le  théorème  d'Euler,  avec  ses  conséquences,  et 
quelques  théorèmes  nouveaux  sur  l'égalité  et  la  simili- 
tude des  pyramides ,  comme  l'Deux  pyramides  sont  équi^ 
angles  entre  elles  lorsqu  elles  ont,  excepté  un,  tous  les 
angles  dièdres  homologues  égaux  et  pareillement  dis^ 
posés.  —  Deux  pyramides  équiangles  entre  elles  sont 
semblables^  etc. —  Le  volume  d'un  tronc  de  paralléli-^ 
pipède  a  pour  mesure  le  produit  de  la  section  droite  par  lu 
moyenne  arête  latérale.  Les  problèmes  sont  terminés  par 
celui  des  alt^oles. 

Le  Z<Vre  f7/,  de  la  sphère,  contient  quarant&<{uatre 
théorèmes  et  vingt  problèmes.  C'est  un  livre  très-impor* 
tant  et  qui  contient  beaucoup  de  détails.  On  y  donne  la  me- 
sure des  angles  solides ,  les  théorèmes  de  Lexell  et  de 
Steiner,  le  quadrilatère  inscriptible  et  le  contact  de  cer- 
cles sur  la  sphère.  Parmi  les  problèmes,  nous  remarquons 
le  tracé  de  la  tangente  sphérique  à  un  cercle  donné  et  ce- 
lui de  la  tangente  sphérique  commune  à  deux  cercles 
donnés.  Enfin  la  résolution  du  problème  :  Construire 
un  triangle  sphérique  dont  on  connaît  deux  côtés  et 
l* angle  opposé  à  l'un  d'eux.  C'est  surtout  la  discussion 
de  ce  problème  qui  nous  a  paru  très-remarquable  par  sa 
simplicité.  Il  est  bon  de  connaître  et  d'apprécier  ce  pro- 
blème que  le  Programme  officiel  a  exclu  de  renseigne- 
ment en  donnant  une  singulière  raison  de  cet  ostra- 
cisme scientifique. 

Le  Z/(Vre  IX  traite  de  la  mesure  des  trois  corps  ronds 
et  des  polyèdres  réguliers.  Il  renferme  vingt-neuf  théo- 
rèmes et  treize  problèmes.  La  surface  d'un  cylindre, 
d'un  cône  de  révolution  ,  d'une  zone,  et  par  suite  d'une 
<iphèrc,  est  donné  avec  loute  la  rigueur  désirable.  Nous 


(  i5) 
y  trouvons  cet  utile  théorème  :  La  surface  latérale  d'un 
cône  oblique,  qui proi^ient  d*un  cône  de  révolution,  est 
égale  à  son  volume  dii^isé  par  le  tiers  de  la  distance  de 
V arête  du  cône  au  point  où  l'axe  perce  la  base.  On  a 
(lonué  dans  ce  livre  la  quadrature  des  polygones  sphéri- 
ques  et  des  fuseaux  sphëriques ,  cylindriques  et  coniques 
de  révolution  \  le  volume  d'une  pyramide  sphérique  el 
d'un  onglet  spbérique ,  cylindrique  ou  conique.  A  l'occa- 
sion des  polyèdres  réguliers,  on  a  bien  fait  de  mentionner 
les  polyèdres  réguliers  étoiles  de  Kepler  et  de  M.  Poîn- 
sot,  comme  aussi  les  polyèdres  semi-réguliers  appelés  cor/?^ 
d'Archimède.  Le  dernier  problème  donne  le  rayon  des 
sphères  inscrite  et  circonscrite  en  fonction  du  côté  d'un 
polyèdre  r^ulier,  et  réciproquement  le  c6té ,  l'apothème, 
la  surface  et  le  volume  de  ces  polyèdres  en  fonction  du 
rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

Le  Lii^re  JT  parle  des  surfaces  courbes  en  général  très- 
succinctement,  du  plan  tangent,  des  plans  polaires,  des 
plans  radicaux.  Des  trois  sections  coniques.  Des  sections 
an ti -parallèles.  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône 
ou  d'un  cylindre^  ligne  d'entrée  et  de  sortie,  etc.  Enfin 
les  projections  aconiqucs  on  perspectives.  Polaires  dans 
les  coniques.  Le  livre  est  terminé  par  ce  problème  :  Me^ 
ner  la  tangente  par  un  des  cinq  points  d'une  conique  qui 
n'est  pas  tracée. 

Chaque  livre  est  suivi  des  énoncés  de  plusieurs  théo- 
rèmes à  démontrer  et  de  plusieurs  problèmes  a  résoudre, 
choisis  parmi  ceux  qui  demandent  quelque  réflexion  et 
un  certain  degré  d'intelligence. 

Le  livre  est  terminé  par  trois  notes  sur  la  théorie  des 
parallèles ,  la  quadrature  du  cercle  et  l'involution,  qui 
méritent  d'être  lues. 

Quoique  étrangère  la  langue  slave,  nous  enregistrons 
avec  une  grande  satisfaction  cet  inventaire  de  l'état  ac- 
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(uel  de  la  srieiice  comme  elle  devrait  être  enseignée  dans 
nos  lycées.  Nous  félicitons  la  patrie  de  Copernic  de  cette 
riche  et  estimable  production. 

O.  Terquem,  rédacteur. 


BIOGRAPHIE. 


Henri-Christian  SCHUMACHER. 

Né  dans  le  hameau  de  Bramstedt ,  en  Holsteîn  ,  le  3  sep- 
tembre 1780.  Son  père  Andréas  était  conseiller  royal  de 
Danemark;  la  famille  est  venue,  dans  le  xvi*  siècle,  de 
Wcstphalie  en  Danemark.  Après  divers  emplois,  il  fat 
nommé  bailli  de  l'arrondissement  de  Bramstedt  où  H.-C. 
Schumacher  est  né;  et  ensuite  il  fut  maire  (amtmann)  à 
Segeberg,  où  il  eut  un  second  fils,  Andreas-Anlon-Friede- 
rich  Schumacher.  La  mère  était  veuve  d'un  frère  du  cé- 
lèbre géographe  Busching.  Les  deux  frères  reçurent  la 
première  éducation  à  la  maison.  Schumacher  montra  dès 
Tenfance  une  prédilection  pour  les  mathématiques  qu'il 
apprit  dans  le  cours  de  Wolf.  Il  étudia  le  droit  à  Kiel  et 
fut  reçu  en  1806  docteur  en  droit  à  Goltingue.  De  là  il 
passa'  quelques  années  comme  précepteur  dans  une  mai- 
son en  Livonie.  A  son  retour,  il  fit  la  connaissance  du 
comte  de  Reventlow,  curateur  de  l'université  de  Riel, 
qui  lui  donna  les  moyens  de  se  livrer  entièrement  aux 
mathématiques  et  à  Tastronomie.  Il  passa  quelques  années 
à  Gottingue  auprès  de  Gauss.  En  181 1,  il  fut  nommé 
professeur  d'astronomie  à  Copenhague  où  Bugge  était  di- 
recteur. Avec  la  permission  du  roi ,  il  accepta  en  1812  la 
place  de  directeur  à  l'observatoire  de  Mannheim,  se  ma- 
ria avant  son  dc'part  avec  Christine-Madeleine ,  née  de 
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Schonn,  dont  il  eut  quatre  fils  et  trois  filles;  Tainé  et  le 

plus  jeune  des  fils  le  prëcédèrent  dans  la  tombe.  Bugge 
étant  mort ,  il  fut  nommé  à  sa  place  et  fît  les  cours  d'As- 
tronomie en  latin ,  et  il  vint  à  Paris  et  à  Londres  en  1819, 
eu  1826  à  Munich,  et  tous  les  ans  il  alla  visiter  Olbers 
à  Brème. 

Il  forma  comme  disciples:  MM.  Gunlaa,  professeur 
en  Islande;  Nissen;  Deichgraf ,  à  Tondern;  Hansen,  di- 
recteur à  Gotha  •,  Claussen,  directeur  à  Dorpat;  Peters, 
professeur  d'astronomie  à  Konigsberg  ;  et  Petersen ,  son 
aide  à  Tobscrvatoired^Altona  depuis  1827  (*). 

Se  sont  exercés  sous  lui  les  directeurs  :  Olufsen  à  Co- 
penhague; Sélander,  à  Stockholm;  Svanberg,  à  Upsal  ; 
Fuss^  à  Vilna;  Agaardh,  à  Lund;  Gould,  h  Cambridge 
(Amérique  septentrionale)  ;  son  fils  Richard  Schumacher, 
MM.  Old,  Sonntagg,  Quirling. 

Il  est  mort  le  28  décembre  i85o  à  1 1  heures  et  demie 
du  matin,  d'une  bronchite,  et  est  enterré  à  Altona,  à 
côté  de  sa  mère  morte  le  3o  octobre  1822.  Son  frère  An- 
dréas est  au  service  militaire  du  Danemark. 

Ouvrages  de  Schumacher, 

1.  Brahé  (Tycho  de)  Ohsetvationes  comefœ  anni 
iSgS,  Uraniburgi  habitas  y  edidit  H.-C.  Schumaciter. 
In-4,  Altona;  i845. 

2.  Ephemeris  of  the  distances  of  the  four  planets 
Venus,  Mars^  Jupiter  and  Saturnfrom  the  Moons  cen- 
ter  for  thejears  1822  to  i83o  ;  to  whichare  added  tables 
for  finding  the  latitude  by  Polar-Star  for  i82i-3o. 
Copenhague,  1820-28. 

3.  Ephemeris  ofthe  distances  of  the  four  planets 

(*)  Mort  en  i855. 

Bullciin  mathématique,  t.  U.  (Février  i856.)  2 


(  »8) 
Venus,  Mars  y  Jupiter  and  Salwnfrom  the  Mootis  cen^ 
ter  in  tlieyear  iSap.  Copenhague  ,  1827. 

4.  Ephemeris  of  the  distances  of  the  four  planets 
Venus  y  Mars  y  Jupiter  and  Saturnfrom  the  Moons  cen^ 
ter  for  theyear  i833.  In-8;  Copenhague,  i83i. 

5.  Distances  of  the  Sun  und  the  four  planets  Venus, 
Mars,  Jupiter  and  Saturn  from  the  Moon,for  theyears 
1835,  i836,  1837,  i838.  4  volumes  in-8;  Copenhague, 
1834. 

6.  Tables  auxiliaires  astronomiques  pour  Tannée 
1827.  In-8,  Copenhague.  (En  français.) 

7.  Idem,  pour  les  années  1825-1827.  3  vol  in-8.  (En 
allemand.) 

8.  Idem,  pour  les  années  1827-1829.  In-8.  (En  alle- 
mand.) 

9.  Idem,  pour  les  années  1820- 1829.  10  vol.  in-8. 
(En  allemand.) 

10.  Collection  de  Tables  auxiliaires,  2  vol.  in-8.  Co- 
penhague, 1822.  (En  allemand.) 

H.  Journal  of  observations  made  for  ascertoining 
the  time  of  the  place  in  the  observ^atory  which  was  crée- 
ted  at  Ilelgolandfor  that  purpose,  In-4  ;  Alloua ,  1826. 

12.  Delatitudine  speculœ  Hayniensis.  In-49  Altona, 
1827. 

13.  Géométrie  der  Stellung.  Uebersetz  von  H.-C. 
Schumacher.  2  vol.  in-8;  Altona,  1810.  (Traduction  de 
la  Géométrie  de  position  de  Carnot.  ) 

14.  MelioIa(A.).  Tables  des  Logarithmes-nombres 
(anti-logarithmes),  avec  une  préface  de  Schumacher. 
In-12;  Altona,  1840.  (En  allemand.) 

15.  Tabula  in  qua  inueniuntur  logarithmi conormalis 
.{n)  radicœ  terrestris  (r)  cumangulo  intercepto  (t^)  datœ 
latitudini  astronomicœ  [q)  respondentes.  In-4  5  Copen- 
hague. 
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16.  Cheljus  (G.  K).    Maasse  h  geyvichisbuch.  Livre 
des  Poids  et  Mesures.  3*"  édition ,  par  J.-F.  Hanschild, 
avec  upe   préface  de  Schumacher.  In-8  ;  Francforl-sur- 
Mein,  i83o. 

•   17.  JRéseau  tri^onométrique  du  duché  de  Holstein, 
Dessins  à  la  plume  sous  la  direction  de  Schumacher. 

18.  Tngon.  naet  construert  under  dù^ection  ofproj. 
Schumacher  i  Hertogdommet  Lauenberg^  of  P.  Stef- 
fens.  Pessin  à  la  plume  du  réseau  trigonométrique  du  du- 
ché de  L^Luenbourg. 

19.  Struve  (W.  ).  Sur  la  dilatation  de  la  glace  y  d'a- 
près les  expériences  faites  à  Poulkova  en  i845  et  1846 
par  Schupiacher,  Pohrt  et  Moritz.  In-4^  Saint-Péters- 
bourg. (En  français.) 

20.  Astronomische  Nachrichten^  heraug  vpn  H.-C. 
Schumacher.  Vol.  I-XXXII,  ii^-4*  Alton^,  i823-i85o. 
(Nouvelles  astronomiques.)  (Prix  :  460 francs.) 

Inédit.  Traité  de  cinq  pages  Sur  une  méthode  de 
Gauss  de  calculer  les  orbites  des  planètes. 

Inédit.  Solution  mathématique  du  problème  :  Connais- 
sant les  hauteurs  absentées  de  deux  étoiles ,  trouver  leur 
latitude. 

Inédit.  Obseri^ations  à  la  lunette  méridienne  faites 
à  Mannheùnetà  Copenhague  en  i8i3  et  en  i8t5.  (En 
allemand.  ) 

Inédit.  Journal  des  observations  à  l  *  observatoire  de 
Mannheim  en  1 8 1 3  e ^  en  1 8 1 4  • 

Inédjc.  Traité  de  la  détermination  du  temps  par  les 
azimuts. 

Observation.  Cette  liste  est  extraite  du  catalogue  de  li- 
vres et  caries  composant  la  bibliothèque  de  feu  H.-C. 
Schumacher,  etc.  T*"  partie:  Sciences  mathématiques, 
physiques  et  naturelles.  En  vente  aux  prix  marquées  chez 
A.  Asher  et  C*,  à  Berlin.  In-8  de  147  pages-,  i855. 


Ce  catalogue,  excellente  production  bibliographique, 
renferme  2556  articles,  dans  lesquels  les  ouvrages  mathé- 
matiques sont  compris  depuis  874jusqu  ài762,  en  toutSSp 
ouvrages  mathématiques.  Collection  formée  par  un  simple 
particulier.  Notre  Observatoire,  fondé  par  Louis  XIV,  suc- 
cessivement royal,  national,  impérial ,  nonobstant  ces  ti- 
tres officiels ,  n'a  pas  ce  qu'on  peut  appeler  une  biblio- 
thèque. On  n'y  trouve  même  pas  la  collection  complète 
de  la  Connaissance  des  Temps  ni  Y  Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes.  Il  est  urgent  de  faire  disparaître  cette 
honteuse  lacune.  Chaque  année  une  somme  devrait  être 
portée  au  budget  pour  fonder  une  bibliothèque  astrono» 
mique  à  l'Observatoire.  On  devrait  même  y  transporter 
les  ouvrages  astronomiques  de  la  Bibliothèque  impériale. 
C'est  là  leur  véritable  place  (*).  Ces  mesures  sont  dignes 
de  l'illustre  directeur  qui  s'est  donné  la  sainte  mission 
de  relever  Tastronomie  en  France,  et  de  ramener  les 
temps  des  Cassini ,  des  Lacaille ,  des  Lalande. 


NOTICE  HISTORIQUE  SUR  LA  DUPLICATION  DU  CUBE. 


L'influence  immense  de  ce  célèbre  problème  sur  les 
progrès  de  la  géométrie  chez  les  Grecs  nous  engage  à  en 
donner  un  historique  succinct ,  d'autant  plus  qu'il  pré- 
sente de  bons  sujets  d'exercice.  Dans  cette  vue,  nous 
supprimons  les  démonstrations;  aucune  ne  dépasse  la 
portée  d'un  bon  élève  de  mathématiques  supérieures. 

(*)  Une  bibliothèque  universelle  entraine  infailliblement  avec  elle  un 
désordre  universel  ;  plus  elle  s'enrichit,  moins  on  y  trouve  ce  qu*on 
cherche.  On  réhdrait  à  la  Bibliothèque  impériale  un  service  immense  eu 
y  laissant  seulement  les  ouvrages  purement  littéraires,  philosophiques > 
historiques,  et  en  distribuant  les  ouvrages  scientifiques  parmi  les  biblio- 
théques  spéciales  de  Paris. 
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Nous  prenons  pour  guide  <  ette  excellente  monographie: 

Historia  problematis  de  cubi  duplîcationc  swe  de  in- 
\>eniendis  duabus  mediis  continue  proportionalibus  intcr 
duas  datas ^  auctore  Nicolao-Theodoro  Reimer ,  philos, 
doct.,  Gottingue,MDCCXCVIII  (1798),  in-8de  xvi-aua 
pages. 

C'est  le  développement  d'une  dissertation  inaugurale 
que  le  savant  auteur  avait  publiée  au  même  endroit  deux 
années  auparavant. 

Eratosthéne  ( — aSa),  ayant  construit  un  instrument 
pour  la  résolution  du  problème,  le  suspendit^  comme  of- 
frande, à  Tune  des  colonnes  d'un  temple,  et  y  joignit  une 
description  en  vers.  Plolémée  Evergète  (III  )  (de  —  247  à 
—  222 )  en  ayant  entendu  parler,  voulut  eu  avoir  une 
connaissance  plus  détaillée.  Eratosthéne  lui  écrivit  une 
lettre  que  nous  a  conservée,  probablement  dans  son  en- 
tier, Eutocius  d'Ascalon  (  +  4^0  dans  son  Conuuentaùe 
sur  les  deux  livres  d^Archiniède  relatifs  à  la  sphère  et  au 
cylindre. 

On  trouve  cette  lettre  et  le  poëme  dans  le  livre  I  des 
Scholaruni  mathematicorum  de  Ramus,  dans  l'édition 
d'Archimède,  d'Oxford,  p.  i44ï  ^^  aussi  dans  les  œuvres 
de  Viète,  édition  de  Schooten  ,  p.  34^,  mais  avec  quelques 
fautes. 

Cette  lettre  contenant  des  renseignements  sur  l'ori- 
gine du  problème ,  nous  en  donnons  la  traduction  ainsi 
que  celle  du  poëme  (*). 

AU  ROI  PTOLÉMÉE,  ÉRATOSTHÈHE,  SALUT. 

«On  dit  qu'un  ancien  tragique  a  mis  en  scène  Minos  fai- 
sant construire  un  tombeau  pour  Glaucus.  Ce  roi ,  en  ap- 
prenant que  le  tombeau  aurait  cent  pieds  sur  toutes  les  di- 

(*)  Elle  a  été  faito  par  mon  fils  Alfred,  élève  an  lycée  Saint-Louis,  et 
revue,  ainsi  que  les  passages  grecs,  par  M.  Vincent,  membre  de  l'iublitut. 
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mensions,  dit  à  l^architecte:  «  Tu  proposes  un  tombeau 
n  trop  petit  pour  le  logis  d*un  roi  *,  qu'il  soit  doublé.  )> 

»  L'architecte  ne  se  trompa  point  quant  à  la  forme 
qui  e(Tectivement  devait  être  cubique;  mais  il  s^ aperçut 
qu'il  avait  commis  une  erreur  en  doublant  les  côtés.  En 
effet ,  en  doublant  les  côtés  ,  la  surface  devient  quadru- 
ple et  le  volume  octuple.  Il  s'informa  auprès  des  géomè- 
tres pour  savoir  par  quel  moyen  on  pourrait  doubler  le 
cube  en  conservant  toujours  la  forme  cubique.  Ce  pro- 
blème fut  appelé  la  duplication  du  cube,  attendu  qu'étant 
donné  un  cube ,  il  s'agissait  de  le  doubler. 

»  Tous  pendant  longtemps  restèrent  indécis,  lors- 
qu'Hippocrate  de  Chio  imagina  qu'en  prenant  deux 
droites  dont  la  plus  grande  fût  le  double  de  la  plus  petite , 
et  insérant  entre  ces  droites  deux  moyennes  en  propor- 
tion continue ,  on  parviendrait  ainsi  à  doubler  le  cube  : 
de  sorte  qu'il  ramena  une  question  difficile  k  une  autre 
qui  ne  l'ctait  pas  moins.  Quelque  temps  après ,  une  peste 
tUant  survenue  dans  l'Ile  de  Délos  et  l'oracle  ayant  or- 
donné de  doubler  un  des  autels ,  les  Déliens  rencontrèrent 
la  même  difficulté.  Ils  envoyèrent  auprès  des  géomètres 
de  l'académie  de  Platon ,  pensant  y  trouver  ce  qu'ils  cher- 
chaient. Ceux-ci  se  livrèrent  à  d'activés  recherches  pour 
trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  li- 
gnes données  ;  et  Ton  dit  qu'Archyias  dv  Tarente  résolut 
le  problème  en  employant  des  demi-cylindres ,  et  Eu- 
doxe  au  moyen  de  certaines  lignes  courbes.  Tous  trai- 
tèrent la  question  théoriquement  \  mais  aucun  ne  put 
trouver  une  solution  réalisable  dans  la  pratique ,  excepté 
Ménechme  qui  y  est  parvenu  depuis  peu ,  et  encore 
très-péniblement.  Quant  à  nous ,  nous  avons  imaginé  un 
instrument  d'un  emploi  facile  avec  lecjuel  on  tiouvera, 
non-seulement  deux  moyennes,  mais  encore  autant  qu  on 
rn  voudra.  Ati  moyen  do  cet  instrument,  étant  donné 
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uu  solide  quelconque  compris  sous  des  faces  paiallélo- 
grammes,  nous  pourrons  le  transformer  eu  un  cube,  et 
plus  généralement  transformer  une  figure  en  une  autre 
semblable,  en  augmentant  les  dimensions  sans  changer 
la  forme.  C'est  ainsi  que  nous  pouvons  donner  la  forme 
cubique,  par  exemple,  aux  autels  et  aux  temples,  atix 
vases  qui  servent  à  mesurer  les  liquides  et  les  chpses  sè- 
ches ,  de  façon  à  pouvoir  déduire  des  côtés  de  la  figure 
la  capacité  du  cube  (*).  Cette  invention  sera  très-utile  pour 
augmenter  la  force  projective  des  machines  qui  servent  à 
lancer  des  traits,  des  pierres,  etc.  :  car  il  faut  alors  tout 
augmenter  proportionnellement,  les  épaisseurs  ,  les  lon- 
gueurs, les  ouvertures,  les  cordages,  etc.,  si  Ton  veut 
couserver  la  similitude^  et  tout  cela  ne  peut  se  faire  sans 
la  recherche  des  moyennes.  » 

POEME. 

tt  Mon  cher,  si  tu  veux  doubler  un  cube  ou  transformer 
exactement  une  figure  solide,  voici  ce  que  tu  dois  faire. 
Soit  qu'il  s'agisse  de  mesurer  une  enceinte ,  une  cave  ou 
une  citerne  de  grande  dimension  ,  tu  le  pourras  en  faisant 
mouvoir  deux  règles  moyennes  proportionnelles  entre 
deux  extrêmes  parallèles.  Ainsi  ne  te  fatigue  pas  avec  les 
opérations  difficiles  des  cylindres d'Archy tas,  ou  avec  les 
trois  sections  du  cône  de  Ménechme ,  ou  même  en  décrivaTit 
les  lignes  courbes  du  divin  Eudoxe.  Avec  ces  planchettes  , 
tu  construiras  facilement  une  infinité  de  moyennes,  en 
commençant  parla  plus  pelite.  O  Ptolémée,  heureux  père 
d'être  le  compagnon  de  jeunesse  de  ton  fils  et  d'avoir  pu 
Torner  de  tous  les'  dons  chers  aux  muses  en  même  temps 
«{u'aux  rois!  O  Jupiter  céleste,  que  ce  soit  de  ta  propre 
main  que  plus  tard  il  reçoive  le  sceptre  !  Que  tout  s'ac- 

(')  Les  autels  de  Jéhova  n'étaient  pas  des  cubes,  mais  formaient  la  moi- 
tic  ou  le  double  d*un  cube  (Exode  37;  Paralip.  i/i).  Ainsi  le.  cube  est  un 
type  païen,  et  le  prisme  droit  à  base  carrée  un  type  jéhoviste. 
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(  oiiiplisse  ainsi ,  el  qu'en  voyant  celle  offrande ,  ou  dise  : 
C'est  un  hommage  d'Eralosthène  de  Cyrène.  » 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  Tinstrument  et  sur  sa 
description. 

L'auteur  tragique  dont  il  s* agit  est  évidemment  Euri- 
pide (7  480 )  qui  a  fait  une  tragédie  ayant  pour  sujet  la  fa- 
ble de  Glaucus.  Le  célèbre  philologue  hollandais  Walke- 
naër  a  complété  ainsi  le  second  vers  : 

[Diatribe de fragm .  Euripid,^  p.  ao3.) 

Telle  est  Torigine  fabuleuse.  Pluiarque  ( — 66),  dans  son 
écrit  sur  le  génie  familier  de  Socrale,  raconte  ainsi  Tori- 
gine  historique.  Au  siècle  de  Platon  ( — 45a),  une  peste 
ravageait  Tile  de  Délos  et  toute  la  Grèce.  On  consulta  l'o- 
racle de  Delphes.  Apollon  répondit  qu'il  voulait  qu'on  lui 
élevât  un  autel  double  en  volume  de  celui  de  Délos  (  *)  et 
de  même  forme  cubique.  Les  architectes  firent  la  faute  in- 
diquée par  Eratosthène  ;  et  Philoponus  (•+-6i7)(**),  dans 
son  Commentaire  sur  les  Analytiques  d' A  ris  tote  (  Venei., 
i534,  p.  24)  d'où  ce  récit  est  tiré,  dit  que  plusieurs 
placèrent  un  cube  sur  un  autre  et  firent  ainsi  unparallé- 
lipipède.  La  peste  c^ontinuant,  le  dieu ,  consulté  une  se- 
conde fois,  fit  la  même  réponse  (***). 

Mais  écoutons  l'ininiitable ,  le  délicieux  Amyot.  Pla- 
ton est  allé  en  Egypte  pour  converser  avec  les  prêtres. 
Un  nommé  Sammias ,  sou  compagnon  de  voyage,  raconte 
ce  qui  arriva  au  retour. 

((  Ainsy  que  nous  passions  le  long  de  la  Carie ,  quel- 
ques gents  de   l'isle  de  Délos  nous  rencontrèrent   qui 

(")  De  là  le  nom  de  problème  déliaque, 

{**)  Johaiines  Alexanilrinuft  Christianus,  Niirnonimé  Phlloponus  ù  cause 
du  grand  nombre  de  ses  écrits. 

(***)  11  est  probable  que  c'est  Platon  qui  a  fait  soul'fler  cette  réponse  à  la 
Pythie.  Ramus,  dansTendroit  cité  ci-dessus,  dit  que  la  Pythie  ^rXacTovi^^n , 
platonise. 
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feirent  requeste  à  Platon,  comme  estant  bien  versé  et 
exereité  en  la  géométrie,  de  leur  souldre  un  oracle  es- 
trange  et  fascheux  à  entendre  que  Dieu  leur  avait  donné. 
La  teneur  de  Toracle  estait,  que  les  Déliens  et  tous  les 
aultres  peuples  grecs  auroyent  cessation  de  leurs  maulx 
et  misères  quand  ils  auroyent  doublé  son  autel  qui  es- 
toit  au  temple  de  Délos,  Car  ils  ne  pouvojent  imaginer 
que  vouloit  dire  la  substance  de  cest  oracle ,  et  si  se  fei- 
rent moquer  d'eulx ,  quand  ils  cuidèrent  doubler  la  struc- 
ture et  fabricque  de  cest  autel  :  car  en  ayant  doublé 
chasque  costé ,  ils  ne  se  donnèrent  guarde  qu'ils  avoyent 
faict  uu  corps  solide  huict  fois  aussy  grand  comme  il 
estoit  auparavant,  par  ignorance  de  la  proportion  qui 
double  telle  grosseur.  Si  recoururent  à  Tayde  de  Platon 
en  ceste  difficulté.  Et  lui ,  se  soubvenant  du  prebstre 
égyptien  leur  dict,  que  Dieu  se  joûoit  aux  Gi*ecs,qui  mes- 
prisoy-eot  les  sciences ,  -comme  en  leur  reprochant  leur 
ignorance,  et  leur  commandant  d'estudier  à  bon  escient, 
et  non  pas  par  dessuz  en  la  géométrie  :  parce  que  ce  n^es- 
toit  pas  œuvre  d'entendement  morose,  nez  que  veist  trou- 
ble, ains  qui  feust  ex tresmement  exereité  en  la  science 
des  lignes,  que  de  sçavoir  trouver  deux  lignes  moyennes 
proportionales  :  qui  est  le  seul  moyen  de  doubler  un 
corps  quarré  en  augmentant  engualement  toutes  ses  di- 
mensions :  et  quant  à  cela,  que  Eudoxus  le  Gnidien,  ou 
Helicon  le  Cyzicenien,  le  leur  rendroyent  par  faict  : 
mais  au  reste  Dieu  n'avoit  que  faire  de  ce  redoublement. 
Là  n'y  estoit  pas  ce  qu'il  vouloit  dire  \  ains  qu'il  com- 
mandoit  aux  Grecs  de  quitter  les  armes  pour  converser 
avecques  les  Muses ,  en  addoulcissant  leurs  passions  par 
Tëstude  des  lettres  et  des  sciences ,  et  ainsy  se  comporter 
ensemble  en  prouffitant,  et  non  pas  en  portant  dommage* 
les  uns  aux  aultres.  »  (Plijtarqiie,  traduction  d'Amyot, 
édition  de  Bastien,  t.  XIV,  p.  375.) 
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Cette  réponse  stimula  exlraordinairement  le  zèle  de 
ses  disciples,  et  il  les  engagea,  pour  résoudre  le  problème 
par  une  proportion  doublement  continue,  à  étudier  les 
courbes  résultant  de  Tintersection  des  solides.  Proclus 
(-h  4ia)  dit  (dans  son  Traité  du  genre  des  courbes  sur 
la  quatrième  définition  d'Euclide)  : 

(p.  19  de  redit.  deBâle). 

Platon  s'occupa  le  premier  de  la  section.  H  s'agit  ici 
non  pas  des  coniques,  mais  des  sections  des  surfaces 
en  général.  Et  Proclus  [ibid^  p.  3i) ,  suivant  en  cela  Gé- 
minus  ( —  100) ,  attribue  même  les  sections  coniques  à 
Ménechme  ,  disciple  de  Platon,  et  les  spiriquesà  Perseus  : 
E'^^ifùûfOàLt  St  rmvrttç  rmc  Têfuts^  rmt  fût  ô^ù  Mf>«i';^«cr  ri»  itmuKmÇy 

«  On  pense  que  de  ces  sections, -les  uues ,  savoir  les  coni- 
ques, ont  été  trouvées  par  Ménechme,  et  les  autres ,  les 
spiriques,  par  Perseus.  »> 

D'après  la  lettre  d'Eratosthène ,  il  paraîtrait  que  c'est 
Hip|>ocrale  de  Chios ,  le  premier  auteur  d'éléments  de 
géométrie  et  le  célèbre  inventeur  des  lunules  (  —  45o) , 
qui  le  premier  ramena  le  problème  à  l'insertion  de  deux 
moyennes  géométriques.  On  trouve  même  dans  Proclus 
une  phrase  très-remarquable,  eu  ce  qu'elle  semble  don- 
ner la  clef  des  porismes  et  en  attribuer  l'invention  à  Hip- 
pocrate  de  Chios  : 

ir4iti0-*ç{)a4  l'v0-0xpatrjyy  rov  X7o».  (p.  So.) 

«  On  dit  qu'Hippocrate  de  Chios  est  le  premier  qui  ait 
opéré  le  transport  des  figures  embarrassées  (sans  issues  ).  » 
N'cst-ce-pas  ce  qu'on  nomme  aujourd'hui  des  méthodes 
métamorphiques,  ouïe  transport  («^ay^v)  de  propriétés 
connues  d'une  iigure  facile  aux  figures  compliquées  (  par 
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exemple,  des  cercles  aux  coniques)  ?  Les  théorèmes  qui  pro- 
curaient ces  passages  étaient  des  poiismes  («^«.^/C^,  frayer 
un  passage)  ;  telles  sont  aujourd'hui  les  propriétés  s^meu- 
taires-ou  fasciculaires,  etc. 

Avant  de  s'adonner  à  la  géométrie,  Hippocrate  exer- 
çait le  négoce  avec  tant  d'impéritie ,  qu'il  s'y  est  ruiné, 
victime  des  fraudes  des  percepteurs  byzantins  de  l'impôt 
du  5o*  (a  pour  loo)  sur  le  revenu  (sri»T9««ffTtfA«V«'). 

Pappus  (  —  3oo)  donne  quatre  solutions  :  celles  d'Éra- 
tosthène,  de Nicomède,  de  Héron,  et  la  sienne  (lib.  III, 
p.  8,  de  la  traduction  de  Commandin.  Bologne,  i66o). 

Il  décrit  une  seconde  fois  sa  solution  pour  en  montrer 
l'emploi  en  mécanique,  dans  la  préface  du  VDP  livre 
(pages  449-463). 

Eutocius ,  d'Ascalôn  en  Palestine  (+  600),  auteur 
d'un  Commentaire  sur  les  deux  livres  de  la  sphère  et  du 
cylindre  d'Archimède,  ramène  à  la  duplication  du  cube 
la  question  où  il  s'agit  de  construire  une  sphère  équiva- 
lente à  un  cône  ou  à  un  cylindre.  Outre  les  quatre  solu- 
tions de  Pappus,  il  en  rapporte  sept  autres  :  celles  d'Archy- 
tas,  Platon,  Ménechme,  Apollonius  de  Pergc,  Philon  de 
l^yzance,  Dioclès  et  Sporus.  Ainsi  l'antiquité  nous  a 
transmis  onze  solutions  que  nous  allons  décrire  succinc- 
tement en  langage  moderne. 

1.  Pl4tow  ( —  452)« 

Soit  un  trapèze  AECD,  rectangle  en  C  et  en  E  \  si  les 
deux  diagonales  AC,  DE  se  coupent  à  angle  droit  en  B, 
on  aura    ' 

DB  :  BC  =  BC  :  BE  =  BE  :  AB  ; 

donc  BC,  BE  sont  deux  moyennes  proportionnelles  entre 
AB  et  DB.  Si  donc  ces  deux  dernières  lignes  sont  données, 
on  les  met  à  angle  droit  en  B  5  ensuite  on  a  un  instru- 
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ment  formé  dedeux  montants  ajustés  perpendiculairement 
sur  une  traverse^  on  applique  cet  instrument  sur  Té- 
querré  ABD  et  on  le  mène  jusqu'à  ce  que  la  condition 
géométrique  soit  satisfaite. 

2.  Archttas  ( — 4oo). 

AB  est  le  diamètre  d'un  demi-cercle  que  nous  suppo- 
sons horizontal  et  AG  une  corde  inscrite  ;  c'est  entre  AB 
et  AC  qu'il  faut  insérer  deux  moyennes  géométriques. 
Soit  D  Fintersection  de  AC  prolongé  avec  la  tangente 
menée  en  B.  Sur  la  demi-circonférence  ACB  comme  base  , 
imaginons  un  demi-cylindre  vertical,  et  sur  AB  comme 
diamètre  un  demi-cercle  vertical ,  au-dessus  du  plan  ho- 
rizontal ^  supposons  que  ce  demi-cercle  tourne  autour  de 
l'arête  du  demi-cylindre  qui  passe  par  A ,  il  engendre  un 
tore.  Désignons  par  M  la  courbe  à  double  courbure,  in- 
tersection du  tore  avec  le  demi-cylindre.  Supposons  que 
le  triangle  rectangle  ABD  tourne  autour  de  AB  comme 
axe;  l'hypoténuse  AD  décrira  un  cône.  Désignons  par  N 
l'intersection  de  ce  cône  avec  le  cylindre  ;  soit  K  l'inter- 
section des  deux  courbes  M  et  N,  et  I  la  projection  de  K 
sur  la  base  du  demi-cylindre  ;  I  sera  évidemment  sur  la 
demi-circonférence  ACB  \  on  aura 

AB  :  AK=  AK  :  AI  =  AI  :  AC. 

C'est  le  premier  exemple  d'une  courbe  à  double  courbure 
qu'on  rencontre  chez  les  Grecs,  C'est  une  belle  question 
de  stéréotomie  à  proposer  aux  candidats  pour  TÉcole  Po- 
lytechnique. 

Archyta8,ami  de  Platon,  était  stratège  des  Tarentins(*). 
Horace  Ta  immortalisé  dans  cette  ode  (lib.  I,  od.  28): 
Te  maris  et  terras,  numeroquc  carentis  arcnœ, 
Mensorcm  cohibent^  Archjrta, 


(*)  Il  a  péri  dans  un  naufrage. 
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Cétait  une  opinion  répandue  dans  Tantiqui té  et  consi- 
gnée même  dans  la  Bible ,  qu'il  n'existe  pas  de  nombre  qui 
puisse  exprimer  le  nombre  des  grains  de  sable  existant  sur 
la  terre ,  opinion  qui  n'aurait  jamais  eu  cours  si  les  An- 
ciens avaient  eu  un  système  chiffré.  \J Arénaire  d'Archi- 
mède  a  pour  unique  but  de  prouver  le  contraire. 

3.  Méneghme  ( — 4^0)- 

Deux  solutions  :  la  première  par  F  intersection  d'une 
parabole  et  d'une  hyperbole  -,  la  seconde  par  l'intersection 
de  deux  paraboles.  Solutions  extrêmement  remarquables. 
Elles  sont  le  premier  exemple  de  lieux  géométriques ,  en 
usage  encore  aujourd'hui,  et  montrent  que  l'invention  des 
trois  sections  coniques  est  bien  due  à  Ménechme  \  et  c'est 
ce  qu'Eratosthène ,  dans  le  poëme  rapporté  ci-dessus, 
nomme  la  triade  (^)  de  Ménechme.  II  obtenait  ces  cour- 
bes en  coupant. le  cône  droit  par  un  plan  perpendiculaire 
à  une  arête.  L'angle  au  sommet  étant  droit ,  il  obtenait 
la  parabole;  aigu,  l'ellipse;  obtus,  l'hyperbole.  Apol- 
lonius a  montré  le  premier  qu'on  pouvait  obtenir  la 
triade  sur  un  cône  oblique  quelconque ,  certaines  hyper- 
boles exceptées. 

Ménechme,  disciple  d'Eudoxe  de  Cnide  et  auditeur  de 
Platon,  était  frère  de  Dinostrate,  l'inventeur  de  la  qua- 
dratrice. 

4.  Héron  d'Alexandrie  ( —  iSa). 

Soit  ABCD  un  rectangle  et  E  le  centre  de  ce  rectangle  ; 

au  sommet  B  on  applique  une  règle  rencontrant  les  côtés 

CD,CA ,  prolongés  respectivement  en  F  et  en  G;  on  fait 

mouvoir  cette  règle  jusqu'à  ce  qu'on  ait  EF  =  EG;  alors 

on  aura 

AB  :  AG  =  AG  :  DF  =  DF  :  BD; 

on  a  donc  ainsi  deux  moyennes  entre  AB  et  BD  ou  entre 
CDetCA.. 


{*)  Ce  mot  n'est  pat  dans  la  prose  de  la  lettre. 
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Dans  la  construction  des  machines  de  guerre ,  cata- 
pultes, balisies,  etc.,  les  Grecs  prenaient  pour  calibres 
le  diamètre  de  la  corde  tendue  {rétif) ,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  le  diamètre  du  trou  par  lequel  on  passait  la 
corde  ;  ce  diamètre  servait  de  module  à  toute»  les  dimen* 
sions  de  la  machine.  Le$  diamètres  étaient  proportion* 
nels  aux  racines  cubiques  des  poids  lances.  Il  suffit  d'une 
lecture  superficielle  de  V Arénaire  pour  se  convaincre 
combien  était  pénible,  sans  Taide  de  chiffres,  Tex- 
traction  des  racines.  Aussi  les  Anciens  ramenaient  ces 
opérations  d'arithmétique  à  des  constructions  graphiques. 
C'est  pour  cet  usage  technique  que  Héron  indique  cetic 
construction  dans  son  Traité  intitulé  :  J^i^-ncûxi^  De  la 
fabrication  des  traits^  qui  fait  partie  de  la  collection  pu- 
bliée par  Thévenot  sous  le  titre  de  Feieres  mathemati-- 
ci[*).  Pappus  donne  aussi  cette  construction. 

On  sait,  d'ailleurs,  que  l'extraction  d'une  racine  cu- 
bique et  rînserlion  de  deux  moyennes  géométriques  sont 
deux  opérations  que  Ton  peut  appeler  identiques 

Héron  était  élève  du  eélèbre  constructeur  Ctésibius , 
dont  la  vie  a  été  publiée  par  Bern.  Baldus  (Aug.  Vindel. 
i6i4)  in-4)« 

S.  Philow  de  Hyzance  ( —  iSa). 

Soit  ABCD  un  rectangle;  sur  la  diagonale  AC  comme 
diamètre  on  décrit  une  circonférence  qui  passera  par  B 
et  D;  en  B  on  applique  une  règle  coupant  la  circonfé- 
rence en  Eet  les  côtés  DC,  DA,  prolongés,  en  Fet  enG; 
on  fait  mouvoir  la  règle  jusqu'à  ce  qu'on  ait  BG  =  EF; 
alors  on  a 

BC  :  FC  =  FC  :  AG  =  AG  :  AB. 

Philon  était  aussi  élève  de  Ctésibius. 


(*)  Ce  titre  peut  induire  en  erreur:  il  y  a  lex  pneumatiques,  les  autO' 
mates,  etc.:  il  faudrait  dire  Mt'chanici  vcieres. 
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0.  Apollonius  db  Peege  ( —  ^47). 

ABCD  est  un  rectangle,  E  le  centre  du  rectangle;  de 
ce  point  comme  centre,  on  décrit  un  quadrant  FG  ren- 
fermé entre  les  cètés  AB  ,  AC  prolongés  ;  lorsque  la  corde 
FG  du  quadrant  passera  par  le  point  G ,  on  aura 

AB  :  AG  =  AG  :  DF  =  DF  :  CD. 

Cette  solution  ne  diflire  pas  de  celle  de  Héron.  C'est  k 
tort  que  Montucla  dit  qu'Apollonius  a  fait  emploi  d(*s  co- 
niques. 

7.  Ératosthène  ( — 276,  naissance). 

Soit  un  premier  trapèze  AA'BB'  rectangle  en  A  et  B; 
un  second  trapèze  adjacent  BB'  CC  '  rectangle  en  B  et  C , 
et  de  telle  sorte  que  les  sommets  A',  B',  C  sont  en  ligne 
droite,  et  les  diagonales  A'B,B'  C  sont  parallèles {  un 
troisième  CC'Diy  adjacent  au  second  :  les  sommets  B', 
C',D'  sont  en  ligne  droite,  et  les  diagonales  B'(],  CD 
sont  parallèles  ,  et  ainsi  de  suite.  Pour  fixer  les  idées ,  ne 
prenons  que  trois  de  ces  trapèzes ,  on  aura 

A  A'  :  BB'  =  BB'  :  CC  ^€C'  :  Diy  j 

de  sorte  que  BB'CC  sont  deux  moyennes  géométriques 
entre  AA'  et  DD'.  Ces  deux  dernières  lignes  étant  don- 
nées,  Eratostkène  a  inventé  un  instrument  nommé 
mésolabe  (^) ,  pour  réaliser  cette  construction  et  trou- 
ver les  intermédiaires  BB',  CC  Cet  instrument  était 
formé  d'une  plinthe  en  bois,  d^ivoire  ou  d'airain ,  sur 
laquelle  sont  placées  trois  planchettes  rectangulaires  très- 
minces  :  celle  du  milieu  est  fixe,  les  deux  autres  sont  mo- 
biles dans  des  rainures  pratiquées  le  long  des  côtés  de  la 

(*)  Mc?o^a6oy,  inBtrumentqui  prend  les  moyennes,  de  /uid^?  et  ^.a,u6«v6i. 
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planchette  fixe,  et  on  fait  mouvoir  les  phnchettes  mobiles 
jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  la  figure  géométrique  décrite  ci- 
dessus.  Si  les  lignes  données  surpassent  les  dimensions  de 
l'instrument ,  on  les  réduit  proportionnellement.  On  voit 
aisément  qu'on  peut  construire  un  semblable  instrument 
pour  insérer  autant  de  moyennes  géométriques  que  Ton 
veut.  On  comprend  maintenant  ce  qu'il  dit  dans  sa  des- 
cription poétique  :  que  cet  instrument  peut  servir  à  trans- 
former les  solides  ,  par  exemple ,  à  trouver  des  cônes  équi- 
valents à  des  sphères ,  etc.;  à  mesurer  toutes  sortes  de  vo- 
lumes. Les  planchettes  mobiles  sont  ce  qu'il  nomme  des 
règles.  Cette  partie  est  assez  obscure.  On  voit  qu'Eudoxe 
de  Cnide ,  auditeur  et  compagnon  de  Platon  en  ELgypte , 
a  aussi  donné  une  solution  du  problème  par  l'intersec- 
tion de  certaines  courbes.  Elle  ne  nous  est  pas  parvenue, 
et  devait  être  très -belle  à  en  juger  par  l'expression 
divine  (*)  dont  se  sert  Ératosthène.  Toutefois  Eu- 
tocius  dit  que  la  solution  d'Eudoxe  est  si  défectueuse, 
qu'elle  ne  mérite  pas  d'être  décrite^  et,  en  ellet ,  il  la  sup- 
prime. C'est  qu'il  s'agit  probablement  d'une  seconde  so- 
lution purement  mécanique. 

8.  NlCOMÈDE  ( —  i5o). 
Inventeur  de  la  conchoïde  (Nouvelles  j4 finales,  t.  II, 
p.  281),  il  inventa  un  instrument  pour  décrire  cette 
courbe  (Eutocius,  lib.  II,  page  146,  édition  d'Ox- 
ford). Il  se  sert  de  cet  instrument  pour  trouver  deux 
moyennes  géométriques  entre  les  droites  AB,  BC.  Il 
construit  le  rectangle  ABCD.  Soit  F  le  milieu  de  BC. 
Il  mène  en  F,  au-dessus  de  BC ,  une  perpendiculaire  sur 
BC,  et  construit  le  triangle  rectangle  CFG  où  Thjrpo- 

ténuse  CG  est  égale  à  -  AB  5  en  C  on  mène  CL  parallèle 

(*)  Touterois  l'épithèto  Ocou^itc  s'applique  à  Eudoxeet  non  h  sa  méthode: 
/<•  divin  Eudoxe. 
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à  BG ,  et  par  le  point  C ,  à  Taide  de  rinstnimcnt  con- 
choïdal ,  on  mène  la  droite  GHI  de  manière  que  la  par- 
tie HI  inscrite  dans  F  angle  que  forme  CL  avec  BC  pro- 
longée soit  égale  à  -  AB;  en  mène  la  droite  ID  rencon- 
trant BA  prolongé  en  M.  On  aura 

AB  :  IC  =  IC  :  MA  =  MA  :  BC. 

9,  DiocLÈs  ( —  looon  —  200). 

Auteur  de  la  dssoïde.  On  n^est  pas  d'accord  sur  le 
temps  où  il  a  vécu.  Mais  Pappus  parle  en  divers  endroits 
de  la  cissoïde,  il  est  vrai,  sans  nommer  Dioclès ,  nous 
en  dirons  la  raison  plus  loin  (lib.  IV,  prop.  3o,  p.  35-, 
lib.  III ,  prop.  4  5  P*  7  )  ;  Dioclès  est  donc  antérieur  à  cet 
auteur.  D'ailleurs  Proclus  (p.  3i),  transcrivant  Geminus , 
parle  de  la  cissoïde,  et  Geminus  est  du  i**^  siècle. .avant 
Jésus-Christ. 

Soient  AB,  CD  deux  diamètres  rectangulaires  d'une 
circonférence,  de  sorte  que  ACBD  sont  les  sommets  du 
carré  inscrit;  à  partir  de  D ,  prenons  de  part  et  d'autre 
deux  arcs  quelconques  DE,  DF égaux;  menons  la  corde 
BE  et  abaissons  de  F  une  perpendiculaire  FH  sur  le  dia- 
mètre AB,  et  soit  G  le  point  011  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  corde  BE.  Le  lieu  du  point  G  est  une  cis- 
soïde et  Ton  a 

AH  :  HF  =  HF  :  HB  =r  HB  :  HG. 

Ainsi,  entre  AH  et  HG,  ou  a  les  deux  moyennes  HP, 
HB.  La  courbe  étant  tracée,  on  comprend  Tusage  qu'on 
peut  en  faire  pour  la  solution  du  problème. 

La  cissoïde  est  une  courbe  à  branche  infinie  asymplo- 
tîqne;  mais  les  Anciens  ne  connaissaient,  du  moins  pc 
considéraient  que  la  portion  de  la  courbe  située  dans  Tin- 
térieur  du  cercle. 

*   Bulletin  nuiihématique ,  t.  11.  (Mars  i856.)  3 
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10.  Pappus  (h-  3oo). 

Au  commencement  de  ses  Collections.  Sa  construction 
fourmille  de  fautes  typographiques.  Elle  est  plus  exacte 
dans  Eutocius. 

Il  s'agit  de  trouver  deux  cubes  qui  soient  dans  un  rap- 
port donné. 

Soient  Ole  centre  et  AOB  le  diamètre  d'une  demi-ci  r- 
ronfërencc,  OC  un  rayon  perpendiculaire  '  au  diamètre 
AB;  je  prends  sur  OC  un  point  D  qui  divise  le  rayon  de 

manière  que  Ton  ait  --  égal  au  rapport  donné;  on  mène 

BD  qui  rencontre  la  circonférence  en  E.  Au  point  A ,  on 
attache  une  règle  mobile  rencontrant  la  corde  BE  en  F  ; 
le  rayon  OC  en  G  et  la  demi-circonférence  en  H,  et  on  la 
fait  mouvoir  jusqu'à  ce  qu'on  ait  FG  =  GH  \  alors  on 
aura 

ôc'     OC 

Le  point  F  appartient  à  la  cissoïde  ;  Eutocius  remarque 
avec  raison  que  celte  construction  ne  diffère  pas  essen- 
tiellement de  celle  de  Dioclès.  Il  parait  que  Pappus  Ta 
compris  ainsi,  car  il  a  soin  de  parler  de  la  cissoïde,  mais 
sans  citer  Dioclès  (voir  p.  33). 

H.  Sporus  (-h  4oo). 

Dans  quelques  manuscrits ,  on  lit  Sporus  Nicœnus. 

Sa  construction  ne  diffère  pas  de  celle  de  Pappus. 

Reimer  [voir  p.  21)^  à  la  fin  de  son  ouvrage,  donne  la 
liste  suivante  des  auteurs  modernes  qui  se  sont  occupés 
de  cette  question  : 

1.  Nicolas  de  Cusa  (i5oo).  Opéra.  Parisiis,  volume  II, 
p.  42. 

2.  Johannes  Vemcrus  (ad  calcem  Libelli  super  viginti 
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duobus  elementis  conîcis.  Nurem.,  i5^2).  Il  nomme  les 
propositions,  des  éléments  {voir  Kastner,  t.  II,  p.  Sa). 

3.  OronUus  Finaeus  Delphinas  (Plunisphœrum  geo^ 
graphicum.  Lut.  Par.,  i544?  ^^  Tractatus,  i556)  parle 
des  deux  moyennes. 

La  solution  de  Finaeus  a  été  démontrée  (ausse  dans  les 
ouvrages  suivants  : 

4.  Pet.  Nonius  Salaciensis.  Opéra.  Basil.,  iSpa. 

5.  Joan.  ButeonisDelphinatici  Opéra geometrica.hug- 
duni,  i554- 

Il  était  moine  et  disciple  de  Finaeus.  L'ouvrage  est  dé* 
dié  au  cardinal  de  Tournon,  et  daté  du  couvent  de 
Saint- Augustin.  Il  l'éfute  aussi  une  construction  indi- 
quée par  Stifel  dans  son  arithm.  intégra  et  donne  une  mé- 
thode ingénieuse  d'approximation. 

Soit,  a  construire  a  a'. 

Il  construit  le  parallélipipède 

a,     a,      2/7, 
ensuite  les  parallélipipèdes 

a  ^,      a  ^y      Of 
a\/2j      a^2i      a^2j 
a  l/Sj      a  )/8f      a  ^â , 

Tous  ces  parallélipipèdes  sont  équivalents  à  aa^,  p^  p^  q 
étant  les  trois  côtés  d'un  parallélipipède,  les  suivants 
sont 

V^>      V^>     Pj 
le  rapport 


"(pi 

va  en  diminuant  \  donc  le  parallélipipède  s'approche  tou- 
jours d'un  cube. 

3. 
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6.  Viète,  édition  de  Schooten,  p.  2^2. 

7.  Joanii.'Bap.  Villalpandus.  Hieronymi  Pradiet  Joan* 
Bap.  Villalpandi  e  Soc.  Jesu  In  Ezechielem  explanatio^ 
nés,  u  II9  p.  289.  RomaC)  1606. 

8.  Claude  Richard.  Aut.,  i645. 

9.  Johannis  Mahherus.  Problema  Deliacum  de  cubi 
duplicatione,  nunc  tandem  post  infinitos  praestantissimo- 
rum  mathematicorum  conatus  expedite  et  geometrice  so- 
lutum.  Franc. ,  1619. 

10.  Renàtus  Franciscus  Slusius.  Mesolabium  seu  duœ 
mediae  proportionales  inter  extremas  datas,  per  circulum 
et  infinitas  hyperbolas  vel  ellipses  et  per  quamlibet  exhi- 
bitas.  Leodii-Eburonum ,  i66a  \  in -4* 

11/  Hugeniui  Chres.  De  circuli  magnitudine  inuenta. 
Lug.  Batav.,  i654. 

12.  Thomas  Hobesius.  Quadratura  circuit,  cubatio 
sphœrœ,  dupUcatio  cubi,  Âmst.,  1669;  in-4. 

13.  Thomœ  Hobbesii  Quadratura  circuli ^  cubatio 
sphœrœ,  duplicatio  cubi;  conjutatio  a  J.  Wallisii.  1669; 
Oxonii^  în-4. 

14.  Isaac  Barowius.  Lect.  opticœ.  Load.^  1674^ 

15.  Vincentius  Viviani.  De locissolidis, Florent, ^ijoy, 

16.  La  duplication  du  cube^  la  trisection  de  l'angle 
et  r inscription  de  l'heptagone  régulier  dans  le  cercle; 
par  M.  Comiers  Pi^evosl.  Paris ,  1677. 

17.  La  duplication  du  cube  par  le  cercle  et  la  ligne 
droite,  ou  résolution  géométrique  en  cinq  manières  du 
problème  proposé  par  M.  Comiers,  le  tout  démontré  par 
une  méthode  aussi  particulière  que  facile  à  concevoir  et 
par  des  raisons  si  fortes ,  qu'elles  ne  laissent  aucun  lieu 
de  douter  de  la  certitude  de  la  résolution  qui  est  fondée 
sur  les  mêmes  principes  qu'Euclide  donne  dans  ses  Élé^ 
men£5;  parM.Brunet,  avocat  au  Parlement  de  Provence. 
Paris,  1682. 
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18.  Nuovo  metodo  geometrico  per  irovar  fia  due 
linee  relte  date  infinité  medie  continue  propomonali^  dî 
Paolo-Mattia  Doria.  In  Venezia,  1715. 

19.  Dimostrazione  del  luogo  ove  terminano  le  linee 
cubiche  ricercate  nel  libro  intitolato ,  Nuovo  metodo ,  etc. 
Napoli,  1715. 

SO.  Lettera  del  signor  D.  Paolo-Mattia  Doria  indrizzata 
al  signor  Giacinto  di  Cristoforo,  nella  quale  si  dimonstra 
che  la  parabola  ApoUoniana  in  qualunque  modo  che  si 
descriva,  non  è  linea  geometrica;  e  che  in  conseguenza 
di  cio  sono  false  tutte  le  altrecurye.  Aust.,  1718. 

21.  Tomo  primo  délie  Opère  matcmatiche  di  Paolo- 
Mattia  Doria  nel  quai  si  contengono  la  duplicazione  del 
€ubo  et  altre  opère ,  etc.  In  Venezia,  1722,  et  lorao  se- 
condo.  Venezia,  176... 

22.  Duplicationis  cubi  Demonstratio  a  Paolo-Mattia 
Doria  inventore,  celeberrim»  Regiae  Socîetatis  Angliœ 
censurae  exposita.  Hac  latina  editione  maximopere  aucta. 
Venetiis,  1770. 

23.  De  circuit  quadratura  et  de  cuhi  duplicatione^ 
€um  simiiium  aliarum  rerum  accessione,  Demoustratio- 
ues  geometricse,  D.  D.  D.  majestati  sanctissima?  reginan 
Matris  Virginis  ab  Pbilippode  Carmagninis,  in  philoso- 
pbia  et  medicina  Doctore.  Florentin,  i75i  ;  ^^  aussi  en 
italien,  même  année  1751 . 

24.  SoliUion  du  problème  déliaque^  démontrée  par 
Jacques  Casanova  de  Seingald ,  bibliothécaire  de  M.  le 
comte  de  Waldstein ,  seigneur  de  Dux ,  en  Bohème.  A 
Dresde,  1791. 

25.  Biering  (Chr.-Henr.).  Historia  problematis  cubi 
duplicandi,  spécimen  historico-mathematicum.  Haunia; , 

i844)  iii-4- 

26.  Knie  (J.-G.).  Theorischen  prakt  Losnng  r/cr 
z\v4i  geomcfr.    aufgaben.  etc.   Solution  ihéorico-pra- 
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tique  des  deux  problèmes  :  i^  insérer  deux  moyennes  pro- 
porlionoelles  entre  deux  droites  données  avec  la  multi- 
plication du  cube  un  nombre  donné  de  fois  ;  2^  quadrature 
du  cercle  et  vice^versà  à  Taide  de  deux  instruments. 
Breslau ,  1848  ^  grand  in-4. 

Doria  (  n°  a  2  )  prétend  construire  les  deux  moyennes  par 
des  droites.  M.Sturm  adonné  le  premier  une  démonstra- 
tion rigoureusede  Timpossibilité  défaire  cetteconstruction 
par  la  droite  et  le  cercle.  L'illustre  géomètre  m'a  dit 
avoir  simplifié  cette  démonstration  et  communiqué  cette 
simplification  à  MM.  Hermite  et  Bertrand  auprès  des- 
quels j'ai  fait  des  démarches  sans  succès. 

Observation.  M.  Woepcke  avoue  que  c'est  une  opinion 
erronée  de  croire  que  les  Grecs  ont  construit  des  équa- 
tions du  troisième  degré  [jélgèhre  d'Omar  Alkbayyami, 
p.  xu.).  Il  est  évident  que  les  Grecs ,  ne  connaissant  pas 
le  calcul  par  équations,  ne  pouvaient  songera  construire 
des  équations.  Mais  si  Ton  ne  se  tient  pas  aux  mots,  aux 
sons,  et  que  l'on  s'attache  à  l'idée, il  n'est  pas  moins  évi- 
dent que  les  Grecs  ont  construit  des  équations  cubiques 
binômes  et  même,  au  moyen  de  Tinstrument  d'Erato-< 
sthène,  des  équations  binômes  de  tous  degrés,  du  moins 
mécaniquement.  Il  est  vrai  que  les  Arabes  ont  été  plus 
loin  :  auraient-ils  fait  ce  second  pas,  si  les  Grecs  n'a- 
vaient pas  fait  le  premier?  On  remarque  que  les  hommes 
qui  passent  plusieurs  années  à  étudier  une  langue  difficile 
et  à  y  acquérir  une  certaine  supériorité^  finissent  par  s'in- 
fatuer  du  peuple  qui  a  parlé  cette  langue  et  à  s'ingénier 
à  lui  découvrir  toutes  sortes  de  mérites.  Il  en  est  ainsi  de 
ceux  qui  font  de  l'antiquité  une  étude  spéciale,  continue, 
et  dont  le  plus  grand  bonheur  est  d'appauvrir  les  Modernes 
et  d'enrichir  les  Anciens.  Quand  saurons-nous  que  les 
Grecs ,  les  Arabes ,  les  Indiens,  les  Chinois,  de  même  que 
)e$'Ang1ai«.  les  Allemands,  les  Italiens,  les  Français 
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sonl  des  homines  el  rien  de  plus?  Dieu  a  dounë  la  science 
au  genre  humain^  chacun  est  appelé  à  y  prendre  sa  part, 
n'importe  la  longitude ,  la  latitude,  Taltitude  du  lieu 
qu'il  habite.  La  démonstration  du  théorème  de  Fermât 
peut  se  découvrir  à  Toméa,  à  Kbiva,  à  Tombouctou.  Pla- 
ton aurait-il  jamais  admis  la  possibilité  du  Scandinave 
Âbel? 


SIR  LE  PROBLfiNE  DES  BŒUFS  ATTRIBUÉ  A  ARGHIMEDE. 

(Post-scriptum  à  la  LeUre  de  M.  Vi!icb!<t) 
(folr  I.  I",p.  t65:. 

Pour  que  les  lecteurs  pussent  tirer  quelque  pix)fit  de  sa 
lettre,  M.  Vincent  y  a  joint  le  texte  rétabli  conformé- 
ment aux  remarques  quMl  avait  présentées,  ainsi  que  la 
traduction  que  nous  donnons  ici. 

ndffOD  &p!'  Iv  n^âioLÇ  Zfxc>9c  'wt'  iS^^xito  vQorou 

5  Xpoiqv  êe^^Âoro'OvTa,  rà  ptiv  >«uxoîo  yà\aairoçy 
Rvocviu  <^'  cTcpov  ;(pw|MCTC  >«fAird/xcvov  * 
ÂXko  yf  fibt  (oevOdv,  rà  Ji  ttocxOiov'  h  âk  cxàffTw 

Irifti  EffKv  VKvpot  nkhBiCt  PpiOdfovoc, 
Iv^fuxpinç  TOtfiçâs  tctcv;i^ôtsç*  àpyàtpi/aç  p^v 
10  Kuavcwy  Toeû/Sbiv  "ifii^ti  ii^k  rphia 

Kat  ÇavGoîç  ffû^uTraacv  t^ouc,  &>  Çeîvs,  voijo'Ov* 

Aùrà/D  xuavgouç  t^  TtT|9àT&>  t(  piiptt 
MixTO^dcjv  xocc  ff(/A7rrei>,  sTt  ÇavÔoîal  ti  Trâffcv. 
Tovç  J*  vnokunoidvoMÇ  K0tiit\6)^raç  aQpu 
1 5  A^tvvûv  raûjo&iv  cxto)  fxépi c  t6Jo|xâr&)  re 
Kal  ÇavOccc  «wreç  Trâvtv  ètfO((o^vouç. 
6Y;\<faf art  d'à  pourri  Tà<r'  ê7r>tTo'  ><uxdTpr.;^cç  fxèv 
liffav  (TVfATrâvQÇ  xuocvct;;  ayc^Yic 
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20  A'JTàp  xuàvsac  tu  Tir^àr^  rs  irâXcv 

McxTo;^da)v  xal  Trsftïrrw  é/xoO  jac/bi i  tffàÇovro  '   * 

20v  Tavpotc  TràffiQc  (^  ctc  vojuidy  i/>;^ofâvi9Ç 

£av0oT|9c;^uv  àyt^iic  iréfATrrw  fupic  tbJ«  xal  Ixto* 

lIocx(7a£  c9â/9c9/xov  irkiiBoç  «;tovT'  «T/Bjxiç. 

25  [  Savdeel  ^'  ^opcO^cûvro  jm^ou^  rplrou  Hiiilvu  Icw 

'Ssiyt,  orv  ^^  ltf>>{oeo  |3oûv  ttootoc  àrpcxiç  sliruv, 

Xuplc  fxèv  Tav/96>v  ÇarjDt^iuv  àpcOfA^v, 
Xbiplc  ^  au  OTi'Xccac  offae  xarà  x^V^  Ixavrac, 
30  Oûx  âcJ'ptc  xt  >(yo(\  où^*  ccptOfAÛv  «^a^c* 

Ou  ptv  TTÛ  yf  90f  ocç  cvapid/xcoc  '  «^)t'  îOe  ^pdcCcv 

Kal  Tà^  (T^  OLÙM.  |3oûv  lis^ioeo  iràOn. 

A.py6Tpij(jiç  Taû^^oe  /xèv  sttsI  ^eÇa^stro  ttXvGvv 

Kvavéofç,  î^TayT^  eji6a(fov  c(rô/Arrpoe 

35  Eêc  ^àOoç  sec  fUjDoç  re*  rà  ^*au  Trcpc/ATixea  9rÂyr||r 

né^TrXavTO  it'kf^Ooç  BpivmdTiiç  TreJia. 

SavOol  ^  auT*  eêç  cv  xal  TrotxOioc  âOpoeaGévTCÇ 

I^ravT*  àfASo^Là^w  sÇ  cvôç  àpxpiurfot, 
SX^f^  TsXccoOvTCç  TÔ  T|9cxpào7rc(foy,  ours  ff/Mç^yruv 
40  ÂXXo;^/}ô«iiy  rav/Miy»   oût*  imXfCffO^vaiv. 

TauTa  ffuyfSsujoàiy  xal  |yl  npoLniâtwty  d(0po<9ac> 
Kal  TT^LqOiuy  àn-o^ovc,  o^  Çiye,  Travra  pérpa, 
£/};(to  xiiJ(Ô6»y  yixïj^^dpoç,  corde  Tf  Tràyrwc 
Rftxpi/Aiyoc  Taviip  y'  6nnvioç  iv  oof  lip. 
Mon  cher  ami ,  si  tu  es  un  savaat  homme,  fais  bien 
attention  à  ce  que  je  vais  te  dire  et  calcule-nous  le  nombre 
des  bœufs  d'Hélios. 

Partagés  en  quatre  troupeaux,  en  quel  nombre  pais- 
saient-ils dans  les  plaines  delà  Sicile  ,  File  aux  trois  an- 
gles? 

Divers  de  couleur^  le  premier  troupeau  était  d*un  blanc 
de  lait,  un  autre  brillait  d'un  noir  éclatant ^  un  autre 
avait  le  poil  roux ,  et  enfin  le  dernier  était  bigarré. 
Dans  chaque  troupeau  se  pressaient  de  nombreux  tau- 
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reaux  qui  présentaient  entre  eux  les  rapports  suivants  : 

Songe  bien,  mon  cher  ami,  que  le  nombre  des  taureaux 
blancs  était  la  moitié  et  le  tiers  du  nombre  des  noirs,  plus 
le  nombre  des  roux  tout  entier  ;  que  le  nombre  des  noirs 
valait  le  quart  et  le  cinquième  de  celui  des  bigarrés ,  plus 
encore  le  nombre  entier  des  roux  ;  enfin  que  le  nombre 
des  taureaux  bigarrés  était  la  sixième  et  la  septième  par- 
tie du  nombre  des  taureaux  blancs ,  plus  encore  une  fois 
la  totalité  des  roux. 

.  Quant  aux  vaches ,  voici  ce  qui  avait  lieu  :Tie  troupeau 
des  vaches  blanches  était  exactement  le  tiers  et  le  quart  de 
celui  des  noires,  les  vaches  noires  valaient  ensemble  le 
quart  et  le  cinquième  des  vaches  bigarrées;  les  bigarrées 
faisaient  absolument  un  nombre  égal  à  la  cinquième 
plus  la  sixième  partie  de  tout  le  troupeau  des  rousses  (qui 
accompagnaient  les  taureaux  au  pâturage).  [Enfin  les 
vaches  rousses  faisaient  le  demi- tiers  et  la  septième  par- 
tie du  troupeau  des  blanches.] 

Maintenant,  mon  cher,  si  tu  nous  dis  exactement  de 
combien  de  bètes  à  cornes  se  composaient  les  troupeaux 
d'Hélios ,  d^une  part  le  nombre  des  taureaux  (bien  nour- 
ris),  de  l'autre  celui  des  vaches,  et  combien  il  y  en  avait 
de  chaque  couleur,  tu  n  auras  pas  à  craindre  de  passer 
pour  inhabile  ou  ignorant  en  arithmétique. 

Mais  ce  n'est  point  encore  assez  pour  être  compté 
parmi  les  savants.  Voyons,  dis-nous  quelques  autres  par- 
ticularités que  présentaient  les  troupeaux  d'Hélios. 

Lorsque  la  foule  des  taureaux  blancs  se  mêlait  à  celle 
des  taureaux  noirs ,  ils  se  rangaient  en  bataillon  carré-,  et 
alors  la  somme  des  premiers  rangs  formant  le  pourtour 
produisait  un  nombre  égal  à  celui  qui  représente  la  sur- 
face de  la  Sicile. 

Les  roux,  au -contraire,  en  serrant  leurs  rangs  avec  les 
bigarrçs,  se  formaient  en  triangle,  commençant  par  Un 
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ei  allant  en  augmentant  de  chaque  côlé  jusqu'au  dernier 
rang ,  sans  qu'il  en  manquât  ni  qu  il  en  restât  aucun. 

Quand  tu  auras  trouvé  tout  cela,  mon  cher  ami,  et  que 
tu  Tauras  logé  dans  ta  cervelle  \  quand  tu  nous  auras  donné 
les  valeurs  de  tous  ces  nombres,  alors  marche  triomphant 
et  glorieux  :  tu  pourras  te  vanter  d'être  un  fameux  sa- 
vant. 
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De  quoique  nwneris  reperiendis  ex  pro- 
portionibus  datis  (p.  20). 

Léonard  dit  avoir  résolu  par  la  même  méthode  deux 
autres  questions  qu'il  a  transmises  â  Sa  Majesté  par  le 
page  Robert  (quas  per  Robeninum  aggiu  (sic)  domini- 
cellum  vestrum  vestre  Majestati  transmisi) . 

On  verra  que  cette  méthode  consiste  à  écrire  les  in- 
connues circulairement.  Nous  copions  ces  deux  questions 
en  écriture  moderne  d'après  M .  Boncompagni ,  et  en  con- 
servant la  marche  de  l'auteur. 

i"  question.  Trouver  cinq  nombres  X|,  Xî,  X5,  0:4 , 
x^  tels,  qu'on  ait 

j.,  -f-  _  (x,  H-  jTj  -f.  j:*  )  =  X,  -f-  -  (xj  -h  0:4  H-  x^) 

=  -^3  -♦-  7  («^4  *+■  •''»  -+-   ^^  ). 

('M      {  \ 

~  J*«  4-  g  (  J^s  -h  ^1  4-  .^2  ) 
=  j:.s    f  j-.(.r,  4- Jr2  + .r,), 


(43) 
et  il  prend  à  tout  hasard  (fortuitu)  chacune  de  ces  som- 
mes égale  à  1 7.  Il  appelle  la  première  inconnue  a  1  la 
cause  [causa), 

La  première  équation  donne 

(  E)  X,  H-  ^3  -f-  «4  •=  34  —  2x, , 

et  de  là 

(F)  Xa  4-  X3  -f-  x,  -+-  X|  =r  34  -f-  J?s  —  20?, . 

Soustrayant  de  cette  équation  la  seconde  des  équa- 
tions (A),  il  vient 

j  (x,  -+-  X4  H-  jr»)  =  17  -4-  JTs  —  2x, , 

-  (xj  -+-  X4  -h  JP»  )  =  8  -H  â  -+-  -  -^fc  —  *'  • 
Ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  on  obtient 

(G)  X5  -h  X4  4-  Xs  ==  25  H h  M  -H  -  jxi  —  ax, . 

Soustrayant  cette  équation  (G)  de  l'équation  (F) ,  on  a 
(H  )  X,  =  8  -f-  -  -4-  r,  —  ixs. 


2 


L'équation  (G)  donne  aussi 

(I)         X,  H-  X4  -f-  Xs  H-  X,  =:  25  H h  (  I  -H  -  J  ^i  —  2  X,. 

Soustrayant  de  cette  dernière  équation  la  troisième  des 
équations  (A),  on  a 

7(x4  4-x»-+-ar,)=8-|-^-h  /n-^j  Ts  — 2jr,, 
1  ,  ,  fi        I    /  i\  2 


{  44  ) 

Ajoutant  ces  deux  ëtjuations 

(J)         X4  H-X. -f-X,  =   Il   -l-i  -+-2JC|—  U-f-  jjX|. 

Soustrayant  cette  équation  de  (I), 
(K)  Xj=  i4  4-g-f.-x,  — -x«. 

L*ëquation  (J)  donne 

(L)  X4  =  Il  -f-^-*-**^*—  (^-hôj^'- 

On  déduit  de  Téquation  (H) 

*»  -h  X|  4-  X,  ==  8  H h  2*1  -f-  -  JP» f 

2  2 

5^  '  10      5  10 

Ajoutant  cette  équation  à  l'équation  (L) , 

Ainsi  la  quatrième  des  équations  devient 


(45) 
Les  équations  (H)  et  (K)  donnent 

g  («,  -f-  X,  4-  a?,)  =  3  H-  2  H-  - X,  —  g  JTs. 

La  sixième  des  équations  (A)  devient 

6  4,7 

09  9 

2i»-^-*i  =  3-+--» 
69  9 

8  ^       i3 

(N)  ,.+_,.  =  ,5  +  -g. 

Mettan  t  dans  cette  équation  la  valeur  de  Xg ,  tirée  de  (  M  ) , 


on  a 


(I        8  \  o      ^^        -       i3 

/,       83\  43 

578x1  =  20239 

X,  =  3  H 

2. 

Multipliant  cette  équation  et  chacune  des  équations  (H), 
(K) ,  (L) ,  (M)  par  2,  on  obtient 

2X.  =  7  , 

2x,  =  17  H-  2X,  —  X», 

2X,  =  28  •+-  X  -h  ^  •  2X1  —  X.  , 

2*.  =  an-  s  +  2«,  —  (  3  4-  ç  1  2*, , 


"'=(^-é)"'-^'-^M* 


(46) 
Meltant  dans  cette  équation  7  au  lieu  de  a  ;ri ,  on  a 

Si  Ton  met  donc  dans  les  équations  (P)  7  à  la  place  de 
2X1  et  i4  ati  lieu  de  Xb,  on  obtient 

ax,  =  10,     2x3=19,     2x4  =  25. 

'  Dans  tout  ceci ,  Léonard  donne  le  nom  de  causa  h  Xi 
et  celui  de  res  àx»,  à  Tinstar  des  Arabes  qui ,  lorsqu'ils 
ont  deux  inconnues ,  les  distinguent  par  des  noms  diffé- 
rents (Woepcke,  Extrait  du  Fakri^  imprimerie  impé- 
riale,  i853). 

Cette  disposition  circulaire  présente  l'avantage  de  pou- 
voir calculer  de  suite  les  valeurs  des  inconnues  quand  on 
connaît  la  valeur  d'une  seule. 

Cet  exemple  pris  au  berceau  de  la  science  nous  montre 
quel  immense  service  Técriture  algébrique  a  rendu  k  la 
langue  algébrique. 

De  quatuor  hominibus  et  bursa  ab  eis  reperta  questio 
notabilis  (p.  25). 

C'est  la  seconde  question. 

Quatre  hommes  ont  :  le  premier  Xi ,  le  deuxième  Xt , 
le  troisième  Xg,  le  quatrième  x«  besants;  ils  trouvent 
une  bourse  contenant  t  besants,  et  Ton  a 

f-f-X,  =  2(x, -4-Xa), 
f  4-X,  =  2(Xj  -4-  X4), 
l-hX3=  2(X4H-X,), 

/-hx«  =  2  (x,  -f-x,)  : 

il  s'agit  de  trouver  les  valeurs  de  Xi ,  X| ,  x» ,  X4 , 1. 

Cl  Je  démontrerai  que  la  question  est  impossible ,  à 
moins  que  Ton  n'accorde  que  le  premier  homme  a  une 
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delte.  »   [Hanc    quidem   ijitestionem    insolubdem  esse 
mo%strabor,  nisi  concedatur  primum  honiïnem  habere 
debitum.) 

En  effet,  il  parvient  à  Tëquation 

(4^|),.H-(6-h|)x.  =  (3-±)x,h-^x.. 
équation  impossible;  car 

Mais  en  admettant  que  Xx  est  une  dette ,  alors 


delà 


X,      4' 


problème  indéterminé.  U  pose 

X,  =  I  , 

alors 

x,  =  4>     *3=ï»     JP4=4>      ^=11. 

Dans  cette  question ,  il  nomme  bursa  Tinconnue  t  ; 
dragma  Tinconnue  Xx ,  et  res  IHnconnue  Xf. 

De  eadem  ne  (p.  q8). 

i''  question  indéterminée. 

X,  -f-r  =  a(x,  4-x,), 

Xt-hizzz  (a-j-  l)(X3-f-X4), 
^3 -f- r  =  (fl  4- 2) (x4  H- x.) , 
X4-+-l=  (fl  +  3)(x,-f-x,). 
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Léonard  dit  qu^il  faut  en  général  prendre 

X,  =  — ^"  I  ,      jfj  =  H-  I ,      Xi  r=  X4 , 

ce  qui  donne 

x,  =  X4  =  a  +  2,     r=  B*-4- 3a -h  I. 

Dans  l'exemple  particulier  donné  par  l'auteur  0=4, 
alors 

Léonard  trouve 

^  =  4-4-6-+-8-f-  10  -h  i; 

mais  cette  progression  arithmétique  n'est  applicable  que 
pour  ce  cas-U,  et  pas  en  général. 
2*  question. 

*2-4-2(«3-+-Xl)=   17, 

X5  4-t(*i-I-*i)=  19. 

Par  une  suite  très-longue  de  raisonnements  très-sim- 
ples, il  trouve 

.41  44  ^33 

n  prend  pour  inconnue  (res)  Xt  +  Xs  ^  écrit  les  nom- 
bres accompagnés  de  fractions  à  la  manière  orientale: 

*  F-  4  9 1^  1 1  )  au  lîcu  de  4  7-)  1 1 1^-  Le  numérateur  est  le 
5o     '  5o      '  ^  5o'       5o 

nombre  supra  virgam  et  le  dénominateur  suh  virga. 

Il  dit  k  l'empereur  :  «  Vous  savez  que  j'ai  traité  celte 

»  question  de  deux  manières  difTérentes  dans  le  XIII^  cha- 

»  pitre  de  mon  livre  (*) ,  mais  ce  nouveau  mode  de  solu- 

C*)  Sans  doute  de  VÀbatfue. 
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n  tion  me  plait  mieux  que  les  autres  et  j'ai  voulu  en  faire 
»  part  à  Sa  Majesté.  »  Pateat  quidem  Serenitati  Vestre 
hanc  questionem  a  me  solutam  esse  in  tertio  decimo  ca- 
pitula librimei  duplicitery  sed  quia  hujus  solutionis  inueri" 
tio  placet  niïhi  pro  ceteris  modis,  volui  eam  P^estre  pan-" 
dere  Majestati, 

Ce  serait  de  la  part  de  Léonard  une  grande  naïveté, 
s'il  croyait  que  Frédéric  II  ait  pris  connaissance  des  deux 
premières  solutions  ets'enquiert  de  la  troisième. 

De  quatuor  hominibus  bizantios  kabentibus  (p.  33)\ 

Cette  question  est  dédiée  au  cardinal  Ranieri*  Elle 
donne  lieu  à  ces  quatre  équatioiis 

jr,-f-  -  (x,  -h  x,  4-  x^)  =  33, 

'*"*■  3  ^**  ^"  '<  "*•  *i)  =  35 , 

*3-f-  7  (^4  -h  *i  -+-  «»)  =  36, 

*4-h  g  («i  -K  J?i  -f-  ^3)  =  37  ; 

ir, ,  x%<^  Xs ,  Xi^  représentent  les  nombres  de  besants 
qu'ont  le  premier,  deuxième,  troisième  et  quatrième 
homme.  Il  dit  avoir  choisi  à  dessein  (studiose)  les  nom- 
bres pour  que  les  inconnues  soient  des  nombres  entiers  et 
pour  montrer  que  la  question  est  insoluble.  Voici  sa 
marche,  qui  est  la  même  pour  tout  ce  genre  d'équations. 
U  prend  pour  inconnue 

*»  ^-  JC3  +  J?4  ; 
faisant  donc 

JTj  -+-  X3  H-  Xi  =  «  , 

BmiiHin  mûthêmaiiéfue,  t.  U.  (Avril  i856.)  4 
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nlors 


X,  =  33 Zj 

2 


Xt  •+-  Xi  -4-  «3  H-  ««^4  =  33  H —  z 
«»-f-  ^{a:,-+-*4  -h  JPi}=  35 

(Xs-f-  X4  +  X,  )  =  -r  «  —  3 


«.  H-  «»  -f-  *»  4-  J^é  =  33  4-  -  « 

2 


X,  -h  2  la?4+4P,-4-Xi)=  36 


3  I 


*«-h  *iH-  x,=  ^»  — 4 


En  suivant  le  même  procédé ,  il  trouve 


Recapitulant 


X,  -+-  J?a  H-  *3  =  g  «  —  5. 


ar.  H-  X4  -4-  ^1  =  7**"  ^»^ 

2  , 

a?4  4-  JFi  -h  JFj  =  ô  «  —  4» 


X,  H-  X,  4- X,  =  g  »  —  5y 


(  5,  ) 
additionnant  ces  équations,  on  obtient 

3(ji:,  -hx,  -I-X3  -h  X4)  =  3-^«—  12, 
X,  4-  X,  -4-  ^3  ■+•  X4  =  I  —  s  —  4  ,. 
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X,  =  —  z  —  4  =  33, 
1  37  . 

X, -+.36=  33. 

Ainsi  la  question  est  impossible  (coUigitur  inde  hanc 
quesiionom  insolubilem  esse)  à  moins  qu'on  n'accorde 
que  le  premier  homme  a  une  dette  (  debitum  habere  )  de 
3  besants ,  savoir  la  différence  entre  33  et  36  (*)  ^  ainsi 

X,  ==  —  3  ; 

de  là  il  conclut  facilement 

x,=:i8,     X3=  25,     X4  =  29. 

Si ,  dit-  il ,  au  lieu  des  nombres  33 ,  35 ,  36 ,  37,  on  prend 
181^  i83,  184 )  185,  alors 

X,  =5  1,     X,  =94,     X3=lo5,     X4=:i4l. 

Ce  mode  de  solution  est  très-remarquable  et  s'appliquç 
avec  avantage  à  un  système  quelconque  d'équations  du 
premier  degré  de  cette  forme  : 

A\  -h  ^,  (x,  -i-  X,  H- .  .  .  4-  J?«)  =  c, , 

J?«H-  bm[x,  -h  X,  H-.,  .-hx,^,)  =c«. 

(*)  Idée  juste  des  quantités  négatives* 

4-  - 
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De  quatuor  hotninibus  qui  im^enerunl  bizantios 
(p.  36). 

Quatre  hommes  trouvent  une  somme  de  besants;  ils 
prennent  au  hasard  le  premier  x\ ,  le  deuxième  Xt ,  le 
troisième  x»,  et  le  quatrième  Xi,  besants.  Voulant  faire 
égal  partage,  le  premier  double  la  somme  prise  par  le 
second,  le  second  triple  la  somme  an  troisième,  le  troi- 
sième quadruple  la  somme  au  quatrième ,  et  le  quatrième 
quintuple  au  premier  ce  qu'il  lui  reste  après  avoir  dou- 
blé la  somme  du  second  ,  et  alors  les  parts  sont  égales. 

On  trouve  facih*mcnt  que  les  quatre  parts  seroni 

problème  indéterminé.  Il  prend  60  pour  la  part  de  cha- 
cun ,  alors 

X,  =  89, 

•«3  =  47 1 

Queslio  similis  suprascrïpte  lie  tn'bus honunibtts  (p.  43*) 

Question  analogue  à  la  précédente,  mais  un  peu  plua 
compliquée. 

Ici  se  termine  la  première  partie  du  Flos, 

Epistola  suprascnpliLeonardiadmagistrum  Theodorum 
philosophum  Domini Imperaioris  (p.  44)* 

L'auteur  dit  avoir  composé  ce  livre  à  la  prière  d'un 
ami  qui  voulait  connaître  le  moyen  de  résoudre  les 
questions  sur  les  oiseaux  et  autres  semblables,  énoncées 
ci-dessous,  et  il  dit  avoir  trouvé  aussi  le  moyen  de  résoudre 


{  5-^  ) 
ainsi  ce  qui  concerne  ]es  alliages  des  métaux  (omnes  di* 
uersitates  consolaminum  monetantm)  {*).  En  effet,  le 
problème  qu'on  va  lire  est  aussi  une  règle  d'alliage. 

De  av^ibus  entendis  secundum  proportionetn  datant . 

Quelqu'un  achète  des  moineaux ,  des  tourterelles  et 
des  colombes,  en  tout  3o  oiseau'x  pour  3o  deniers.  3  moi- 
neaux coûtent  I  denier ,  de  même  i  tourterelles  ;  et  une 
colombe  coûte  3  deniers.  On  demande  combien  îl  y 
avait  d*oîseaux  de  chacune  de  ces  trois  espèces. 

Vjoîcî  le  mode  de  solution  de  Léonard  : 

«  J'ai  posé  [postU)  d^abord  trente  moineaux  pour 
»  lo  deniers  et  j'ai  mis  de  côté  ao  ,  différence  entre  3o 
»  et  lo,  et  j'ai  changé  un  des  moineaux  en  tourterelle; 
»  l'augmentation  par  suite  de  ce  changement  est  d'un 

»  sixième  de  denier;  car  le  moineau  coûte  ^ de  denier  et 

»  la  tourterelle  -  denier,  et  ^  moins  -r  est  :t  ;  j'ai  changé 
»  derechef  un  moineau  en  colombe  et  j'ai  gagné  par  ce 
»  changement  i  ^  denier,  différence  entre  2  deniers  et 

»  -r  de  denier*,  je  réduis  le  tiers  en  sixièmes ,  on  obtient 

.  »  "â*  ^^  ^oîs  aussi  changer  les  moineaux  en  tourterelles 

»  et  en  colombes  jusqu'à  ce  que  j'obtienne  les  20  que 
»  j'ai    réservés  ci -dessus;  je    réduis  ces    20   aussi   en 

(*)  Solamen  soulagement,  de  là  io/a/ium  soulagement  des  douleurs  et 
aussi,  en  terme  de  droit,  indemnité ,  compensation,  et  peut-être  moneta- 
rum  coruolamen,  est  améliorer  les  monnaies,  en  déterminer  le  prii  in- 
trinsèque; en  italien,  consolar  aider  quelqu'un.  C'est  le  Tollet-rechnung^ 
le  calcul'Tollet  des  arithméticiens  allemands;  au  moyen  des  jetons  à  cal- 
culer, on  tire  (Tollet)  un  métal  d'un  autre  (Kastner,  Hist*  des  Math., 
l.I,  p.  4o>. 
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1 20 

))  sixièmes  et  l'on  a  -^  que  j'ai  divisés  en  deux  parties 

))  dont  Tune  puisse  se  diviser  intégralement  par  10  et 
»  l'autre  par  i ,  et  la  somme  des  deux  divisions  ne  doit  pas 
»  surpasser  3o;  la  première  est  iio  et  l'autre  10;  j'ai 
))  divisé  la  première  partie,  savoir  iio,  par  10  et  la  se- 
»  Gonde  par  i^  et  j'ai  eu  11  colombes  et  10  tourterelles, 
»  lesquelles  retranchées  de  3o ,  nombre  des  oiseaux ,  il 
»  reste  9  pour  le  nombre  des  moineaux,  et  les  9  moi- 
»  neaux  valent  3  deniers,  les  10  tourterelles  5  deniers  et 
»  les  1 1  colombes  22  deniers  ;  on  a  ainsi  3o  oiseaux  pour 
»  3o  deniers.  » 

De  eodem  (p.  4^). 

Mêmes  données;  mais  3o  est  remplacé  par  29;  il 
trouve  deux  solutions 

Colombes  1 1 ,       Tourterelles  6 ,       Moineaux  1 2 
—        10  —         16»  —  3 

Item  de  a^ibus  (p.  46) . 

Mêmes  données;  mais  3o  ^st  remplacé  par  i5;  il  dé- 
montre que  la  solution  n*est  possible  que  pour  un  nom- 
bre fractionnaire  d'oiseaux,  savoir  :  colombes  5  -  >  tourte» 

'  2 

relies  5  ,  moineaux  4  — 
'  2 

Mais  si  l'on  veut  avoir  quinze  oiseaux  pour  16  deniers, 
on  a  des  nombres  entiers. 

U  a  encore  deux  autres  questions  sur  des  oiseaux, 
qu'il  ramène  toujours  à  partager  un  nombre  entier  en 
parties  divisibles  chacune  par  un  nombre  donné,  et  la 
somme  des  quotients  ne  doit  pas  surpasser  un  nombre 
donné;  mais  il  ne  donne  pas  de  règle  pour  opérer  une 
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telle  décomposition  et  il  finit  par  ces  paroles  :  Et  sic  pos^ 
sumus  in  similibus  etiam  in  consolandne  monetarwn  et 
bizantiorum  operarij  qitod  quandoqueptacuerit  Domina^ 
tioni  F^estre  liqUidius  declarabo. 

De  compositione  pentagoniequaliter  in  triangulum 
equicrurium  datum  (p.  49)* 

C'est  la  «olpiliondNin  problème  de  géométrie  que  Léo- 
nard dit  avoir  trouvée  depuis  peu  [nuper)  et  «{u'il  sou- 
met à  la  correction  de  maître  Théodore. 

Un  triangle  isocèle  abc  est  donné, 

^i&=rac=  lo,     6c  =  12, 

alors  la  hauteur  ah  =  8*,  il  s'agit  de  trouver  sur  ab  un 
point  d^  sur  ac  un  point  g  ^  et  sur  bc  deux  points  e^f 
tels,  que  le  pentagone  â<^e/^a  soit  équilatéral.  Des  points 
dg  supposés  trouvés,  on  abaisse  sur  la  base  bc  les  perpen- 
diculaires di^  gl.  Il  prouve  que  les  deux  triangles  dei, 
gfl  sont  égaux.  Il  prend  pour  chose  la  longueur  d'un 
côté  du  pentagone  et  trouve  successivement 

M=r  loar, 

<//  =  î(io— x)=8  — 2;ç, 

O  3 

ht  =  ^  (lo.  —  x)  =  6  —  ^0:, 

I 
€1  =r  —  X, 

10 

Le  triangle  rectangle  dei  donne  Téqualion 

ao  5 

/? 

n  multiplie  par  2  -  et  il  obtient 

7  7 
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X  c'est  res,  Xt  censuSj  et  la  (quantité  toute  connae 

fi 
x8a  -  est  le  dragma. 

La  question  est  ainsi  réduite  à  une  règle  4'algèbre  (ee  sic 
reducta  est  questio  ad  unam  ex  reguUs  algèbre). 

Il  .résout  cette  équation  géométriquement  de  cette  ma- 
nière. 

Concevons  qu'on  ait  le  carré  klmn  dont  chaque  côté 
soit  égal  k  la  chose  x\  prolongeons  les  côtés  opposés  hn^ 
Im  de  sorte  qu'on  ait 

/lo  =  /wo  =  36-; 

7 

Taire  du  rectangle  klop  est 


(,.4-364), 


donc  Taire  de  ce  recungle  est  1 8a  -  ^  et  cette  aire  est  égale 

au  produit  de 

Aï 
Al, h  =2  im ,mo=z  182  — 

7 


Désignons  par  q  le  milieu  de  mo ,  on  a  donc 

.2       — «       00,18 

7 


mq=  18-^9      171^=334-7—9 


mq   -h  Im.loziz  Iq^  =517  7— 

On  a  par  approximation 

Iq^zi^, 44' •  33" . i5* ;  Iq  —  mq  =iml^z  X 
=  4.27'.24''.4o''.5o^\ 

Il  faut  toujours  se  rappeler  qu  en  tout  ceci  Léonard ,  à 
rinstar  des  Arabes,  par/e  algèbre ,  mais  ne  Técr/^  pas. 
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Cl  ne  pouvait  pas  l'écrire ,  n'ayant  pas  les  signes  qui  com- 
posent Falphabet  algébrique.  Selon  Texacte  définition 
de  Lagrange ,  Talgèbre  est  un  calcul  par  équations.  Les 
Arabes  font  un  tel  calcul ,  mais  discurswement.  Il  y  a 
même  des  géomètres  modernes  qui  s'imaginent  faire  de  la 
géométrie  ancienne ,  antiquorum  modo ,  en  algébraïsant 
sans  alpbabet. 

U  dit  en  terminant  :  Invenî  etiam  his  diebus  aUas  so^ 
lutiones  super  similibus  questionibus.  L'algèbre  appliquée 
à  la  géométrie  remonte  aux  Arabes. 

Modus  alius  soli^endi  similes  questiones  (p.  5a). 

L'auteur  revient  aux  questions  numériques  dont  la 

première  roule  sur  cinq  hommes  ayant  des  nombres  de 

deniers  (denari)  qu'il  faut  deviner  à  l'aide  des  données 

suivantes 

I 
JPi  -4--Ji:j  =  12, 

2 

Xi -h  5^3=  i5, 

>  O 

I 

*4-4-gaf»  =  20, 

Il  prescrit  un  procédé  qu'on  peut  généraliser  ainsi. 
Soient  les  équations  écrites  cifcuUiirement 

a  Xt  -^  b  Xi  =  Cf 

^i  Xi  -f-  ^a  X4  =  Cj , 

«j  X4  H-  63  Xft  =  C3 , 
^1  Xi  -t-  ftj  X|  =  r^ , 
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c       b  c       b  c,       b  bi 

a       a  a       a  ax       a  a^ 

c       b  Cl        b  bi  Ci       b  bx  bt 

a       û  Oi       a  Qx  Qi       a  Ox  a% 

c       b  Cl       b  biCi       b  bx  bi  c,        b  bx  b^  b^ 
a       a  Ox      a  Oxtti       a  Ox  a^  Oy       a  Ox  fit  a^ 

c       b  Cl       b  bx  Ci       b  bx  bi  c, 

a       a  Ox       a  Hx  Û2       a  a^  a-i  a^ 

.   b  bx  bt  b^  Ci       b  bx  b^  b^  b^ 

H r, 

a  Ox  a^  o^  Oi      a  Ox  0%  a^  a^ 

Xx  \acLx  flj  ^3  a^  H-  bbx  bi  b^  A4) 
=  Ox  Ot  OiO^c  —  17]  a»  /I4  bcx  -+■  as a^  bbx  Cj  —  ^4  bbx  b^ c^ 
4-  bbx  ai  bt  C4 . 

De  là  ,  par  circulation ,  on  déduit  x^yX^^x^^Xi. 

Le  procédé  indiqué  par  Léonard  revient  à  la  formation 

des  divers  termes  ai ,  a, ,  a, ,  a^ ,  c ,  etc. 

On  trouve 

^612 

*i=    6 9 

721 

218 

x,=  10 J 

721 

J-3=  i4-î-<t 

.453 

jt,\=  1 5  -i —  ♦ 
721 

61Q 

Xi  =  2l  ^» 

721 

Léonard  décompose  chaque  fraction  en  deux  autres 
ayant  pour  dénominateurs  7  et  io3  ;  ses  résultats  sont  fau- 
tifs. Par  exemple,  on  trouve 

^  _  4938  _  ^612 
'        721  721 
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et  il  écrit 

^      3        87 
•;         io3 
ce  qui  est  faux. 

InvesUgatio  undè  procédât  muentio  suprascripta 
(p.  54). 

L'auteur  oiTre  de  dire  à  maître  Théodore  d'où  provient 
Tinvention  précédente.  [Et  si  unde  talîs  inv^entio  procé- 
dât habere  volaeritis,  vobis  illudy  tanquam  domino  ve- 
nerando,  mittere  procurabo.  ) 

C'est  ici  la  fin  de  la  deuxième  partie  du  Flos.  Dans 
ces  deux  parties,  Léonard  traite  principalement  de  la 
résolution  de  certaines  équations  du  premier  degré.  Par- 
tout il  montre  beaucoup  de  finesse  et  d'habileté ,  et  Ton 
voit  qu'il  possédait  virtuellement  les  formules  cramérien- 
nes  :  n'oublions  pas  que  nous  sommes  au  commencement 
du  xui"  siècle. 

Incipit  liber  Quadratorum  compositus  a  Leonardo  Pi- 
sano^  anni  MCCXXF  (p.  55). 

Nous  avons  déjà  vu  que  c'est  une  question  proposée 
par  Jean  de  Palerme  qui  a  engagé  Fibonacci  à  composer 
ce  Traité  des  Carrés  dédié  à  l'empereur  Frédéric  II.  C'est 
le  monument  arithmologique  le  plus  précieux  que  nous 
ait  transmis  le  moyen  âge  et  où  l'auteur,  successeur  de 
Diophante  et  des  Arabes,  se  montre  esprit  indépendant, 
original,  créateur  et  digne  précurseur  de  Fermât 5  ou 
plutôt  du  xiii*  siècle  il  faut  descendre  au  xvii"  pour  ren- 
contrer dans  Fermât  un  second  Fibonacci. 

Dans  tout  le  cours  de  cet  écrit ,  il  s'appuie  sur  ces 
deux  propriétés  :  La  somme  de  la  suite  naturelle  des 
nombres  impairs  est  un  carré  ^  la  différence  des  deux  car- 
rés impairs  consécutifs  esl  un  multiple  de  8. 
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Il  débute  ainsi  :  Considerai^i  super  onginem  omnium 
quadratorum  numerorum,  et  ini^eni  ipsam  egredi  ex  or- 
dînata  imparium  ascensiona» 

De  là  il  conclut  qu'étant  donné  un  carré ,  on  peut  trou- 
ver un  second  carré  qui  joint  au  premier  fasse  encore  un 
carré.  Si  le  carré  est  impair,  par  exemple  9,  on  fait  la 
somme  des  nombres  impairs  qui  précèdent  9  ;  on  a 

16    et    94-16=25=5*. 

Si  le  nombre  est  pair,  par  exemple  36 ,  on  cherche  les 
deux  nombres  impairs  consécutifs  dont  la  somme  est  36 , 
ce  sont  17  et  19;  faisant  la  somme  de  tous  les  nombres 
impairs  de  i  à  i5 ,  on  obtient  64  ^  et 

6'-f-8>=  10', 

et  100  est  la  somme  des  nombres  impairs  de  i  à  19. 

jid  in\feniendos  plures  quadratos  numéros  (  p.  87). 

Maintenant  on  peut  trouver  tant  de  carrés  qu'on  veut 
dont  la  somme  soit  un  carré,  par  exemple  si  Ton  de- 
mande cinq  carrés ,  le  premier  étant  9  et  dont  la  somme 
soit  un  carré.  Il  trouve 

3»  -f.  4»  4-  12»  -+-  84»  4-  36i2>  =  36i3'. 

En  général ,  si  la  somme  de  n  nombres  impairs  consé* 
cutifs  donne  un  carré,  on  a  un  moyen  de  trouver  un  second 
carré  qui  joint  à  ce  carré  donne  un  carré.  Pour  trouver 
ces  /} nombres,  il  suffit  d* avoir  un  carré  impair  divisible 
par  n. 

Autre  moyen.  Si  2«H-  i  est  un  carré,  8a-+-  4  sera 
aussi  un  carré;  mais  4^'  H-  Sa  H-  4  est  un  carré  :  donc, 
etc. 
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Il  démontre  par  la  géométrie  que 

(m-  i)»  —  a'  ={a  -f-  i)-htf 
et 

Pour  ce  dernier  théorème,  il  imite  la  construction 
d'EucIide,  livre  X,  premier  lemme  relatif  à  la  proposi- 
tion 3o.  Il  est  fort  singulier  que  ce  lemme  n'est  jamais 
cité  quand  il  s^agit  du  théorème  numérique  de  Pythagore  ^ 
il  contient  pourtant  la  solution  générale  du  problème, 
et  cela  parait  avoir  échappé  à  tout  le  monde ,  excepté  à 
Fibonacci. 

U  démontre  encore  graphiquement  d^ime  manière  très- 
ingénieuse  que  le  terme  sommatoire  de  la  suite  des  nom- 
bres impairs  est  toujours  un  carré ,  et  la  démonstration 
est  fondée  en  principe  sur  ce  que 

(«  H-  i)'—  /!»=  A/i»  =  2/14-  1 , 
d'où 

«'  =  2(2/ï4-  l). 

Problème  (p.  66).  Etant  donné  un  carré  égal  à  la 
somme  de  deux  carrés ,  décomposer  ce  carré  encore  d'une 
autre  manière  en  somme  de  deux  carrés. 

Le  procédé  graphique  revient  a  ceci.  Soit 

alors 

Proposition.  Si  quatre  nombres  a^  b^  Cj  dne  sont  pas 
en  proportion  et  si  a* -h  b*  et  c'-f-  d}  ne  sont  pas  des  car- 
rés ,  on  peut  décomposer  le  produit  (a*  -|-  ft*)  (c*  +  ^'  ) 
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(le  deux  manières  en  somme  de  deux  carrés,  savoir 

(a*  ^  b'){c'  +  ef)  =  {ac  -h  bdy  -h  (ad^  bcy 
r=(flc  —  bdy-h  {ad+  bcy. 

Si  fl*  -t-  i*  est  un  carré ,  il  y  a  évidemment  encore  une 
troisième  décomposition  et  une  quatrième  lorsque  c^+iP 
est  aussi  un  carré. 

Léonard  démontre  parfaitement  cette  importante  pro- 
position qui  lui  appartient  selon  Tobservation  de 
M.  Vf  oei^^e  [Journal  de  Mathématiques f  t.  XX,  i855). 
Diophante  peut  avoir  connu  cette  propriété ,  mais  ne  Ta 
pas  énoncée ,  et  la  démonstration  surtout  par  la  méthode 
graphique  n'est  pas  facile.  Le  nom  de  Fibonacci  doit  res- 
ter atuché  à  ce  théorème. 

A  la  page  73,  il  donne  l'équivalent  de  la  formule 

(  h^  _  a^y  +  4^1  ô'=  (a* 4-  b^y, 
A  la  page  74 , 


(^y-(^)=- 


Page  76.  Somme  des  carrés  de  la  suite  naturelle  des 
nombres.  Il  la  trouve  d'après  ce  résultat  du  calcul  aux 
différences 

/ï(/l  -f-  l)(2/ï  4-  1)—  («  —  l)./t.2/ï  —  I 
=  A./i./l-h  I.2/Ï-+-  1=  6/1', 

d'où 

/i(/i-4-i)(2/iH-l)_,., 
6 ^^''• 

Page  78.  Somme  des  carrés  de  la  suite  naturelle  des 
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nombres  impairs.  Diaprés  le  résultat 

A . 2 /? -t- I  . 2« -h  3 •4'»  4- 4  =  ï ^  ( ^ '^  +  ï) » 
d'où 

2(a/ï-f-  0*= ^• 

Il  indique  de  même  la  somme  des  carrés  des  nombres 
pairs  et  des  nombres  ternaires,  etc.,  toujours  en  présen- 
tant les  nombres  par  des  lignes  et  opérant  sur  ces  lignes 
comme  nous  sur  les  lettres»  Cest  Viète  qui  a  remplacé  ces 
lignes  par  des  lettres. 

Le  problème  suivant  étant  le  plus  important  de  ce 
Traité  des  Carrés ,  nous  allons  le  donner  presque  textuel* 
lement.  Il  est  précédé  de  ces  deux  propositions  qui  font 
office  de  lemme. 

Lemme  /.  Lorsque  pet  ^  sont  deux  nombres  premiers, 

est  toujours  un  nombre  entier,  et  lorsque  ;?  et  ^  sont  deux 
nombres  quelconques , 

ip^{P'^R){p  —  q) 

24 

est  un  nombre  entier. 

Le  produit 

^pq[P'^q)[p-q) 
se  nomme  congru.  Nous  verrons  la  raison  de  cette  déno- 
mination. 

Lemme  II.  b  étant  simultanément  moyenne  arithmé- 
tique entre  a^  et  a^% ,  entre  a^  et  a,^^ ,  entre  a^  et  a^^z  i 
etc.  j  entre  a„  et  a,„ ,  la  somme  des  a  n  nombres  ai ,  at , . . . , 
a^  est  égale  à  2n£.  Si 

&:=  2/2, 

la  somme  des  2  n  nombres  est  un  carré. 
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Problème.  Trouver  trois  carrés  et  un  nombre  tel^ 
qu'en  ajoutant  ce  nombre  au  plus  petit  de  ces  carres,  on 
trouve  le  carré  moyen ,  et  qu'en  ajoutant  ce  nombre  au 
carré  moyen ,  on  trouve  le  plus  grand  carré. 

Solution.  Nous  suivons  la  marche  de  Fibonacci ,  mab 
en  prenant  des  lettres  au  lieu  de  lignes. 

Soietit  a  et  b  deiix  nombres  impairs  consécutifs,  de 
sorte  que 

il  s'agit  de  trouver  une  suite  de  nombres  impairs  consé- 
cutifs telle,  qu'on  puisse  la  décomposer  en  deux  suites  de 
même  somme ,  et  que  le  nombre  des  termes  de  la  même 
suite  soit  au  nombre  des  terfhesde  la  seconde  comme  a  ti. 
Soit  la  suite  des  nombres  impairs  consécutifs 

(A)  2a'  — 3,  2a'—  I,...,  2a«-h4«-»-3, 

elle  renferme  a  a  -+-  4  termes. 

La  moyenne  arithmétique  entre  le  premier  et  le  der-* 
nier)  le  deuxième  et  Tavant-dernier  ^  etc.,  est 

2a(a-h  i)  ; 

alors,  d'après  le  lemme  II,  la  somme  est 

4a(a-J-  i)(a-+-  2)  =  ^, 

nombre  congru,  en  faisant 

/?  =  a  4-2,     q=  à. 

Soit  la  seconde  suite 

B)     2a»-|-4<»-+-5,   2a»-H4a-t- 7,.  ..,   2a»-4-8a+.1. 

Cette  suite  renferme  na  termes.  La  moyenne  arithmé» 
tique  est 

2a»-f- 6a-h  4=  2(a-4-  i)(a-f-2), 


et  la  somme  est 

nombre  congru.  Par  conséquent,  les  deux  suites  (A)  et 
(B)  remplissent  les  deux  conditions  énoncées  ci^lessus. 

Complétant  la  suite  (A)  en  descendant  jusqu'à  Funité, 
la  somme  de  i  i  2 a' —  5  est  égale  à  (a*  —  a)^  $  la  somme 
de  I  à  2a*  +  4^+3  est 

donc 

(a»  —  2)'-|-C  =  («*4-2fl  +  2)». 

Opérant  de  même  sorte  sur  la  suite  (B) ,  la  somme  de 
I  à  2a*-+-4«-i-3est 

(/i»H-2a-i-2j»i 
la  somme  de  i  à  2  a'  +  8  a  +  3  est 

(fl»-4-4a-h  2)»; 
et 

(û«  H-  2tf  -f-  2)»  4-  c  =  {a}  -H  4«  H-  2)». 

Le  problème  est  donc  résolu.  Les  trois  carrés  sont  :  le  pe- 
tit carré  (a*  —  2)*,  le  moyen  carré  (a* -f- aa  +  2)" , 
et  le  grand  carré  (a*  +  4^  +  ^)9  ^^  1^  nombre  à  ad* 
jondre  est 

c=4«(«-f-  i)(fl  •+•  2); 

on  l'appelle  congru^  parce  qu'il  convient  à  ces  trois  car- 
rés qui  sont  congments,  Fibonacci  prend  a  =  2 ,  alors 
on  a 

c  =  240 
et 

7* -4-240=  17%     17»  — 240=   7% 
17» 4-  240  =  23*,     23*—  240=  17*. 

Fibonacci  se  servant  de  lignes  est  obligé  d'entrer  dans 

Dulhlin  nutlhéntati^ut! ,  t.  II.  (Mai  i8560  ^ 
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de  longues  discussions  amenées  pour  les  cas  où  a  =  i  et 
a*  —  a  devient  négatif,  et  dans  des  cas  fractionnaires  il 
a  besoin  du  premier  lemme. 

Au  moyen  de  signes  littéraux,  cette  discussion  est  inu- 
tile et  Ton  a  en  général  (Boncompagni,  j^nn.  discienze 
matemntiche,  april.  i855)  : 

c  =  ^mn  [m  -f-«)(w  —  i), 

X  =  /W'  H-  71% 

y  :=.[m  -h/i)'  —  2/i', 
z  =  (m  -h  71  )»  —  2/w', 

X*  H-  r  =  ^' . 

Hec  questio  predicta  in  prologo  hujus  libri  (p.  96). 

Cette  question,  proposée  par  Jean  de  Palerme,  est, 
comme  nous  Tavons  vu,  de  satisfaire  aux  équations 

^Y  est  le  nombre  cherché.  Multipliant  les  deux  équations 
pari'*,  on  a 

«5 p' 4-  5 p*  =  ^» P%     y^v^  +  S^=iz'v\ 

Cherchons  un  nombre  congru  de  la  forme  5»^*,  il  suffit 
de  prendre  dans  les  formules  précédentes 

/?f  =  5,     /ï  =  4; 

alors 

c  =  7  20 , 
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d'où 

12  12 

(Page  98.)  Un  carré  ne  peut  être  un  nombre  congru.  Il 
établit  comme  lemme  qu'oh  ne  peut  avoir 

m  (m  —  /r)  =  «(m  -f-/ï), 
ou  bien 

m'  =  /i'  +  a  mn  ; 
on  aurait 


2  m' 


ce  qui  est  impossible  en  nombres  rationnels.  Donc 

mn  (w  H-  /i)  (/w  —  n) 

ne  peut  devenir  un  carré.  Mais  il  faudrait  encore  dé- 
montrer qu^on  ne  peut  avoir 

mn  z=z  m^  —  /i'  ; 

ce  qui  est  d'ailleurs  facile,  car  on  aurait 

/-       f  •       *--        /im  —  ny 

impossible. 

On  ne  peut  donc  avoir  simultanément 

maïs  la  démonstration  n'est  pas  complète.  Il  faut  encore 
prouver  : 

1°.  Que  m ,  /* ,  m  -+-  w ,  m  —  w  ne  sont  pas  des  carrés 
simultanément  \ 

2".  Que  m^  n^  //*■  —  /*'  ne  peuvent  être  des  carrés. 
Cela  ne  peut  se  démontrer  que  par  le  théorème  de  Fer- 
mat  sur  les  bi-carrés  auxquels  Fibonacci  n'a  nullement 
pensé  ^  on  a  eu  tort  de  lui  en  attribuer  la  connaissance. 

5. 
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(Page  loo.)  Problème.  Satisfaire  aux  équations 

Solution.  Soit  c  un  nombre  congru  aux  trois  carrés  u*, 
^*,  i',  de  sorte  que  Ton  ait 


ii«-+-r  =  P», 

«»— c  =  rS 

deli 

«*  +  ca»  =  «^»ii% 

«*  — ra»=r»  w% 

{?)•-?=(?)■. 

on  a  donc 

If                     PU                    ftf 
c         "^            <?                      C 

(Page  loo.)  Problème,  Satisfaire  aux  équations 


Solution, 


x'  -h  mx  =>'', 

(fLy^fL  —  — 
\m  )       m       //f  ' 

ce  qui  revient  au  problème  précédent. 

Théorème,  Si  l'on  a  trois  carres  impairs  consécutifs 
A ,  B ,  C ,  on  a 

C  — B-(B— A)=:8; 
de  même  si  les  carrés  sant  pairs  et  consécutifs.  D'pù  Ton 


(%) 

conclat  que  les  diflerences  entre  les  carres  impairs  cpnsé-' 
cutifs  donnent  la  progression  8,  i6,  24)  3a,  etc,  et  les 
différences  entre  les  carrés  pairs  forment  la  progression 
la,  20,  a8,  36,  etc. 

11  emploie  ce  théorème  comme  lemme  pour  résoudre 
Téquation 

Si 
on  a 

«=llf+Iy      ^  =  2fl  — I,      «=r2<l-t-3. 

Si 

f|  =  2/l+I|       3  =  2/l-+-3, 

on  a 

X=2/I-4-2,      J  =  2/f,       «=:^/|-h4. 

Faisons  généralement 

x^/n+^^i    X^f^f     »  =  /»-f-2/t, 
on  a 

j:^ — j^' ain-H/f  a 

»'  —  «*       2111  -f-  3  «       b 

2//i(3  —  a)  =/i  (3a  —  b)f 

équation  à  laquelle  on  peut  satisfaire  d'une  inGnité  de 
manières. 

Un  troisième  cas  particulier  est  celui 

alors 

La  solution  générale  de  Fibonacci  se  ramène  à  ceci  : 
Soient  An,  An',  An'  Irois  termes  de  la  suite  naturelle 
des  carrés  dçs  nombres  impairs ,  les  n  indiquant  les  rangs. 
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On  a  9  d'après  le  Ui^or^c  rapporté  ci*-des9us , 

A„/—  A„==4(«'—  «)  {/î  4-/»'  —  i), 
Ku  -  A^  =  4  (/i"  -  «')(„' 4-  /*"  -  i); 

ou  doit  donc  satisfaire  à  réquation 

Exemple  I: 
il  prend 

«  =  4> 

alors 

n'zzzSy     «"  =  8, 

satisfont  à  Téquation 

A4  =  49,     A»  =81,     A,  =  225, 

81  —  49  ^^  ^ 

225  —  81  ~~  144      9 

Fibonacci  fait  observer  que  les  solutions  fractionnaires 
de  l'équation 

a»  —  X'  '^b 

donnent  aussi  des  solutions  en  nombres  entiers  ,  car  on  a 

/?'x'  —  p^  x^ ^ 

/7»L-  —  p^  X*       h 
Exemple  II  : 

^=43,       /Î=:H, 

il  trouve 

/i  =  3 ,     /i'  =.  1 4 ,     «"  =  3o . 

Fibonacci  parvient  à  ces  diverses  valeurs  par  tâton- 
nements. Il  y  a  une  méthode  de  solution  générale  très- 
simple,  très-directe,  déjà  employée  par  Diophante  pour 
le  cas  parliculier  rt  =  i,  ft=  3  (Diophante,  t.  Il,  pro- 
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Uèmc  ao).  Mais  Fibonacci  ne  connaissail  probablement 
pas  Diophante  qu'il  ne  cite  jamais.  D'ailleurs  il  ne  cite 
qu'Euclîde.  A-t-il  connu  Alkharki?  c'est  fort  douteux.  Il 
résout  ensuite  ce  problème  qui  ne  présente  aucune  diffi- 
culté (p. 112) : 

X» -H /»=«», 


Qucsito  mihi  proposi'ta  a  Magistro  Theodoro,  Domini 
Imperatoris  phyiosopho  (p.  1 1 4)- 

x-^y  4-» -4- «'  =  «», 

«  4-r  -h  «  +  jc'  -h r*  ■+-  2*= ''«'*. 

Cest  la  dernière  question  \  le  manuscrit  est  mallieu- 
leusement  interrompu  au  verso  de  la  feuille  29;  de  sorte 
qu'on  n'a  pas  la  solution  complète.  Elle  a  été  restaurée 
et  généralisée  dans  un  beau  travail  de  M.  Genocchi  que 
nous  donnerons  dans  ce  journal.  Ce  qui  précède  suflii 
pour  justifier  la  haute  importance  historique  qu'on  doit 
attacher  à  la  découverte  du  prince  Boncompagni.  On 
trouve  on  outre,  dans  l'ouvrage  cité  ci-dessus  (Intomo 
ad  alcune  opère,  etc.)^  des  renseignements  curieux  sur 
divers  personnages.  Antonio  de'  Mazzinghi  da  Perelola 
(vers  i35o)  5  DagomarPaulo  dell' Abbaco  (xiv*'  siècle)  (*)  ^ 
Jean  dell' Abbaco,  Antoine  Corbinel H  (xv*' siècle),  pro- 
bablement de  la  famille  de  Tami  de  maSame  de  SévignC| 
et  plusieurs  autres.  C'est  un  ouvrage  à  consulter  par  les 
biographes  et  les  bibliographes. 

(*)  On  lui  doit  l'idée  de  parla|;cr  les  nombres  en  tranches  do  trois  chif- 
fres, pour  eu  fuciliterrénoticialiou. 
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BIOTIGB  m  LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX  DE  I.  GO.  STURM  C'). 


Chaelbs  Sttjrm  est  né  à  Genève,  alors  chef-lieu  du  dé- 
partement du  Léman  ,  le  6  v0ndémiaire  an  XII  (29  sep- 
tembre i8o3).  Sa  famille,  qui  appartenait  à  la  religion 
protestante ,  était  originaire  de  Strasbourg  et  avait  quitté 
cette  ville  vers  1760.  Elle  comptait  probablement  parmi 
ses  ancêtres  deux  hommes  célèbres  auxvi®  siècle,  Jacques 
Sturm,  président  {statt-meister)  de  la  république  de 
Strasbourg,  qui  se  distingua  dans  la  lutte  de  cette  ville 
contre  Charles-Quint,  et  Jean  Sturm ,  humaniste ,  diplo- 
mate ,  théologien ,  dont  le  nom  se  trouve  mêlé  à  toutes  les 
querelles  littéraires ,  politiques  et  religieuses  de  son  épo- 
que. 

Le  jeune  Sturm  montra  de  bonne  heure  des  dispositions 
extraordinaire^,  et  il  obtint  au  collège  de  nombreux  suc- 
cès dai^s  toutes  les  parties  de  ses  études.  Il  apprit  avec 
une  égale  facilité  les  langues  anciennes  et  modernes ,  la 
littérati^re ,  Thistoire,  On  nous  a  même  rapporté  qu'à 
douze  ans  il  composait  des  vers  qui  décelaient  beaucoup 
dMmagination  et  de  sensibilité.  Mç^is  k  mesure  qu'il  avan- 
çait en  âge,  il  donnait  une  préférence  de  plus  en  plusr 
marquée  aux  études  scientifiques. 

M.  Sturm  quitta  le  collège  en  1818  pour  suivre  les 
coqrs  plus  savants  de  l'Académie  de  Genève.  Il  y  eut  pour 
professeurs  MM.  J.-J.  Schaub,  le  colonel  (depuis  géné- 
ral)  Dufour  et  Simon  Lhuilier.  Ce  dernier,  géomètre 

{*)  On  ferait  bien  de  solder  rarriéré  et  de  prononcer  les  Éloges  des 
académiciens  morts.  Ne  leur  devant  alors  que  la  mérité,  il  y  a  là  un  noble 
stimulant,  et  c'est  pour  le  Secrétaire  perpétuel  un  devoir  pieux  à  remplir 
envers  la  m.émoire  do  Lacrois  ,  Leçendrc ,  Prony,  Sturm ,  Dinet.        Tm. 
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émineiit)  avait  pour  son  élève  une  vive  affection  et  se  plai- 
sait à  lui  prédire  uu  brillant  avenir.  Il  eut  le  bonheur  de 
vivreassezlongtemps  pour  voir  ses  prédictions  se  réaliser. 

En  i8ip ,  un  grand  malheur  vint  frapper  M.  Sturm  et 
le  mettre  aux  prises  avec  les  nécessités  de  la  vie.  Son  père 
mourut  dans  la  force  de  Tâge ,  ne  laissant  aucune  fortune 
à  sa  veuve  et  k  quatre  enfants,  dont  Charles  était  Tainé. 
Pour  venir  au  secours  de  sa  mère  qu'il  aimait  tendre- 
ment, M.  Sturm,  quoique  bion  jeune,  se  livra  à  ren- 
seignement et  commença  par  donner  des  leçons  particu- 
lières. En  1823,  il  entra  comme  précepteur  dans  la 
famille  de  Broglie,  où  il  fut  chargé  de  l'éducation  du  frère 
de  madame  de  Broglie,  fils  de  la  célèbre  madame  de  Staël. 
n  demeura  quinze  mois  dans  cette  respectable  famille, 
dont  il  eut  beaucoup  à  se  louer. 

M.  Sturm  accompagna  son  élève  à  Paris,  vers  la  fin  de 
1823.  En  route,  il  lia  connaissance  avec  un  bibliothécaire 
de  Dijon  qui  conduisait  son  fils  à  TEcole  Polytechnique. 
Ces  messieurs  étaient  des  lecteurs  assidus  du  Journal  de 
Gergonne,  où  M.  Sturm  avait  déjà  inséré  quelques  bons 
articles.  Quand  ils  apprirent  le  nom  de  leur  compagnon 
de  voyage,  ils  lui  firent  beaucoup  de  compliments  et  de 
politesses.  A  vingt  ans,  de  pareilles  rencontres,  premières 
joies  d'une  célébrité  naissante ,  ont  un  charme  tout  par- 
ticulier qui  les  fait  compter  parmi  les  plus  grands  bonheurs 
de  la  vie. 

M.  Sturm  aimait  à  se  rappeler  cette  époque.  Il  était 
alors  pauvre  et  presque  inconnu.  Mais  il  avait  la  conscience 
de  sa  force,  et  son  existence  modeste  était  embellie  par 
Fespérance,  ce  bien  souvent  préférable  au  but  le  plus, 
ardemment  poursuivi,  a  Je  suis  actuellement,  écrivait-il 
â  sa  mère ,  en  relation  avec  des  hommes  très-savants  et 
très-distingués.  Il  faut  lâcher  de  m'élevcr  à  peu  près  h 
leur  niveau,  m 
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Ce  premier  séjour  à  Paris  fut  de  courte  durée. 
M.  Sturm  y  revînt  un  an  après  avec  son  amî  d'enfance, 
M.  Daniel  CoUadon,  aujourd'hui  professeur  à  TAcadémie 
de  Genève  et  physicien  distingué.  De  iSaS  à  1829,  les 
deux  amis  vécurent  ensemble,  mettant  en  commun  leurs 
travaux,  leurs  espérances,  leurs  joies  et  leurs  peines.  Le 
r»  juin  1827,  une  haute  distinction  venait  récompenser 
leurs  efforts  :  ils  remportaient  le  grand  prix  de  Mathé- 
matiques proposé  par  l'Académie  pour  le  meilleur  Mé- 
moire sur  la  compression  des  liquides. 

M.  Sturm  était  venu  h  Paris  avec  une  lettre  de  recom- 
mandation de  M.  Lhuilier  pour  M.  Gerono.  L'émînenl 
professeur  accueillit  le  jeune  mathématicien  avec  une 
cordialité  dont  celui-ci  lui  a  toujours  gardé  une  profonde 
reconnaissance,  et  lui  procura  des  relations  miles. 
MM.  Arago,  Ampère  et  Fourier  suivaient  avec  intérêt 
les  travaux  de  M.  Sturm  et  de  son  ami.  Je  n'ai  pas  be- 
soin de  dire  que  les  jeunes  savants  étaient  obligés  d'a- 
bandonner parfois  la  haute  théorie  pour  des  occupations 
moins  relevées,  mais  plus  lucratives.  M.  Arago,  dont  la 
prévoyante  amitié  embrassait  tous  les  détails,  ne  laissait 
échapper  aucune  occasion  de  leur  envoyer  des  élèves. 

A  cette  époque,  M.  Fourier  réunissait  autour  de  lui 
quelques  jeunes  géomètres ,  dont  la  réputation  commen- 
çait à  se  faire  jour  et  qui  ont  tenu  depuis  ce  qu'ils  pro- 
mettaient alors.  L'illustre  savant  les  initiait  à  ses  tra- 
vaux de  prédilection  et  les  entraînait  dans  la  route  où  il 
avait  fait  de  si  importantes  découvertes.  M.  Sturm  subit 
rheureuse  influence  de  ce  maître  vénéré ,  dont  il  ne 
parlait  jamais  qu'avec  émotion.  Il  dirigea  ses  recherches 
vers  la  théorie  de  la  chaleur  et  l'analyse  algébrique.  C'est 
en  étudiant  les  propriétés  de  certaines  équations  difleren- 
liellesqui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  ques- 
tions de  physique  mathématique,  qu'il  trouva  son  fameux 
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théorème.  Gettc  découverte,  publiée  en  18129 ,  fit  sensa- 
tion et  plaça  son  auteur  au  rang  des  premiers  géomètres. 

M.  Siurm  accueillit  avec  joie  la  révolution  de  Juillet 
dans  laquelle  il  crut  voir  l'avènement  définitif  d'une  sage 
liberté.  Cette  révolution  lui  fut  du  moins  favorable  en 
lui  permettant  d'entrer  dans  Tlnstruction  publique,  dont 
sa  qualité  de  protestant  Tavait  éloigné  pendant  la  Restau- 
ration. La  haute  protection  de  M.  Ârago  le  fit  nommer,  à 
la  fin  de  iSio ,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au 
collège  Rollin. 

C'est  de  cette  époque  que  date  son  amitié  avec  M.  Liou- 
ville,  amitié  qui  a  duré  jusqu'à  sa  mort. 

Le  4  décembre  1834)  T Académie  des  Sciences  Thonora 
du  grand  prix  de  Mathématiques,  qui  devait,  aux  termes 
du  programme,  être  décerné  à  Tauteur  de  la  découverte 
la  plus  importante  publiée  dans  les  trois  dernières  an- 
nées. Le  Mémoire  couronné,  déposé  au  Secrétariat  le 
3o  septembre  i833^  était  relatif  à  la  théorie  des  équa- 
tions. 

En  i836,  M.  Sturm  fut  nommé  membre  de  TAcadé- 
miedes  Scieuces,  en  remplacement  de  M.  Ampère,  par 
46  voix  sur  Sa  votants. 

Entré  à  TÉcole  Polytechnique  en  i838,  comme  répé- 
titeur d'Analyse,  M.  Sturm  devenait  deux  ans  plus  tard 
professeur  à  cette  école.  Dans  la  même  année  (i84o),  pré- 
senté en  première  ligne  par  le  Conseil  académique  et  par 
la  Faculté^  il  occupait  la  chaire  de  Mécanique  laissée  va- 
cante parla  mort  de  Poisson. 

M.  Sturm  était,  en  outre,  officier  de  la  Légion  d'hon* 
neur  (1837),  iiicmbre  de  la  Société  Philomathique,  des 
Académies  de  Berlin  (1 835)  et  de  Saint-Pétersbourg  (i836), 
de  la  Société  Royale  de  Londres  (1840).  Celte  dernière  lui 
avait  décerné  la  médaille  de  Copley  pour  ses  travaux  sur 
les  équations. 
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M.  Sturm  se  montrail  digne  de  tous  ces  honneurs  par 
son  zèle  k  remplir  ses  diverses  fonctions.  Doue  d'une  con- 
stitution naturellement  forte,  il  pouvait  compter  sur  une 
longue  carrière  et  de  n'ouveaux  succès.  Malheureusement, 
vers  i85i,  sa  santé  subit  une  altération  profonde  par 
suite  d'une  trop  forte  application  à  des  recherches  diffi* 
ciles,  et  il  fut  obligé  de  se  faire  remplacer  à  la  Sorbonne 
et  à  TEcole  Polytechnique.  Il  reprit  ses  Cours  k  la  fin  de 
1 85  2,  mais  il  ne  se  rétablit  jamais  complètement.  Malgré 
les  soins  de  sa  famille  qui  retardèrent ,  mais  ne  purent 
arrêter  les  progrès  du  mal,  il  succombaJe  i8  décem- 
bre i855 ,  à  Tàge  de  cinquante  et  un  ans  ('*'). 

M.  Sturm  n*était  pas  seulement  un  homme  de  talent, 
c'était  aussi  un  homme  de  cœur ,  bon  pour  sa  famille ,  bon 
pour  ses  amis,  dont  le  nombre  était  grand.  «J'ai  beaucoup 
d^amis,  »  disait-il  avec  un  naïf  orgueil,  et  cette  parole,  qui 
chez  tout  autre  aurait  passé  pour  une  exagération,  était  ri- 
goureusement vraie.  A  ceux  que  j'ai  déjà  cités ,  j'ajouterai, 
sans  prétendre  k  une  énumération  complète,  MM .  Lejeune- 
Dirichlet,  Ostrogradsky ,  Brassine,  Catalan.  M.  Faurie, 
d'abord  élève,  devenu  ensuite  l'ami  intime  de  M.  Sturm , 
mérite  une  mention  spéciale  pour  le  dévouement  dont  il 
a  fait  preuve  dans  les  circonstances  les  plus  pénibles. 

Dans  sa  prospérité,  M.  Sturm  n'oubliait  pas  lés  jours 
difficiles  et  le  généreux  appui  qu'il  avait  reçu  de  MM.  Am- 
père, Fourier,  Arago.  Use  plaisait  à  venir  en  aide  aux 
jeunes  gens  qui  débutaient  dans  la  carrière  des  sciences 
et  il  savait  les  obliger  avec  une  délicatesse  admirable. 

M.  Sturm  se  taisait  volontiers  avec  les  personnes  qu'il 


(*)  n  n*a  pa»  été  marié  et  laisse  de  modestes  économies  et  an  riche 
capital  de  gloire  à  une  sœur  digne  d'un  tel  héritage,  malheureusement  peu 
cflicace  pour  rexistence.  Puisse  y  suppléer  un  ministre ,  savant  académi- 
cien, juste  rémunérateur  de  services  consciencieux.  Car  pour  Sturm  la 
science  était  un  but  ;  pour  la  foule,  elle  est  un  moyen,  Tm. 
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ne  connaissait  pas  -,  maïs  quand  sa  timidité  naturelle  était 
vaincue,  il  révélait  tout  le  charme  d'un  esprit  fin  et  origi- 
nal. Il  était  passionné  pour  la  musique  des  grands  maîtres , 
et  nous  tenons  de  lui  qu'a  une  époque  où  ses  ressources 
étaient  bien  faibles,  il  s'imposait  des  privations  afin  de 
pouvoir  entendre  les  chefs-d'œuvre  de  Rossini  et  de 
Meyerbeer. 

Comme  professeur,  M.  Sturm  se  distinguait  par  la 
clarté  et  la  rigueur.  On  lui  doit  beaucoup  de  démonstra- 
tions ingénieuses  qui ,  répandues  par  ses  élèves ,  ont  en- 
suite passé  dans  des  livres  dont  les  auteurs  ont  presque 
toujours  oublié  de  le  citer.  Mais  il  était  riche,  point  avare 
et  ne  réclamait  jamais,  a  En  ai-je  assez  perdu,  disait-il 
en  riant,  de  ces  petits  objets!  et  combieif  peu  m'ont  été 
rapportés  par  d'honnêtes  ouvriers  I  Â  la  longue,  cepen- 
dant, le  total  peut  faire,  comme  on  dit,  une  perte  consé- 
quente. » 

Les  qualités  de  M.Sturm  étaient  bien  appréciées  par  la 
jeunesse  intelligente  qui  suivait  ses  leçons.  «  On  admirait, 
dit  l'un  de  ses  élèves  (*) ,  (et  j'ajouterai  :  l'on  aimait)  cet 
homme  supérieur  s'étudiant  à  s'effacer,  pénétrant  dans 
l'amphithéâtre  avec  une  timidité  excessive,  osant  à  peine 
regarder  son  auditoire.  Aussi  le  plus  religieux  silence  ré- 
gnait-il pendant  ses  leçons,  et  on  pouvait  dire  de  lui 
comme  d'Andrieux,  qu'il  se  faisait  entendre  à  force  de  se 
faire  écouter,  tant  est  grande  l'influence  du  génie!  » 

Enfin,  pour  achever  de  faire conn ai treThomme  éminent 
que  nous  venons  de  perdre ,  nous  citerons  encore  les  pa- 
roles touchantes  prononcées  sur  sa  tombe  par  M.  Liou- 
vîlle,  le  jeudi  20  décembre  1 855. 


(*)  M.  Regray-Belmy,  ancien  élèTe  de  l'École  Polytechnique.  Voirie 
^èclc  du  3o  décembre  i855. 
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Xi  Messieurs, 

M  Le  géomètre  supérieur,  riiomme^xcelletit  doii^  iickis 
accompagnons  les  restes  mortels ,  a  été  pour  moi  ^  {ten- 
dant viugt-cinq  ans,  un  ami  dévoué;  et  par  la  bonté 
même  de  cette  amitié,  comme  pal*  les  traits  d'un  caractèi^ 
naïf  uni  à  tant  de  profondeur,  il  me  rappelait  le  maître 
vénéré  qui  a  guidé  mes  premiers  pas  dans  la  carrière  des 
mathématiques ,  T illustre  Ampère. 

v  M.  Sturm  était  à  mes  yeux  un  second  Ampère  :  can- 
dide comme  lui ,  insouciant  c^mme  lui  de  la  forlune  et  des 
vanités  du  monde*,  tous  deux  joignant  à  l*esprit  d^invea-^ 
lion  une  instruction  encyclopédique  ^  n^ligés  ou  mèmedé- 
daignés  parles  liabil es  qui  cherohent  le  pouvoir  (^) ,  mais 
exerçant  une  haute  influence  sur  la  jeunesse  des  écoles, 
que  le  génie  frappe*,  possédant  enfin ,  sans  l'avoir  désiré, 
sans  le  savoir  peut-être,  une  immense  popularité. 

»  Prenez  au  hasard  un  des  candidats  à  notre  Ecole  Poly- 
technique, et  demandez*lui  ce  que  c'est  que  le  théorème 
de  M.  Sturm  :  vous  verrez  s'il  répondra!  La  question 
pourtant  n'a  jamais  été  exigée  par  aucun  programme  : 
elle  est  entrée  d'elle-même  dansTensignement,  elle  s'est 
imposée  comme  autrefois  la  théorie  des  couples. 

»  Par  cette  découverte  capitale^  M.  Sturm  a  tout  à  la 
(ois  simpliGé  et  perfectionné ,  en  les  enrichissant  de  résul- 
tats nouveaux,  les  cléments  d'algèbre. 

»  Ce  magnifique  travail  a  surgi  comme  un  corollaire 
d'importantes  recherches  sur  la  mécanique  analytique  et 
sur  la  mécanique  céleste,  que  notre  confrère  a  données, 
par  extrait  seulement,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de 
M.  Férussac. 


(*)  Loi*squG  des  La(rran(je,  des  Laplace,  des  Poisson ^  zélés  ci  assidus 
travailleurs,  arrivent  au  pouvoir,  il  faut  s*cn  féliciter.  Tm. 
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))  Deux  beaux  Méaioires  sur  ]a  discussion  des  équations 
différentielles  et  à  différences  partielles,  propres  aux 
grands  problèmes  de  la  physique  mathématique,  ont  été 
du  moins  publiés  en  entier  grâce  à  mon  insistance.  «  La 
»  postérité  i mpar tiale  les  placera  à  c6té  des  plus  beaux  Mé- 
»  moires  de  Lagrange  »  (*).  Voilà  ce  que  j'ai  dit  et  im- 
primé il  7  a  vingt  ans,  et  ce  que  je  répète  sans  craindre 
qu'aujourd'hui  personne  vienne  me  reprocher  d*ètre  trop 
hardi . 

»  M.  Sturm  a  été  le  collaborateur  de  M.Colladon  dans 
des  expériences  sur  la  compressibilité  des  liquides  que 
FAcadémie  a  honorées  d*un  de  ses  grands  prix. 

»  Nous  lui  devons  un  travail  curieux  sur  la  vision ,  un 
Mémoire  sur  Toptique,  d'intéressantes  recherches  sur  la 
mécanique,  et  en  particulier  un  théorème  remarquable 
sur  la  variation  que  la  force  vive  éprouve  lors  d'un  chan- 
gement brusque  dans  les  liaisons  d'un  système  en  mou- 
vement. Quelques  articles  sur  des  points  de  détail  ornent 
nos  recueils  scientifiques. 

»  Mais ,  bien  qu'il  y  ait  de  quoi  suffire  à  plus  d'une  ré- 
putation dans  cet  ensemble  de  découvertes  solidement 
fondées  et  que  le  temps  respectera ,  les  amis  de  notre  con- 
frère savent  que  M.  Sturm  est  loin  d'être  là  tout  entier, 
même  comme  géomètre.  Puissent  les  manuscrits  si  pré- 
cieux que  quelques-uns  de  nous  ont  entrevus  se  retrouver 
intacts  entre  les  mains  de  sa  famille!  En  les  publiant,  elle 
ne  déparera  pas  les  chefs-d'œuvre  que  nous  avons  tant 
admirés. 

»  L'originalité  dans  les  idées,  et,  je  le  répète,  la  solidité 
dans  l'exécution ,  assurent  à  M.  Sturm  une  pUcc  à  part. 

{*)  M.  Liouville  s'exprimait  ainsi  dans  un  Mémoire  lu  à  VAcadcmie  de» 
Sciences  le  i4  décembre  i836,  el cependant  M.  Sturm  était  son  concurrenS 
pour  la  place  vacante  par  le  décès  d*Ampére.  Un  pareil  fait ,  assez  rarer 
dans  l'histoire  dos  luttes  académiques ,  porte  avee  lui  son  éloge. 
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Il  a  eu  de  plus  le  bonheur  de  rencontrer  une  de  ces  vérités 
destinées  à  traverser  les  siècles  sans  changer  de  forme,  et 
en  gardant  le  nom  de  l'inventeui*,  comme  le  cylindre  et 
la  sphère  d'Archîmède. 

))  Et  la  mort  est  venue  nous  l'enlever  dans  la  fleur  de  l'ftge  ! 
Il  est  allé  rejoindre  Abel  et  Gallois,  Gôpel,  Eisenstein, 
Jacobi. 

»  Ah!  cher  ami ,  ce  n'est  pas  toi  qu'il  faut  plaindre. 
Echappée  aux  angoisses  de  celte  vie  terrestre,  ton  âme 
immortelle  et  pure  habite  en  paiic  dans  le  sein  de  Dieu, 
et  ton  nom  vvra  autant  que  la  science. 

»  Adieu,  Sturm,  adieu.   » 

LISTE  BIBLIOGRAPIUQUE  DES  TRAVAUX  DE  M.  STURM. 


ANNALES   DE   MATHÉMATIQUES   DE   GERGONME. 

i .  Tome  Xin  (i8aa-Q3) ,  page  289.  —  Extension  du 
problème  des  courbes  de  poursuite. 

Solution  d'une  question  proposée  par  le  rédacteur. 
.   2.  Ibid.,  p.  3i4-  —  Déterminer  en  fonction  des  côtés 
d*un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  :  1°  l'angle  de  deux 
côtés  opposés;  2?  r angle  des  diagonales» 

3.  Tome  XIV  (i8a3-24),  p.  i3.  —  Étant  donnés  trois 
points  et  un  plan,  trouuer  dans  ce  plan  un  point  tel  que 
la  somme  de  ses  distances  aux  trois  points  donnés  soit  un 
minimum, 

M.  Sturm ,  sans  résoudre  le  problème  par  des  formules 
explicites ,  démontre,  à  l'aide  de  considération  emprun- 
tées à  la  mécanique ,  plusieurs  propriétés  du  point  cher- 
ché. Il  généralise  ensuite  le  problème. 

4.  Ibid.,  p.  i^. —  Démonstration  analytique  de  deux 
théorèmes  sur  la  lemniscate. 

Démonstration  de  deux  théorèmes  énoncés  par  M.Tal- 
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bot ,  concernant  Texcès  fini  de  Tasymptote  d'une  hyper- 
bole équîlatcre  3ur  le  quart  de  cette  courbe. 

5.  Ibid,^  p.  108. — Hechercftes  analytiques  sur  une  classe 
fie  problèmes  de  géométrie  dépendants  de  la  théorie  des 
maxinia  et  des  mini  ma. 

Maximum  et  minimum  d*une  fonction  des  dislances 
d'un  point  variable  à  d'autres  points  dont  les  uns.  sont 
fixes ,  les  autres  assujettis  à  se  trouver  sur  des  courbes  ou 
sur  des  surfaces  données. 

6.  Ibid.,  p.  a^S.  —  Démonstration  de  deux  théorèmes 
sur  les  transversales. 

7.  Ibid. y  p.  286.  —  Lieu  des  points  desquels  abaissant 
fies  perpendiculaires  sur  les  côtés  d^un  triangle  et  joi- 
gnant les  pieds  de  ces  perpendiculaires ,  on  obtienne  un 
triangle  d 'aire  constante. 

8.  Ibid.^  p.  3o2.  —  Recherche  de  la  surface  courbe  de 
chacun  des  points  de  laquelle  menant  des  droites  à  trois 
points  fixes,  ces  droites  déterminent  sur  un  plan  fixe  les 
sommets  d'un  triangle  dont  Faire  est  constante. 

9.  Ibid.y  p.  38 1 .  —  Courbure  dUinfilfiexiblc  et  inex- 
tensibledont  les  extrémités  sont figces  et  dont  tous  les  point  s 
sont  attirés  et  repoussés  par  un  centre  fixe,  suivant  une 
fonction  déterminée  de  la  distance. 

10.  Ibid.,  p.  390.  —  La  distance  entre  les  centres  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  rayon  iiu  circonscrit  et  l'excès 
de  ce  rayon  sur  le  diamètre  de  l'inscrit. 

H .  Tome  XV  (1824-25) ,  p.  loo.  —  Démonstration  de 
quatre  théorèmes  sur  l'hyperbole. 

12.  Ibid.,  p.  2o5.  —  Recherches  sur  les  caustiques. 
Cas  où  -la  ligne  réfléchissaute  ou  séparatrice  de  deux 

Bullitinmathémntiiiuo,\.\\.  {^Jvk'xvx  iSSG.)  ^ 
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milieux  esl  une  circonférence.  Propriétés  des  oyales  de^ 
Descartes. 

Ce  Mémoire  est  le  seul  morceau  de  Géométrie  que  nous 
ait  laissé  M.  Sturm  et  montre  ce  qu*il  aurait  pu  faire 
dans  ce  genre  s'il  l'avait  cultivé. 

13.  Ibid,,  p.  a5o. —  Théorèmes  sur  les  polygones  régu- 
liers. 

Démonstration  et  généralisation  d*un  théorème  de  Lhtti«- 
lier. 

i  4.  /iiV/. ,  p .  3o9 . — Recherches  analytiques  suf*  les  po- 
fygones  rectilignes  plans  ougauclies, 

15.  Ibid.j^.  238.  —  Recherches  ri* analyse  sur  les  caus- 
tiques planes. 

Relations  entre  les  longueurs  des  rayons  incidents  et 
réfractés  correspondants ,  prises ,  Tune  et  Tautrc ,  depuis 
le  point  d^incidence  jusqu'à  ceux  où  ces  rayons  touchent 
leurs  caustiques  respectives.  RectîGcatîon  des  caustiques 
planes. 

16.  Tome  XVI,  p.  265. —  Mémoire  suri  es  lignes  du  se- 
cond ordre,  (Première  partie.  ) 

Propriétés  des  coniques  qui  ont  quatre  points  com- 
muns. Pôles  et  polaires.  Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brian- 
chon. 

17.  Tome  XVII ,  p.  177.  —  Mémoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre.  (Deuxième  partie.) 

On  y  trouve  les  deux  théorèmes  suivants  qui  sont  une 
généralisation  de  celui  de  Desargues  : 

Quand  deux  coniques  sont  circonscrites  à  un  quadri- 
latère, si  l'on  tire  une  transversale  quelconque  qui  ren- 
contre cette  courbe  en  quatre  points  et  deu,r  côtés  op- 
posés du  quadrilatère  en  deux  autres  points,  ces  six 
points  seront  en  inyolution. 
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Quand  trois  coniques  sont  circonscrites  à  un  même 
quadrilatèrcj  une  transversale  quelconque  les  rencontre 
en  six  points  qui  sont  en  inuolution, 

BULLETIN    DES    SCIRIfCES    DE    FÉRCSSAC. 

M.  Sturm  a  rédigé  en  182961  i83o  la  partie  mathéma- 
tique de  ce  Bulletin . 

iS.  Tome  XI  (  iSag),  p.  419.  — *  Analyse  d'un  Mé- 
moire sur  la  résolution  des  équations  numériques.  (Lu  à 
r  Académie  des  Sciences  le  i3  mai  1829.) 

Ce  Mémoire  contient  le  fameux  théorème  de  M.  Sturm. 
La  démonstration  en  a  paru  pour  la  première  fois  dans 
V  Algèbre  de  MM,  Choquet  et  Mayer  (1"  édition,  i832). 
M.  Sturm  a  donné  dans  le  même  ouvrage  une  démonstra- 
tion plus  simple  que  celle  de  M.  Cauchy,  du  théorème 
que  toute  équation  algébrique  a  une  racine. 

Voici  comment  M.  Sturm  parle  de  ses  obligations  en- 
vers M.  Fourier  :  a  L'ouvrage  qui  doit  renfermer  l'en- 
semble de  ses  travaux  sur  l'analyse  algébrique  n'a  pas 
encore  été  publié.  Une  partie  du  manuscrit  qui  contient 
ces  précieuses  recherches  a  été  communiquée  à  quelques 
personnes.  M.  Fourier  a  bien  voulu  m'en  accorder  la 
lecture ,  et  j'ai  pu  l'étudier  à  loisir.  Je  déclare  donc  que 
j'ai  eu  pleine  connaissance  de  ceux  des  travaux  inédits  de 
M.  Fourier  qui  se  rapportent  à  la  résolution  des  équa- 
tions, et  je  saisis  cette  occasion  de  lui  témoigner  la  recon* 
naissance  dont  ses  bontés  m'ont  pénétré.  C'est  eu  m'ap- 
puyant  sur  les  principes  quMl  a  poses  et  eu  imitant  ses  dé- 
monstrations que  j 'ai  trouvé  les  nouveaux  théorèmes  que 
que  je  vais  énoncer.  » 

19.  /foV/.,p.  422.  ^-  Extrait  d'un  Mémoire  présenté 
à  l'Académie  des  Sciences  (  i*'  juin  1829). 

Extension  du  théorème  de  Fourier  et  de  cehii  de  Dcs- 
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cartes  aux  écjua  lions  de  la  forme 

Ax* -hBx/^-f-.  ..=  0, 

dans  lesquelles  a,  (3  ,  y,...  sont  des  nombres  réels  quel- 
conques. 

A  la  fin  de  cet  extrait ,  M.  Sturm  énonce  quelques  théo- 
rèmes relatifs  au  mouvement  de  la  chaleur  dans  une 
sphère  ou  dans  une  barre.  Ils  devaient  faire  partie  d*un 
Mémoire  qui  parait  n'avoir  jamais  été  rédigé.  M.  Liou- 
ville  les  a  démontrés  très-simplement  dans  son  Cours  du 
Collège  de  France  (  n^  semestre  i836).  Ce  Cours ,  consa- 
cré à  l'analyse  des  travaux  de  M.  Sturm ,  noua  a  été  très- 
utile  pour  la  composition  de  cette  Notice. 

20.  lbi(L,  p.  273.  —  Note  présentée  à  V Académie 
(8juin  1829.) 

Réalité  des  racines  de  certaines  équations  transcendan-* 
teSi  Sur  les  coefficienLs  des  séries  qui  représentent  une 
fonction  arbitraire  entre  des  limites  données. 

Cette  Note  a  été  refondue  dans  d'autres  travaux  de  Tau- 
leur. 

21.  Tome  XII  (1829),  p.  3i4.  —  Extrait  d'un  Mé- 
moire soi*  Vintègrution  d'un  système  d^cquatiens  diffé^ 
retUielles linéaires^  (Présenté  à  TAcadémie  des  Sciences 
\é  27  juillet  1829.) 

Elude  des  racines  des  équations  qui  se  présentent  dans 
Tintégralioti  d*un  système  d*équalious  linéaires.  Nombre 
de  ces  racines  comprises  entre  deux  limites  données. 

Cet  extrait,  fort  étendu,  peut  tenir  lieu  du  Mémoire 
lui-même.  Dans  une  note,  l'auteur  avertit  que  les  coii- 
dusions  d'un  Mémoire  précédent  [voir  plus  haut  n^  19) 
s'étendent  à  un  grand  nombre  d'équations  transcendan- 
tes. 
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fOURNAL  ^DB    M,    LIOUYILLE. 

22.  Tome  I  (i836),p.  106.  —  Mémoire  sur  les  équa^ 
tions  différentielles  linéaires  du  second  ordre,  (Lu  a 
rAcadémie  des  Sciences  le  3  o  septembre  1 833 .  ) 

Très-beau  Mémoire  dans  lequel  les.  propriétés  des 
fonctions  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  sont 
étudiées  sur  cette  équation  même. 

Une  analyse  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  le  journal 
Y  Institut  du  9  novembre  i833.  Le  même  journal ,  ^^ns 
le  numéro  du  3o  novembre,  contient  une  Note  de 
M.  Sturm ,  qui  complète  sa  théorie. 

23.  Ibid^y  p.  ^78. —  Démonstration  d*un  théorème  de 
M.  Cauchy.  (En  commun  avec  M.  Liouville.) 

Théorème  sur  le  nombre  des  points-racines  renfermés 
dans  un  contour  donné. 

24.  Ibid,y  p.  290. —  Antres  démonstrations  du  même 
théorème. 

25.  Ibid.y  p.  373.  —  Sur  une  classe  d'^équations  à 
différentielles  partielles. 

Equations  delà  forme 

du 

du  dx 

fi'  -7-  r=  — ; lu, 

^  dt  dx 

Complément  du  Mémoire  n*^  22. 

{  Voir  aussi  Comptes  rendus^  t.  IV,  p.  35.) 

26.  Tome  II ,  p.  aao.  —  Extrait  d'un  Mémoire  sur  le 
déi^eloppement  des  Jonctions  en  séries,  etc.  (En  commun 
<avec  M.  Liouville.  ) 

(Voir aussi  Comptes  rendus,  t.  IV,  p.  675.) 

27.  Tome  III,  357.  Mémoire  sur  l* optique. 
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Surfaces  caustiques  formées  par  des  rayons  lumineux 
émanés  d'un  point  et  qui  éprouvent  une  suite  de  réfrac- 
tions ou  de  réflexions. 

28.  Tome  VI,  p.  3 1 5. —  Note  à  l  ^occasion  d*un  article 
de  M.  Delaunay  sur  la  surface  de  réx^olutîon  dont  la 
courbure  moyenne  est  constante. 

29.  Tome VII, p.  i32.  — Note  à  V occasion  d^un  arti- 
cle de  M,  Gascheau  sur  r application  du  théorème  de 
M,  Sturm  aux  transformées  des  équations  binâmes. 

30.  Ibid.y  p.  345.  —  Note  sur  un  théorème  de 
M.'Chasles. 

Démonstration  nouvelle  de  ce  théorème  :  Un  canal  in- 
finiment petit  dont  les] arêtes  curvilignes  sont  des  trajec- 
toires orthogonales  aux  surfaces  de  niveau  relatives  à  un 
corps  quelconque,  intercepte  sur  les  surfaces  de  niveau  des 
éléments  pour  lesquels  Tattraction  exercée  par  le  corps  a 
la  même  valeur. 

31.  Jbid.f  p.  356.  —  Démonstration  d'un  théorème 
d'algèbre  de  M,  Syhester. 

Ce  beau  théorème  complète  celui  de  M.  Sturm  en  don- 
nant la  manière  dont  les  difl'crents  restes  se  composent 
avec  les  facteurs  simples  de  Téquation  proposée. 

COMPTES  RENDUS   DE  L*ACADÉMLE  DES  SCIENCES. 

32.  Tome  IV,  p.  720.  —  Noie  sur  un  théorème  dm 
M.Cauchy  relatif  aux  racines  des  équations  simultanées. 
(En  commun  avec  M.  Liouville.) 

33.  Tome  V,  p.  867.  — Rapport  sur  un  Mémoire  de 
M.  Bravais  concernant  les  lignes  formées  dans  un  plan 
par  des  points  dont  las  coordonnées  sont  des  nombres 
entiers, 

34. Tome  VII ,  p.  1 143. —  Rapport surtUux Mémoires 
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iie  M.  Blanchet  relatifs  à  la  propagation  et  à  la  polari^ 
saiion  du  rnow^ement  dans  un  milieu  élastique* 

35.  Tome  VIII ,  p.  788.  —  Note  relative  à  des  remar-- 
ques  critiques  sur  les  travaux  de  M,  UouviUe  contenues 
dans  un  Mémoire  de  M*  lÂhri. 

36.  Tome  XHI ,  p.  1046. —  Mémoire  sur  quelques pro^ 
positions  de  mécanique  rationnelle. 

Il  Si  les  liaisons  d*un  système  de  points  matériels  en 
mouvement  sont  changées  dans  un  intervalle  de  temps 
très-court,  la  somme  des  forces  vives  acquises  avant  cet 
intervalle  surpassera  oelle  qui  aura  lieu  immédiatement 
après  d^une  quantité  égale  a  la  sonmie  des  forces  vives  cor- 
respondantes aux  vitesses  perdues  dans  le.  passage  du  pre- 
mier état  du  système  au  second.  » 

37.  Tome  XX,  p.  554,  761  et  1218.  —  Mémoire  sur 
la  théorie  de  la  vision. 

L'auteur  explique  comment  la  vision  peut  être  distincte 
à  diverses  distances.  Les  rayons  émanés  d'un  point ,  après 
avoir  traversé  les  milieux  inégalement  réfringents  qui 
constituent  l'œil,  forment  une  surface  caustique.  Pour 
que  la  vision  soit  distincte ,  il  suffit  qu'une  partie  de  cette 
caustique,  qui  se  réduit  presque  à  une  ligne  mathématique 
et  dans  laquelle  les  rayons  sont  plus  condensés  que  par- 
tout ailleurs ,  vienne  rencontrer  la  rétine. 

38.  Tome  XXVI,  p.  658.  — Note  sur  V intégration  des 
équations  générales  de  la  dynamique. 

Théorèmes*d'Hamllton  et  de  Jacobi. 

39.  Tome  XXVIII ,  p.  66. —  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  M.  L.  Wantzel ayant  pour  titre  :  Théorie  des  diamè- 
tres reclilîgnes  des  courbes  quelconques. 

MÉMOIRES    DES    SAVANTS    ÉTRANGERS. 

40.  Tome  V  (1834)9  p«  267.  —  Mémoire  sur  la  com-f 
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pression  des  liquides,  (En  commun  avec  M.  Colladon.) 

Ce  Mémoire  a  remporté  le  grand  Prix  de  Mathémati- 
ques en  1827.  Il  a  aussi  été  publié  dans  les  jénnales  de 
Chimie  et  de  Physique,  t.  XXII,  p.  11 3. 

41.Tome  VI(i835),p.  271. —  Mémoiresurla  résolu- 
tion des  équations  numériques.  (  Voir  plus  haut  n®  18.) 

NOUVELLES    ANNALES    DE    MATHÉMATIQUES. 

42. Tome  X  (i85i) ,  p.  419* —  Sur  le  moui^ement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

MANUSCRITS. 

43.  Un  Mémoire  très-étendu  sur  la  communication  de 
la  chaleur  dans  une  suite  de  vases. 

44.  Un  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre,  dont 
les  dix  premiers  paragraphes  seulement  ont  paru  dans  les 
jénnales  de  Gergonne.[Foir  plus  haut  n°*  16  cl  17.) 

Ces  deux  Mémoires  sont  en  élal  d'êlre  imprimés ,  el 
M.  Liouvillc  a  bien  voulu  se  cliargcr  de  leur  publica- 
tion. 

Les  autres  papiers  de  M.  Sturm  contiennent  des  cal- 
culs reJatifs  à  des  Mémoires  déjà  publiés,  à  des  extraits 
de  ses  lectures,  et  enfin  à  des  recherches  particulières  sur 
les  équations.  La  plupart  de  ces  calculs  n'étant  accom- 
pagnés d^aucun  discours ,  il  est  très-difficile  de  suivre  la 
pensée  de  Tauteur.  On  donnera  des  extraits  de  ce  qu  une 
patiente  investigation  y  fera  découvrir  d'intéressant. 

COURS    DE    l'école    POLYTECHNIQUE. 

45.  Les  Leçons  d'Analyse  et  de  Mécanique  ont  été 
rédigées  par  des  élèves  de  Tlîcole  Polytechnique  et  auto- 
graphiées  pour  l'usage  de  cette  école.  Il  n'en  a  été  tiré 
qu'un  jHîlil  nombre  d'exemplaires. 
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Le  texle  de  ces  Leçons  a  été  revu  et  corrigé  en  grande 
partie  par  M.  Sturm  et  les  théories  les  plus  importantes 
ont  été  rédigées  par  lui.  Leur  ensemble  formera  quatre 
volumes.  L'auteur  de  cette  Notice  est  chargé  de  leur  pu- 
blication, conformément  au  désir  exprimé  par  M.  Sturm 
lui-même.  Le  premier  volume  paraîtra  le  i*'  juillet  pro- 
chain, et  les  trois  autres  suivront  â  des  époques  très-rap- 
prochées. 

E.  PfiOUHET. 
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i855.  Prix:  27  francs  (*). 

Cet  ouvrage  fait  époque.  JNous  assistons  à  la  résurrec- 
tion scientifique  de  l'Observatoire  de  France.  Monsieur 
le  Directeur  annonce  (v-vi)  que  chaque  année  on  pu- 
bliera les  observations  de  Tannée  précédente ,  observa- 
tions non  pas  brutes^  mais  réduites,  discutées ^  comparées 
avec  la  théorie.  Ces  opérations,  qui  sont  vitales  pour 
l'astronomie,  exigent  des  données  précises,  la  construc- 
tion de  Tables  exactes  y  commodes,  d'une  préparation 
longue  et  pénible.  Ces  données  et  ces  Tables ,  en  cours 
d'exécution ,  seront  également  publiées.  En  attendant,  le 
célèbre  directeur  insérera  dans  les  Annales,  sous  le  titre 
de  Recherches  astronomiques  (  **),  des  Mémoires  sur  plu- 

(*)  Les  tomes  II  et  III  sont  sous  presse. 

(**)  C'est  anssi  le  titre  d*iin  ouvrage  de  Ressel ,  Asironomische  untersu- 
chungett. 


(9o) 
sieurs  points  de  la  science ,  et  des  chapitres  didactiques 
destinés  à  résumer  les  formules'  et  les  théories  les  plus 
usuelles. 

Ce  volume  commence  (1-68)  par  un  Rapport  au  Mi- 
niatre  de  Tlnstruction  publique  sur  TObservatoire  impé-> 
rial  de  Paris  et  projet  d^organisation  (décembre   i854  )• 

On  peut  distinguer  dans  ce  Rapport  trois  parties  : 

1*^.  Historique, 

Un  exposé  historique  succinct,  lucide,  instructif, 
des  progrès  de  la  science  depuis  Hipparque  jusqu'à  I{er- 
schel,  Olbers,  Bessel.  L'astronomie  complète  comprend 
IWanoscopie  et  Turanologie.  M.  Le  Verrier  fait  ressortir 
avec  force  et  raison  que  l'uranoscopie,  c'est-à-dire  l'art 
d'observer  avec  précision ,  a  créé  l'astronomie  et  en  est  le 
fondement.  Kepler  dit  qu'il  a  été  mis  sur  la  voie  de  ré- 
former toute  l'astronomie  par  les  efforts  qu'il  a  faits  pour 
faire  disparaître  dans  l'orbite  de  Mars  une  différence  de 
huit  minutes  que  présentaient  les  observations  de  Tycho 
comparées  avec  la  théorie.  Aujourd'hui ,  depuis  l'admira- 
ble découverte  de  Neptune,  qui  a  rectifié  les  écarts  du 
mouvement  d'Uranus ,  dans  toutes  les  planètes  les  erreurs 
ne  s'élèvent  plus  qu'à  quelques  secondes^  comme  elles 
existent  partout ,  on  ne  peut  pas  les  négliger  et  il  faut 
s'efforcer  de  les  faire  disparaître.  Ce  plaidoyer  en  faveur 
àeV observation  est  d'auunt  plus  méritoire, que  l'auteur 
doit  sa  célébrité  uniquement  à  des  travaux  ui'anologiques. 
La  Mécanique  céleste,  qui  a  donné  une  si  forte  impulsion 
à  la  théorie ,  a  eu  en  France  la  malheureuse  conséquence 
de  faire  négliger  et  même  de  faire  dédaigner,  reléguer  au 
second  rang  l'uranoscopie.  On  attacha  plus  d'importance 
à  établir  des  séries  convergentes  qu'à  installer  des  instru- 
ments de  précision.  Aussi  ((  l'Observatoire  de  Paris,  nous 
»  sommes  forcé  de  l'observer,  n'a  pris  aucune  part  aux 
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»  études  d'asironomie  sidérale  :  tout  ce  grand  mouve- 
i>  ment  s'est  accompli  en  dehors  de  lui .'»  (P.  3 1 .)  On  doit 
ajouter  que  ce  n'est  qu'en  i852  qn'on  a  découvert  en 
France  le  premier  astéroïde  ;  que  cette  découverte  a  été 
faite  à  Paris ,  en  dehors  tie  V Observatoire ^  par.im  étran^ 
ger,  intelligent  amateur  d'investigations  célestes  {*). 

Décrivant  la  formation  et  l'organisation  des  mondes, 
le  style  répond  toujours  k  l'élévation  du  sujet ,  et  rappelle 
souvent,  par  sa  majestueuse  simplicité,  Laplace,  Pou- 
rier,  Arago.  C'est  une  lecture  agréable  à  tout  homme  in- 
struit,obligée  pour  tout  professeur  de  cosmographie. 

2^.  État  de  l'édifice  et  des  instruments. 

Il  est  indispensable,  pour  la  précision,  que  la  tempéra- 
ture des  salles  soit  égale  à  celle  de  l'air  extérieur.  «  A  Poul- 

»  kova,  les  murailles  sont  en  bois,  et  la  pénétration  de  la 

»  chaleur  à  travers  le  toit  est  combattue  par  une  épaisse 

»  couche  de  terre  glaise.  De  larges  fenêtres,  ouvertes  en 

»  temps  convenable,  permettent  d'obtenir  la  même  tem- 

»>  pérature  à  rintérieur  qu'à  l'extérieur.  Ces  précautions 

»  n'ont  pas  été  prises  à  Paris  et  à  l'égard  de  la  salle  aux 

»  observations.  La  couverture,  entièrement  métallique ^ 

»  et  disposée  en  forme  de  caisson ,  concentre  et  transmet 

»  à  l'intérieur,  dans  les  beaux  jours ,  une  forte  portion 

»  de  la  chaleur  qu'elle  reçoit  du  soleil.  Il  en  est  de  même 

»  des  murailles,  qui  sont  épaisses  et  complètement  con- 

)i  struites  en  pierre.  Aussi  la  température  de  la  salle 

»  reste-t-elle  presque  toujours  pendant  les  nuits ,  et  quel- 

»  que  soin  qu'on  ait  d'ouvrir  les  fenêtres ,  plus  élevée 

î)  que  la  température  extérieure.  C'est  souvent  le  con- 

»  traire  pendant  le  jour.  »  (Page  19.) 


(•)  M.  Goldschniidt,  peintre  allemand.    Polymnie  a  été  découverte  en 
1H54  àrObscrvatbire  par  M.  Cbacornac.  assidu  et  zélé  astronome. 
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Il  est  encore  indispensable,  pour  certaines  observa- 
tions ,  qu'on  puisse  se  procurer  un  horizon  artificiel ,  tel 
qu^un  bain  de  mercure  qui  réfléchisse  nettement  les  ima- 
ges. ((  Or  l'incertitude  des  images  est  telle,  que  la  plupart 
»  du  temps  il  est  difficile  de  les  observer.  Le  mal  pro- 
»  vient  ici  de  deux  causes  :  de  la  situation  de  Tobseï^ 
)>  vatoire  au  sein  d'une  grande  "ville  et  de  la  vicieuse 
N  construction  de  l'observatoire  lui-même.  Lorsque  je 
)»  cherchai ,  il  y  a  huit  mois ,  à  introduire  Tusage  indis- 
»  pensable  du  bain  de  mercure  dans  le  service  régulier  de 
»  rObservatoire,  aucune  observation  n'était  habituelle- 
»  ment  possible  pendant  le  jour.  Dans  la  nuit,  on  pou- 
»  vait  obtenir  un  bain  assez  calme  ^  mais  alors  une  voi- 
)>  ture,  même  assez  légère,  venait-elle  à  entrer  dans 
»  Paris,  en  franchissant  une  des  barrières  Saint-Jacques 
»  ou  d'Enfer,  l'observateur  était  prévenu  de  sa  présence 
»  par  une  légère  trépidation  du  mercure.  Bientôt ,  en  ef- 
»  fet,  on  entendait  la  voiture  s'avancer,  et  lorsqu'elle 
»  était  parvenue  dans  les  environs  de  l'Observatoire,  l'a- 
)>  gitation  du  mercure  était  telle,  que  toute  observation 
»  devenait  impossible  au  cercle  :  souvent  même  le  bruit, 
»  empêchant  d'entendre  les  battements  de  la  pendule, 
»  forçait  l'observateur  à  la  lunette  de  s'arrêter  à  son. 
»  tour.  »  (Page  20.) 

Instruments  de  passage. 

La  force  de  la  lunette  méridienne  de  Greenivich  est  i 
celle  de  la  lunette  de  l'Observatoire  de  Paris  comme  16 
est  à  9,  <(  c'est-à-dire  presque  double.  Ce  fait  nVi  pas  be- 
»  soin  de  commentaire.  Nombre  de  petits  astres,  que 
^  nous  ne  pouvons  voir  dans  la  lunette  méridienne  de 
n  Paris,  sont  Qbservés  à  Greenvvich*,  et  quant  à  ceux  que 
V  nous  pouvons  apercevoir,  comme  ils  nous  apparaissent 
»  deux  fois  plus  fiiiblesqu'à  Grecnwich,  il  est  trop  évi- 
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»  dent  que  nous  en  iiions  plus  difticilemt*»!  la  position.  » 

(Page  i4.) 

Défauts  de  r instrument,  i^.  Il  existe  entre  les  diamè» 
très  des  deux  tourillons  une  petite  différence.  2".  L*àxe 
de  rotation  de  la  lunette  n'a  pas  la  stabilité  nécessaire. 
3^.  L'axe  optique  de  la  lunette  laisse  aussi  à  désirer. 

Cercle  de  déclinaison  de  Gambey. 

((  La  lunette  du  cercle  de  déclinaison  est  encore  plus 
»  faible  que  la  lunette  méridienne.  Tandis  qu'à  l'égard  de 
»>  la  puissance  optique^  les  instruments  de  passage  de 
»  Greenwich  et  Paris  sont  dans  le  rapport  de  1 6  à  9 ,  ainsi 
»  que  nous  l'avons  vu  plus  haut ,  les  instruments  qui  ser- 
»  vent  à  la  mesure  des  déclinaisons  sont  dans  le  rapport 
»  de  16 à  7!  Aussi,  tandis  qu*à  Greenwich  les  observa- 
»  tions  de  toutes  les  petites  planètes  peuvent  être  faites 
V  sans  .difficulté  et  avec  exactitude,   il  arrive  les  trois 
»  quarts  du  temps  à  Paris,  qu'après  avoir  attendu  jusqu'à 
»    une  heure  ou  deux  heures  du  matin,  les  observateurs 
w  sont  réduits  à  inscrire  sur  le  registre  que ,  nonobstant  la 
»  beauté  du  ciel ,  il  leur  -a  été  impossible  de  voir  l'astre^ 
»  ou  bien,  si  l'on  est  parvenu  à  l'observer  à  la  lunette 
n  méridienne',  sa  détermination  au  cercle  n'a  pu  être  ef- 
n  fectuée ,  le  second  instrument  étant  plus  faible  que  le 
»  premier.  Aussi  l'observation  est  incomplète  :  d'où  ré- 
»  sultent  deux  conséquences  :  un  découragement  profond 
»  atteint  inévitablement  les  observateurs  consciencieux, 
)>  et ,  ce  qui  est  plus  grave ,  lorsque  les  observations  se- 
»  ront  publiées,  elles  se  trouveront,  vis-à-vis  des  obser- 
)>  vations  étrangères ,  dana  un  état  d'infériorité  impos- 
»  siblei  supporter.  »  (Page  18.) 

Grande  lunette  parallatique. 

11  s'est  passé  pour  cet  instrument  des  choses  d'une 
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élrangctë  incroyable.  Il  semble  que  le  bàtî ment,  la  lu- 
nette ,  le  pied  et  la  base  aient  été  construits  isolément 
sans  penser  à  les  mettre  en  relation.  Ainsi  les  deux  tiers 
de  la  surface  du  plateau ,  destinée  à  porter  un  poids  de 
7  à  8000  kilogrammes ,  sont  en  porte-à-faux.  Le  poids  d'un 
homme  placé  sur  le  bord  delà  plaque,  lui  imprime  une 
flexion  très-notable  (p.  33)  ;  bien  plus ,  les  dimensions  du 
pied  ont  été  établies  sur  une  lunette  ayant  8  mètres  de 
distance  focale  ;  on  a  reconnu  depuis  que  la  distance  fo- 
cale est  plus  longue  de  8  décimètres.  Cet  excès  de  dimen- 
sion a  des  conséquences  fîicheuses^  «  car  si  Ton  consi- 
»  dère  que,  tout  en  remplissant  les  conditions  posées  ci- 
»  dessus ,  il  faut  encore  faire  en  sorte ,  d'une  part,  de  mé- 
))  nager  à  Tastronome  une  place  suffisante  pour  qu'il 
n  puisse  observer  dans  la  position  verticale  de  la  lunette, 
»  et  de  Tautre,  que  cette  lunette  puisse  s'abattre  dans 
0  une  position  horizontale  sans  heurter  les  parois  de  la 
»  coupole.  »  (Page  34-) 

3°.  Palliatifs, 

Dire  la  vérité  à  un  malade  sur  sa  situation  est  souvent 
l'acte  d'un  méchaut  ^  lorsque  ce  malade  est  une  institution 
publique  ayant  un  intérêt  national ,  dire  la  vérité  est  le 
devoir  d'un  bon  citoyen,  et  M.  Le  Verrier  a  bien  mérité 
du  pays  en  montrant  l'état  au  vrai.  Il  indique  aussi  les 
remèdes.  Cette  troisième  partie  est  la  partie  faible  de  ce 
beau  Rapport.  Les  remèdes  ne  sont  que  d'impuissants  pal- 
liatifs, taudis  qu'il  faut  un  remède  héroïque.  Le  célèbre 
Directeur  déclare  que,  quoi  qu'on  fasse,  on  ne  fera  jamais 
de  l'observatoire  actuel  qu'un  observatoire  de  second  or- 
dre. «  Mais  entreprendre  de  refaire  avec  les  dispositions 
»  actuelles  un  observatoire  de  premier  ordre,  ce  qui  exi- 
»  gérait  qu'on  rectifiât  les  fondationsetqu*on  enfît  denou- 
»  velles  pour  les  collimateurs ,  qu'on  modifiât  complète- 
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»  ment  la  construction  de  la  salle  elle-mènie,  qu'on  ac- 
»  crût  enfin  le  pouvoir  optique  des  instruments  en  même 
»  temps  qu  on  y  introduirait  des  modifications  mécani- 
»  ques,  c'est-à-*dire ,  en  un  mot,  tout  changer^  construo- 
»  lions  et  instruments,  constituerait  une  entreprise  qui 
»  donnerait  beaucoup  plus  de  peine  et  coûterait  beaucoup 
)>  plus  cber  qu'une  construction  nouvelle.  »  (Page  aa.  ) 

Second  ordre  n'est  pas  français.  La  nation  doit  être 
partout  au  premier  rang.  Pour  cela  que  faut-il  faire? 
Écoutons  encore  M.  Le  Verrier.  <(  Déjà  la  Russie  s^était 
»  signalée  par  la  culture  de  Tastronomié,  notamment 
»  dans  l'observatoire  de  Dorpat,  lorsque  son  gouveme- 
»  ment  résolut  de  fonder  un  observatoire  modèle,  supë- 
))  rieur  à  tout  ce  qu  on  avait  édifié  jusque«là.  L^empereur 
»  accorda  un  crédit  illimité  pour  la  fondation  du  non- 
»  vel  établissement,  choisit  lui-même  remplacement,  et 
»  ordonna  que  la  construction  des  instruments  serait 
n  mise  au  concours  entre  les  artistes  de  toute  l'Europe. 
»)  L'exécution  de  ce  vaste  plati ,  confiée  à  l'un  des  plus 
»  éminents  astronomes  de  l'époque ,  ancien  directeur  de 
))  Dorpat,  fut  digne  de  la  pensée  du  fondateur.  En  i838, 
))  l'observatoire  était  construit,  les  instruments  installés. 
»  Sur  le  crédit  illimité  accordé  pour  la  construction,  il 
1)  avait  été  dépensé  une  somme  de  deux  millions  et  demi, 
»  indépendamment  du  prix  du  terrain.  Enfin  l'observa- 
M  toire  recevait  une  dotation  annuelle  de  ijuatre-vingt 
»  mille frsiucs,  »  (Page  ta.) 

La  position  financière  de  la  France  est-elle  moins  bonne 
que  celle  de  la  Russie?  Devons-nous  reculer  devant  une 
dépense  que  la  Russie  a  faite  et  fait  encore  annuellement? 
Les  vainqueurs  d'Alma  seront-ils  vaincus  à  Pulkova? 
Croit-on  que  le  souverain  qui  a  achevé  le  Louvre,  changé 
Paris  en  une  ville  monumentale,  rendu  au  pays  sa  pré- 
pondérance politique  et  militaire,  croit-on  que  Napo- 
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lëonlll  sera  moins  bien  disposé,  se  uioutrera  moins  libéral 
envers  la  plus  sublime  des  sciences  qu  un  empereur  de 
Russie?  Absit,  absit.  M.  Le  Verrier  n'aqu'à  vouloir,  ei 
bientôt  nous  verrons  s'élever  aux  environs  de  Paris  un 
observatoire  du  premier  ordre,  et  bientôt  aussi ,  grâce  au 
génie  français,  il  s'y  formera  des  astronomes  rtu  premier 
ordre.  Une  puissante  impulsion  serait  rétablissement 
d'observatoires  secondaires  dans  nos  principaux  ports,  en 
Algérie ,  dans  nos  colonies,  et  surtout  dans  la  Nouvelle- 
Calédonie,  récente  possession  (*).  Que  de  découvertes  â 
faire  dans  Tbémisphère  austral?  Nous  ne  savons  rien 
sur  les  aurores  australes:  phénomène  qui,  bien  étudié, 
parait  destiné  h  nous  révéler  un  jour  de  grands  mystères. 
Nous  consacrerons  un  second  article  aux  Recherches 
astronomiques. 


Récréations  mathématiques,  composées  de  plusieurs 
problèmes  plaisants  et  facétieux  eu  fait  d'arithmétique, 
géométrie ,  niéclianique,  optique  et  autres  parties  de  ces 
belles  sciences.  Seconde  édition,  reveue,  corrigée  et  aug- 
mentée. A  Paris,  chez  Rollel  Boutonné,  au  Palais,  en 
la  gallerie  des  libraires.  MDCXXVI.  Petit  in-8  de  188 
pages. 

La  dédicace  est  signée  H.  Vaii  Etten.  C'est  un  pseudo- 
nyme. L'ouvrage  est  du  P.  Jean  Leurechon,  jésuite 
lorrain.  La  première  édition  est  de  Pont- à -Mousson, 
i6a4*  Cette  seconde  édition,  de  Paris,  a  été  revue  la 
même  année  par  Denis  Henrion.  Il  y  a  deux  éditions  de 
Rouen  (1627  et  i6a8)  -,  une  autre  de  Paris  (i63o),  donnée 

-(  *)  Lire  uno  Lettre  de  M.  Caillât , examinateur  hydrographe,  Gontenant 
à  ce  sujet  d'eicellcnles  vue*  telles  qu'on  peut  les  attendre  d'un  savant  ai 
coropctent,  d'un  calculateur  si  exercé  (  Annales  de  l'Observatoire  impérial 
de  Paris,  tome  l**",  page  ^7). 
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par  Claude  Mjdorge,  le  célèbre  ami  de  Descartes.  La  cin- 
quième et  dernière  édition  est  de  Paris  1661. 

L'arithmétique  renferme  des  questions  pour  deviner 
des  nombres  pensés,  des  objets  cachés  ,  etc.;  on  les  trouve 
déjà  dans  le  Lilawati  et  dans  Yjtnthologie  grecque^  et 
plusieurs  se  sont  conservées  dans  nos  Traités  d'Algèbre.  Le 
74*  problème  roule  sur  Faimant.  On  y  lit  (p.  96)  : 

a  Quelques-uns  ont  voulu  dire  que  par  le  moyen  d'un 
»  aimant  ou  autre  pierre  semblable  les  personnes  ab- 
n  sentes  se  pourroient  entreparle  r.  Par  exemple ,  Claude 
»  étant  à  Paria  et  Jean  à  Rome,  si  Tun  et  l'autre  avait 
»  une  aiguille  frottée  â  quelque  pierre,  dont  la  vertu  fût 
n  telle,  qu*â  mesure  qu'inR  aiguille  se  mouvrait  A  Paris, 
»  Tautre  se  remuât  tout  de  même  à  Rome,  etc.   11 

L'électricité  s'est  chargée  de  résoudre  le  problème  posé 
en  i636. 

Le  problème  86  (p.  i43)  traite  des  canons  et  comment 
on  peut  lancer  dea  boulets  sans  pouldre  au  moyen  de  la 
vapeur  d'eau  employée  comme  force  projectîve  (*). 

Les  Récréations  mathématiques  de  Jacques  Ozanam 
(1648,  1694,  1735,  la  même  édition  avec  la  date  1741) 
ont  fait  oublier  celles  du  jésuite.  On  a  encore  sons  le 
même  titre  un  ouvrage  de  Guyot  (Guillaume-Germain) 
en  4  volumes  in-8  de  1769.  Enfin  Montucla  a  publié 
des  Bécréations  mathématiques,  d*abord  sous  le  pseudo- 
nyme de  Chanla,  géomètre  forésien,  Paris,  1778,  et 
avec  les  lettres  initiales  de  son  nom  une  nouvelle  édition 
en  1790. 

Muser  (F.-W)  a  publié  en  allemand  des  Récréations 
arithmétiques f'MnnsieryiSii  5  et  Cattois  (C)  :  Calendrier 
mental  grégorien  ou  Curiosités  mathématiques,  utiles, 
instructives  et  amusantes.  In-ia;  Orléans,  i85a. 

{*)  C'est  ce  que  Perkins  a  tooIu  réaliser  Dsguère. 
BulUtin  mathématique,  t.  II.  (Jaillet  i856.)  7 
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Des  Méthodes  en  Géométrie,  par  M.  Paul  Sen^t,  pro- 
fesseur de  mathématiques.  Paris,  Mallet- Bachelier, 
i855.  In-8  de  xvi-i44  pages.  Prix  :  6  francs  {*). 

Les  philosophes  distinguent  deux  grandes  routes  ou 
méthodes  générales  proprés  à  conduire  à  la  connaissance 
de  la  vérité  »  savoir  :  l'analyse  et  la  synthèse  \  et ,  suivant 
leur  habitude,  ils  ont  beaucoup  disserté  sur  les  caractères 
essentiels  de  chacune  de  ces  méthodes  ainsi  que  sur  la  pré- 
férence quMl  convient  d'accorder  à  Tune  ou  à  l'autre.  Les 
géomètres  se  mêlent  rarement  à  de  pareilles  discussions  : 
d'abord  ils  ne  voient  pas  ce  que  la  science  peut  gagner  à 
une  description  mi nulieuse'dwr  analyse  et  de  la  synthèse , 
car  l'important  n'est  pas  de  savoir,  dans  le  dernier  détail, 
en  quoi  consiste  une  méthode,  mais  plutôt  d'en  tirer  un 
heureux  parti*,  ensuite  la  question  âh  préférence  leur 
semble  tout  à  fait  oiseuse  et  même  nuisible.  Elle  revient, 
comme  l'observe  judicieusement  le  rédacteur  .de  ce  jour- 
nal, à  so  demander  ce  qui  vaut  le  mieux  de  notre  bras 
droit  ou  de  notre  bras  gauche.  Ainsi  posée,  il  n'y  a  pas 
besoin  de  philosophie  pour  la  résoudre  :  le  bon  sens  suffit. 

On  prend  quelquefois  le  nom  de  méthode  dans  une  ac- 
ception plus  restreinte,  et  l'on  désigne  ainsi  certains  pro<- 
cédés  généraux  au  moyen  desquels  on  peut  traiter  toute 
une  classe  de  questions  :  telles  sont  la  méthode  des  coor- 
données, celle  des  projections  ,  etc.  Toutes  sont  bonnes 
quand  elles  conduisent  rapidement  au  but.  Les  m^Ueures 
sont  celles  qui  ont  le  caractère  de  l'intuition,  et  qui 
nous  font  découvrir,  presque  sans  effort,  une  longue 
suite  de  vérités.   «  Pour  connaître,  dit  M.  Chasles  (^^), 

(*)  M.  Paul  Serret  vient  de  présenter  à  TAcadémie  un  Mémoire  sur 
la  théorie  géométrique  des  courbes  à  double  courbure.  Commissaires, 
MM.  Cauchy,  Bertrand. 

(**)  Aperçu  historique,  page  ii5. 
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si  Ton  a  reucoBtré  les  vraies  routes  de  la  vérité  déiinitive 
et  pénétré  jusqu'à  son  origine,  nous  croyons  pouvoir  dire 
que ,  dans  chaque  théorie ,  il  doit  toujours  exister^  et  que 
Ton  doit  reconoattre,  quelque  vérité  principale  dont 
toutes  les  autres  se  déduisent  aisément ,  comme  simples 
transformations  ou  corollaires  naturels^  et  que  cette  con- 
dition accomplie  sera  seule  le  cachet  de  la  véritable  per^ 
fection  de  la  science.  Nous  ajouterons ,  avec  un  des  géo- 
mètres modernes  qur  ont  le  plus  médité  sur  la  philosophie 
des  mathématiques  (M.  Gergonne),  u  qu'on  ne  peut  se 
»  flatter  d^ avoir  le  dernier  mot  d'une  théorie,  tant  qu  on 
»  ne  peut  pas  Texpliquer  en  peu  de  paroles  à  un  passant 
n  dans  la  rue.  »  Et  en  effet  les  vérités  grandes  et  primi- 
tives, dont  toutes  les  autres  dérivent,  et  qui  sont  les  vraies 
bases  de  la  science,  ont  toujours  pour  attribut  caracté- 
ristique la  simplicité  et  Tintuition.  » 

M.  Paul  Serret,  déjà  avantageusement  connu  des  lec- 
teurs de  ce  journal,  s'est  proposé,  comme  l'indique  le 
titre  de  son  ouvrage ,  de  faire  connaître  les  divers  pro- 
cédés que  Ton  peut  employer  pour  résoudre  les  questions 
de  géométrie,  et  il  a  pensé  avec  raison  que  le  meilleur 
moyen  de  les  enseigner  était  de  les  appliquer  à  un  cer« 
tain  nombre  de  questions  choisies. 

La  première  Partie  de  l'ouvrage  de  M.  Serret  {i-43) 
traite  des  méthodes  velatwes  à  la  géométrie  des  figures 
finies  etest  divisée  en  deux  chapitres. 

Le  chapitreP"  (i-ai)  commence  par  quelques  réflexions 
sur  l'utilité  d'une  classification  des  méthodes.  L'auteur 
ne  se  dissimule  point  qu'une  pareille,classâficatioB  n'ait 
quelque  chose  d'arbitraire  et  que  des  méthodes  données 
comme  distinctes  ne  puissent  se  confondre  datis  certains 
cas.  Malgré  ces  inconvénients  inévitables^  mais  dont  il  ne 
faut  pas  s'exagérer  l'importance,  une  classification  aura 
l'avantage  de  présenter  dans  un  certain  ordre  un  nombre 
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fini  de  moyens  parmi  lesquels  des  essais  successifs  feront 
connaître  celui  qui  convient  à  la  question  proposée. 

Après  avoir  caractérisé  en  peu  de  mots  l'analyse  et  la 
synthèse,  M.  Paul  Serret  décrit  onze  méthodes  particuliè- 
res, mais  sans  prétendre  faire  une  énuméralion  complète. 

1°  Méthode  par  substitution  y  qui  consiste  à  faire  dé- 
pendre la  solution  de  la  question  proposée  d'une  question 
plus  simple,  celle-ci  d'une  troisième,  etc. ,  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  un  dernier  problème  dont* la  solution  soit  évi- 
dente ou  simplement  connue  -,  ^^  par  construction,  qui 
consiste  à  substituer  à  la  définition  en  langage  ordinaire 
de  certains  éléments  d'une  figure  une  construction  équi- 
valente qui  met  souvent  en  lumière  des  relations  utiles 
à  la  solution  de  la  question  ;  3^  par  duplication,  quand 
on  fait  tourner  une  figure  autour  d'un  axe  pour  lui  don- 
ner une  position  symétrique  de  celle  qu  elle  occupait  d'a- 
bord ;  4^  P^^  abstraction  et  généralisation  ;  5°  par  corn- 
position  et  décomposition  ;  6^  par  les  limites  ;  7**  par 
réduction  à  l  *  absurde  /  8°  par  inversion^  lorsque,  renver- 
sant la  question ,  on  prend  pour  inconnues  les  quantités 
données  et  réciproquement  ;  9®  par  les  lignes j  les  aires 
ou  les  'Volumes  auxiliaires  ;  1  o**  pur  les  solides  auxiUoh- 
reSy  c'est-à-dire  par  l'emploi  de  la  géométrie  à  trois  di- 
mensions ,  dans  les  questions  de  géométrie  plane  ;  1 1^  par 
la  transformation  des  figures, 

M.  Serret  donne  des  exemples  bien  choisis  de  chacune 
de  ces  méthodes  :  mais  comme  la  dernière  lui  parait  d'une 
importance  fondamentale,  il  lui  consacre  en  entier  le 
chapitre  II  (ai-44)  àdjiz  lequel  il  expose  les  procédés  de 
la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Nous  y 
avon%  remarqué  d'élégantes  démonstrations  des  principes 
de  la  trigonométrie  sphérique  et  un  théorème  analogue  à 
celui  de  Legendre  sur  les  triangles  dont  les  côtés  sont  très- 
petits  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère. 
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La  seconde  Partie  (44*i44)  traite  des  méthodes  rela-- 
tiyes  à  la  géométrie  injftnùésimale.  Elle  est  divisée  en  six 
chapitres. 

Le  chapitre  V"  est  consacré  aux  tangentes.  On  y  trouve 
un  exposé  très*complet  et  très-instructif  des  méthodes 
d'Archimède,  de  Descartes,  de  Fermât  et  de  Barrow. 

Le  chapitre  II  traite  des  courbes  enveloppes  et  enparr 
ticulier  des  caustiques. 

Dans  le  chapitre  III ,  on  trouve  une  théorie  complète 
du  cercle  osculateur.  M.  Serret  fait  connaître  avec  un 
grand  détail  les  travaux  de  Maclaurin  et  de  M.  Ch.  Du- 
pin  sur  ce  sujet. 

Les  chapitres  IV  et  V  se  rapportent  à  la  théorie  des 
maxima  et  des  minîma  absolus  ou  relatifs. 

Le  chapitre  VI  a  pour  objet  la  méthode  par  décompo^- 
sition  en  éléments  correspondants.  L'attraction  d'une 
sphère  sur  un  point  extérieur,  la  rectification  des  épicy- 
cloïdes,  la  théorie  des  courbes  Uutochrones, le  théorème 
deFagnano  sont  les  principales  applications  que  Tauteur 
fait  de  cette  importante  méthode. 

En  résumé,  M.  Paul  Serret  a  composé  un  livre  plein 
de  choses ,  et  dont  nous  ne  saurions  trop  recommander  la 
lecture  aux  élèves  et  aux  professeurs. 

On  doit  savoir  gré  à  Tauteur,  dont  l'érudition  parait  si 
étendue,  de  nous  avoir  fait  connaître  tant  de  procédés 
ingénieux  employés  par  les  plus  grands  géomètres  des 
temps  passés  et  que  notre  insouciance  condamnait  à  Tou- 
bli.  Il  rend  en  cela  un  grand  service  à  la  science, car,  sui- 
vant la  judicieuse  réflexion  de  M.  Poncelet,  dans  le  passage 
qui  sert  d'épigraphe  au  livre  de  M.  Serret  :  «  Ce  ne  sont 
pas  tant  les  vérités  particulières  que  les  méthodes  quMl  ne 
faut  pas  laisser  périr.  » 

E,   PnOVHBT. 
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Thèses  préssntées  a  la  Faculté  des  Scibi«ce8  de  PAiiiâ 
pour  oblenir  le  grade  de  docteur  es  Sciences;  par 
M.  Guiraudet,  agrégé  de  TUniversité,  professeur-ad* 
joint  de  mathématiques  au  lycée  Saint-Louis  : 

Thèse  de  Mécanique.  —  Recherches  sur  le  mouvement 
d*un  point  libre  rapporté  à  des  coordonnées  curvilignes; 
suivie  d'une  proposition  de  mécanique  céleste  (attraction 
des  ellipsoïdes)  donnée  p%r  la  Faculté. 

Thèse  d^Aiîalysb.  —  Aperçu  historique  au  sujet  des 
problèmes  auxquels  s'applique  le  calcul  des  variations, 
jusqu'aux  travaux  de  Lagrange. 

Soutenues  le  17  mars  i856  devant  la  Commission  d'exa- 
men composée  de  MM.Duhamel ,  président,  Lamé  et 
Puîseux ,  examinateurs,  Paris,  in-4[de  54  pages. 

Soient  trois  surfaces  données  par  des  équations  et  ren* 
fermant  explicitement  ou  implicitement  le  temps  comme 
paramètre  variable.  A  chaque  instant  ces  surfaces,  deux 
à  deux,  se  coupent  suivant  une  ligne  ;  les  intersections  de 
ces  trois  lignes  d'intersection  déterminant ,  généralement 
parlant ,  la  position  d'un  point,  sont  dites  les  lignes  coor'- 
données  de  ce  point;  le  temps  variant,  ce  point  décrit 
dans  l'espace  une  ligne  nommée  sa  trajectoire^  les  for- 
mules dynamiques  font  connaître,  a  chaque  instant,  la 
vitesse  du  point,  grandeur  et  direction  ;  les  forces,  accélé- 
ratrices et  centripètes,  qui  l'animent,  causes  efficientes  du 
mouvement. 

Le  but  de  cette  thèse  est  de  trouver  des  formules  qui 
donnent  ces  quantités^  dynamiques  considérées  dans  les 
lignes  coordonnées.  Supposons  que  ces  lignes  soient  des 
droites.  On  peut  considérer  le  point  comme  se  mouvant 
sur  nue  des  droiles  pondant  que  celle  mùme  droite  se 
ni«'nt  sur  la  socondr  droite,  qui  sv  miuil  cllo-nu'mo  sur  la 
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troisième  droite  ;  les  lois  de  ces  trois  mouvements  étant 
données,  on  peut  déterminer  les  trois  quantités  djnami* 
ques  relativement  à  chacune  de.ces  droites  et  aussi  les  pres- 
sions èiLercées  sur  les  trois  plans  passant  par  les  droites 
prises  deux  à  deux.  Les  mêmes  considérations  s'appli- 
quent à  des  lignes  coordonnées  quelconques;  ce  sont  ces 
mouvements  de  lignes  coordonnées  que  le  savant  auteur 
de  la  thèse  désigne  sous  le  nom  de  mouv^ements  d* en- 
traînement. Us  sont  extrêmement  simples ,  intuitifs,  et 
amènent  des  formules  qui ,  pour  être  très-générales ,  sont 
pourtant  très-symétriques ,  courtes ,  élégantes  et  suscep- 
tibles de  nombreuses  applications. 

L'auteur  choisit  les  surfaces  orthogonales;  les  ligqes 
coordonnées  sont  des  droites.  Soient 
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les  équations  de  trois  de  ces  surfaces*,  les  p  sont  des  para- 
mètres variables  avec  le  temps.  Faisant 
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et  désignant  par  R  la  pression  sur  la  surface  R ,  agissant 
suivant  la  normale  à  cette  surface ,  on  trouve 

"  Â  rf/'        h^  d^  \dt  ]       h\  dp  [de  )  '^  h\  dp  \dt  ) 

2    dh  dp  dù^        2   dh  dp  dp2 
//j  dpi  dt   'dt        h^  dpi  de  "dt^ 

et  deux  autres  expressions  semblables  pour  Rt  et  R^  ;  ce 
sont  les  équations  (A),  et  dans  une  note  Tauteur  montre 
la  coïncidence  de  ces  expressions  avec  celles  de  Lagrange. 
Si  Ton  désigne  par  ^t  9  (^t  9  ^s  les  trois  composantes  de 
la  vitesse  des  mobiles;  par  y, ,  c,  les  valeurs  des  rayons 
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de  courbure  pour  la  surface  {p)  à  leurs  points  d'intersec- 
tion ;  par  y^  j  c  les  valeurs  des  rayons  de  courbure  pour  la 
surface  (pi)  à  leurs  points  d'intersection;  par  7^9  ^1  les 
valeurs  des  rayons  de  courbure  pour  la  surface  (p^  )  à  leurs 
points  d'intersection;  Téquation  pour  R  se  change  en 
celle-ci 

où  dp  est  Tare  élémentaire  décrit  par  le  point.  De  même 
pour  Ri ,  R|.  « 

Ce  sont  les  équations  (B) ,  d*uné  élégance  remarqua- 
ble et  qui  sont  le  pivot  de  toutes  les  déductions.  L'auteur 
y  parvient  d- abord  par  le  calcul  et  ensuite  par  des  moyens 
géométriques. 

Ces  généralités  terminent  la  thèse,  mais  elle  débute  par 
des  considérations  sur  des  coordonnées  polaires  planes  et 
sphériques  qui  facilitent  la  compréhension  de  vues  plus 
élevées. 

La  seconde  thèse  est  un  exposé  historique  très-clair 
des  travaux  sur  le  calcul  des  variations  depuis  Newton 
jusqu'à  Lagrange  (voir  Strauch,  Nouvelles  annales, 
t.  X,  p.  433).  Nous  répétons  pour  la  centième  fois  que 
Bernoulli  ne  s'écrit  pas  Bernouilli.  Il  est  désagréable  de 
voir  un  géomètre  ne  pas  savoir  orthographier  un  nom 
aussi  illustre.  Comment  un  prote  laisse-t-il  passer  un  tel 
barbarisme? 

Nous  étudions,  pour  en  rendre  compte,  une  thèse  fort 
remarquable  de  M.  Houel  sur  Tintégration  des  ^équations 
fondamentales  de  mécanique  et  les  applications  de  la  mé- 
thode Hamilton  aux  perturbations  de  Jupiter.  Ce  sont  des 
travaux  qui  restent;  tandis  que  le  temps,  ce  formidable 
balai ,  jettera  dans  le  gouffre  de  Toubli  le  fatras  mathé* 
matiqne  qui  fait  invasion  de  toute  part. 
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Ràmvs  (Piebke  de  là  Ràméb),  sa  vie,  ses  écrits  et  ses 
OPINIONS  ;  par  Charles  Waddington,  professeur  agrégé 
de  philosophie  à  la  Faculté  des  Lettres  de  Paris  et  au 
lycée  Louis-le-Grand.  Paris,  i855^in-8  de48o  pages. 

On  entend  souvent  citer,  d'après  Royer-CoUard ,  que 
le  respect  s'en  va.  Je  crois  qu'on  n'a  pas  bien  compris  la 
pensée  du  philosophe.  En  effet,  le  respect,  cet  hommage 
rendu  à  la  vertu,  est  un  sentiment  qui  ne  dépend  pas  de 
la  volonté»  Il  nous  est  imposé  par  ce  tribunal  que  la  puis- 
sance divine  a  érigé  au  dedans  de  nous  :  par  la  conscience 
qui  dicte  ses  sentences  sans  nous  consulter,  et  nous  fait 
obéir  intérieurement,  quelles  que  soient  nos  actions  exté- 
rieures (^) .  Le  respect  implanté  dans  l'organisation  ne  peut 
pas  plus  s'en  aller  que  la  respiration.  Prenez  l'homme 
d'Horace,  le  justum  et  tenacem  propositi  virum,  celui 
qui  persévère  à  soutenir  une  cause  juste,  non-seulement 
au  prix  de  la  vie ,  ce  qui  est  peu ,  mais  au  prix  de  la  for- 
tune ,  de  l'existence  sociale ,  du  repos ,  et  chacun  s'incli- 
nera forcément.  Tandis  que  s'il  y  a  des  gens  dont  les 
opinions ,  les  principes  ^  les  actions  toumeboulent  au  gré 
de  leurs  intérêts,  de  leurs  passions  et  dont  les  actions 
sont  aux  antipodes  de  la  morale  qu'ils  écrivent  :  (jui  Curios 
simulant  et  Bacchanalia  vwunt  ;  vous  pourrez  rechercher 
leur  protection  s'ils  sont  puissants,  accorder  de  l'estime 
à  leur  talent,  de  l'admiration  à  leur  génie,  vous  pourrez 
leur  accorder  tout,  tout  excepté  le  respect.  C'est  à  ces 
gens  que  Royer-Colard  a  peut-être  fait  allusion,  et  alors 
son  assertion  peut  se  traduire  ainsi  :  Les  hommes  respec* 
tables  s'en  vont.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'homme  d'Horace 
au  XVI*  siècle,  c'est  Ramus.  Le  génie  le  plus  vaste,  le  plus 
profond  du  xvi*  siècle,  c'est  encore  Ramus. 

Petit-fils  d'un  charbonnier,  fils  d'un  pauvre  laboureur, 

(*)  Yox  Dei,  c*dBt  la  conscience.  Vivimut  in  Deo,  dit  saint  Jean,  répète 
Mallcbranche.  La  récipruque  est  vraie  aussi. 
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tQUlefoM  champion  inébranlable  de  la  raison ,  de  la  vé- 
rité ,  de  la  science ,  profligateur  inexorable  du  vice ,  du 
mensonge,  de  Tignorance',  restaurateur  des  connaissan- 
ces humaines  en  Europe,  fondateur  de  renseignement 
mathématique  en  France,  tel  était  Pierre  de  la  Ramée. 
Tel  est  le  résumé  de  cette  vie  écrite  avec  une  rare  impar- 
tialité, dans  un  style  simple  et  avec  une  élévation  de  sen- 
timents digne  du  sujet.  Le  jeune  professeur  n'a  pas  reculé 
devant,  des  investigations  pénibles  et  minutieuses  pour 
nous  reproduire  les  moindres  linéaments  sans  confusion 
de  cette  admirable  physionomie  d'un  athlète  de  la  raison, 
d'un  Hercule  qui,  le  premier,  a  balayé  d'un  bras  vigou- 
reuse les  écuries  de  la  scolastique,  et  dont  la  vie  a  été  con- 
stamment militante  :  Socratis  prœter  cicutam  nihil  nobîs 
admodum  abfuit  [SchoL  math.,  lib.  III).  Lutte  contre 
la  misère^  lutte  contre  des  misérables  qui,  ne  pouvant  le 
terrasser,  l'ont  fait  égorger.  Agé  d'environ  5g  ans,  il  a  été 
év^eniré,  traîné  dans  les  rues  le  a4  août  1 5 7a.  Sa  dernière 
parole  est  :  Pardonne-leur,  ils  ne  savent  ce  qu!  ils  font,  et 
comme  chez  le  Juste  de  Jérusalem ,  la  plèbe  est  l'instru- 
ment du  crime;  le  bras  est  dans  la  classe  supérieure. 

M.  Waddington  nous  fait  connaître  le  précurseur  de 
Galilée,  de  Descartes.  Sans  Ramus ,  auraient-ils  pu  se  pro- 
duire? M.  Waddington,  juge  éminemment  compétent, 
noua  fait  connaître  l'orateur  cicéronien,  le  grand  réforma- 
teur de  la  grammaire,  de  la  logique,  de  l'enseignement 
des  lettres  et  de  la  philosophie.  Esprit  indépendant ,  Ra- 
mus n'admet  d'autre  autorité  que  la  raison.  Amicus  Pla- 
to,  amicus  Socrates,  niagis  arnica  veritas,  et  tamen  istius 
antiquœ  philos  ophiœses^eritasnullaunquam  in  arte  major 
quam  in  mathematis  fuit,  in  quitus  nulla  authoris  cu^ 
jusquam  quantumlibet  prœstantis  excellentis  authoritas 
pro  argumente  fuerit  :  ratione  opus  est  eaque  necessaria, 
secus  ignorant ia  judicatur  {Sckol.  mathem.,  lib.  III). 

«   Aimons  Plaloii,   aimons  Socialr,  mais  plus  encore 
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la  vérité.  Dans  aucune  partie  de  la  philosophie  ancienne, 
on  ne  rencontre  une  telle  rigueur  que  dans  les  mathéma- 
tiques. Là ,  Vaulorité  d'un  écrivain,  quelque  distingué 
qu'il  soit ,  ne  passe  pas  pour  un  argument  -,  la  raison,  voilà 
ce  qu'il  faut  et  une  raison  convaincante.  Autrement,  on 
est  taxé  d'ignorance.  » 

Comme  toutes  les  natures  fongueuses  rencontrant  d'in- 
justes et  de  sottes  résistances,  souvent  Ramus  dépasse 
malheureusement  lebut.  Prochainement  nous  mettrons  en 
regard  le  géomètre,  mais  il  faut  lire  M.  Waddington  et 
écouter  M.  Cousin  : 

«  Quelle  vie  !  quelle  fin  !  Sorti  des  derniers  rangs  du 
»  peuple,  domestique  au  collège  de  Navarre,  admis  par 
»  charité  aux  leçons  des  professeurs,  puis  professeur  lui- 
»  même^  tour  à  tour  en  faveur  et  persécuté,  banui ,  rap- 
»  pelé ,  toujours  suspect ,  il  est  massacré  dans  la  nuit  de  la 
n  Saint* Barthélémy,  comme  protestant  et  à  la  fois  comme 
»  platonicien....  Depuis,  on  n'a  pas  daigné  lui  élever  le 
»  moindre  monument  qui  gardât  sa  mémoire^  il  u'a  pas 
»  eu  l'honneur  d'un  éloge  public,  et  ses  ouvrages  mêmes 
»  n'ont  pas  été  recueillis.  » 

Lorsqu'on  élève  tant  de  statues  au  Louvre,  pourquoi 
oublierait-on  Ramus?  M'est-il  pas  aussi  célèbre,  aussi 
connu  que  Cambiche  et  Duperas?  N'y-a-uil  pas  autant  de 
mérite  d'avoir  donné  une  direction  rationnelle  aux  études 
dans  toute  l'Europe  que  d'avoir  tracé  une  corniche ,  ima- 
giné un  entablement?  Ramus  avec  Calvin  est  un  des 
premiers  qui  aient  cultivé  la  langue  française.  Pourquoi 
TAcadémie  française,  au  milieu  de  tant  d'Eloges ,  oublie- 
t-elle  l'éloge  de  Ramus?  Pourquoi  un  de  ses  illustres 
membres ,  qui  nous  rappelle  sans  cesse  les  événements , 
les  personnages  et  surtout  le  style  magiqt)e  du  grand 
siècle 5  pourquoi  M.  Cousin  ne  fait-il  pas  cesser  cet  oubli, 
qui  est  presque  de  Tingralitude? 
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LoGÂRiTHMiG  Tables  to  seven  places  of  décimais ,  contai- 
ning  logarithmic  sines  and  tangents  to  every  second  of 
the  circle,  with  arguments  in  space  and  time^  bj  Ro' 
bert  Shortrede, F. R.  A.  S ,  etc.  Edinburgh ,  1 849*  In-8, 
titre  et  préface  iv  pages,  Tables  597  pages. 

Chaque  Table  contient  les  logarithmes  des  sinus,  tan* 
gentes ,  cotangentes ,  cosinus  avec  sept  décimales  et  les  arcs 
croissant  de  seconde  en  seconde  depuis  o*^  o'  i'' jusqu*a 
44^  59'  âo'',  et  les  arcs  [space)  sont  aussi  réduits  en  temps 
(Urne)  :  4  secondes  de  temps  correspondent  à  i  minute  cir- 
culaire. Les  rectangles  qui  renferment  les  quatre  lignes  tri- 
gonométriques  ci-dessus  dénommées  son  t  divisés  chacun  en 
trois  colonnes  et  chaque  colonne  contient  soixante  loga- 
rithmes ;  au  bas  de  chaque  colonne ,  la  moyenne  commime 
différence  est  donnée  avec  les  figures  décimales.  A  droite 
de  chaque  page ,  on  trouve  les  parties  proportionnelles 
en  dixièmes  de  secondes  circulaires  et  en  centièmes  de  se- 
condes de  temps.  Pour  le  premier  degré  où  les  différences 
varient  sensiblement  d  une  seconde  à  la  suivante,  l'auteur 
se  sert  d'un  coefficient  pour  corriger  les  secondes  diffé- 
rences ,  ou  bien  encore  de  ces  deux  formules  de  Maskelyne 

logsinj:=:logsini''  -h  logx"  — •^logsécx, 

logtangj;  =  logtang  i"-f-  logo:"  H-  ?logsécx, 

X  étant  un  très-petit  arc. 

L'ouvrage  est  terminé  par  des  formules  trigonométri- 
ques  et  par  les  logarithmes  et  cologarithmcs  de  plusieurs 
constantes  qui  se  présentent  dans  les  calculs  arithmétiques 
et  trigonométriques.  La  première  édition  est  de  i844* 
Elle  renfermait  aussi  les  logarithmes  des  nombres  de  i  à 
laoooo;   dans  la  seconde  édition,    les  logarithmes  des 
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nombres  forment  un  volume  à  part.  M.  Sbortrede  était 
employé  dans  le  grand  levé  topographique  exécuté  par 
les  Anglais  dans  les  Indes  orientales. 

LoGÀAiTBMiG  Tables,  containing  logarithms  to  numbers 
fromitoiaoooo;numbers  to  logarithms  fromoto  looooo 
to  seven  places  of  décimais  ;  Tables  with  centésimal 
and  décimal  arguments  for  findîng  logarithms  and  an- 
tilogarithms  as  far  as  sixteen  and  twenty-five  places; 
Tables  to  five  places  for  finding  the  logarithms  of  the 
sums  and  différences  of  antilogarithms  ;  also  Tables  for 
barom^tric  and  thermometric  beights  :  together  with  se- 
veral  other  Tables  of  fréquent  use;  by  Robert  Shor- 
trede,  F.  R.  A.  S.,  capitain,  first  assistant  in  the 
great  trigonometrical  Survey  of  India.  Edinburgh, 
i849- 11-4;  préface  xxv  pages ,  Tables  209  pages. 

La  première  édition ,  de  petit  format ,  a  paru  en  i844  j 
celle-ci  est  considérablement  améliorée  et  augmentée.  La 
préface  consiste  en  une  introduction. 

I®.  Nature  et  propriétés  des  logarithmes;  théorie  ex- 
ponentielle. 

%^.  Calcul  des  logarithmes  par  séries;  formules  de 
Borda  et  de  Delambre. 

3^.  Calcul  des  logarithmes  par  la  méthode  des  diffé- 
rences. 

4^.  Sur  le  calcul  des  antilogarithmes  ;  en  rendant  compte 
de  l'ouvrage  de  Dodson ,  le  premier  qui  ait  paru  sur  les 
antilogarithmes,  nous  donnerons  une  formule  de  Legen* 
dre  pour  calculer  ces  antilogarithmes. 

5^.  Sur  les  Tables  pour  trouver  avec  un  grand  nom- 
bre de  chiffres  les  logarithmes  et  les  antilogarithmes. 

6®.  Avantages  du  système  de  Brîggs  relatif»  à  la  carac- 
téristique. 
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7®.  Sur  les  logarithmes  des  fractions. 
8^.  Coast  rue  tien  des  Tables  pour  trouver  les  logarith- 
mes des  sommes  et  des  différences  des  logarithmes. 
Soit  d  un  nombre  donné, 

A=logx, 

Ai=//-f-  logx  =  logio*'-c  =:logx,, 

B  =  log(i-+-x), 

B,=  log(i -+-*,), 

C=i  A— B  =  log  (i-h- j     » 
C.=  log(.+  l)", 

aB=B,  —  B  =  log     n..^^--(io'—  i)  j, 

on  développe  AB  et  AC  par  les  méthodes  connues  et  on 
fait  successivement 

d  =  Oji  j  0,01,   o,ooi,.... 

La  Table  I  contient  les  logarithmes  avec  7  décimales 
des  nombres  depuis  i  à  laoooo;  Targument  sexagésimal 
correspondant  à  chaque  nombre  est  placé  dans  une  ce-, 
lonne  serrée  à  gauche.  Les  différences  et  leurs  multiples 
sont  au  bas  de  la  page,  ce  qui  est  plus  commode  que  lors- 
qu'elles sont  placées  latéralement  (pages  2  k  110). 

La  Table  II  contient  les  anti logarithmes  ou  les  nombres 
correspondants  aux  logarithmes;  ceuic-ci  croissent  par 
dix-millièmes.  Exemples  :  Aux  logarithmes  29300,  29301 
correspondent  les  nombres  1963360 ,  1963405;  ces  deux 
derniers    nombres  sont  écrits  dans  la  même  ligne  ho- 
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rizontale,  et  la  partie  commune  196  est  seulement  écrite 
pour  le  nombre  qui  correspond  à  29280 ,  où  elle  apparaît 
pour  la  première  fois  (pages  1 1 2-195). 

La  Table  III  contient  les  longueurs  des  arcs  circulaires 
en  degrés ,  minutes  et  secondes  (moitié  de  la  page  195). 

Les  Tables  I\\  V,  VI,  VII  servent  à  calculer,  avec  un 
grand  nombre  de  figures  décimales,  les  logarithmes,  an- 
tilogarithmes et  logarithmes  de  Gauss.  On  ne  peut  en 
donner  une  exposition  claire,  quVn  ayant  les  Tables 
sous  les  yeux  (pages  196-203).  Elles  contiennent  les  va- 
leurs numériques  des  constantes  qui  entrent  dans  les  for- 
mules. 

La  Table  VIU  donne  les  logarithmes  des  produits  cou*- 
tinuelsdes  nombres  naturels  au-dessous  de  1000,  ou 

log(i  .2.3.  .  .jr)  et  a:=  1 ,   2,    3, . .  .  ,  looo  (page  2o5). 

La  Table  IX ,  comparaison  entre  les  degrés  du  thermo- 
mètre Farenheit  et  centésimal. 

La  Table  X  pour  la  mesure  des  hauteurs  par  le  baro- 
mètre, ayant  égard  à  la  latitude,  à  Tétat  thermométrique 
et  hygrométrique  de  Tatmosphère  (pages  206-207  ). 

La  Table  XI ,  mesure  des  hauteurs  par  le  thermomètre? 
avec  les  mêmes  éléments  que  pour  la  Table  IX  (on  in- 
dique les  corrections  qu'il  faut  faire  aux  résultats  diaprés 
les  expériences  de  M.  Regnault  faites  depuis  l'impression 
de  la  Table)  (page  207). 

L'ouvrage  est  terminé  par  une  Table  de  constantes 
(page  208). 
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Sll  L'OUfilNE  DBS  lOTS  CIIFFRI  ET  ZfiM 

(voir  pase  IM)  ; 

D'APmis  NESSELMAN. 

En  arabe  le  mot  sifr  signifie  ce  qui  est  vide  et  désigne 
le  zéro.  C'est  l'explication  que  donne  un  scholiaste  sur  ie 
Khalaset^el-hisab  de  Beha-Edden  et  c^  est  ce  qu'on  lit  aussi 
dans  une  arithmétique  en  hébreu  du  savant  Israélite  Élie 
Hamisrachi,  imprimée  à  Constant! nople  en  i534  (^)* 
Ainsi  le  mot  chiffre,  quoique  ayant  changé  d^acception, 
vient  de  Tarabe  sifr.  En  anglais,  il  a  même  conservé 
cette  acception.  Le  zéro  se  nomme  c/^Aer. 

Sahara  en  arabe  signifie  un  champ,  et  sahrasifr  un 
champ  vide,  un  endroit  vide^  d'où,  selon  Nesselman, 
peut  venir  le  mot  zéro.  Le  zéro  est  l'âme  de  toute  numé- 
ration écrite.  M.  C.-I..Gerhardt,  dans  un  savani  appen- 
dice à  son  ouvrage  :  Die  Entdeckung  der  hohem  analjsis, 
Découverte  de  l'analyse  supérieure,  1 855 ,  admet  l'origine 
indienne,  par  l'intermédiaire  arabe,  de  notre  numération 
chiffrée,  opinion  à  laquelle  nous  adhérons  complètement. 
L'opinion  opposée  n'est  fondée  que  sur  une  explication 
contestable  de  passages  obscurs ,  d'une  authenticité  dou- 
teuse. L'origine  orientale  s'accorde  avec  toutes  les  tradi- 
tions historiques ,  claires ,  s'accorde  avec  le  bon  sens.  L'o- 
rigine occidentale  ne  s'appuie  que  sur  des  devinations, 
sur  des  déchiffrements  de  mots  énigmatiques  :  vaste  champ 
où  l'esprit  et  l'érudition  peuvent  se  donner  carrière. 

Ziéro  peut  venir  de  zijfer  o,  o  prononcé  comme  voyelle 
et  par  contraction  zéro. 

(*)  Élie  Miarachi  (roriental)  était  chef  de  la  synagogue  de  Constanti- 
nople  en  i490;  il  a  eomposé  plusieurs  ouvrages  technologiques.  Son  Anik' 
métique^  été  traduite  on  latin  par  Scbrekenfuss  et  imprimée  à  Bàle  en  ibifi. 
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ComnsRciuM  epistolicum  J.  Collins  et  aliortim  de 
▲NALTSi  PROMOTA,  etc,  DU  Correspondance  de  J.  Col- 
lins  et  d'autres  sayants  célèbres  du  xvii'  siècle,  relative 
à  TAimyse  supérieure ,  réimprimée  sur  rédition  origi* 
nale  de  171!»  avec  Findication  des  variantes  de  l'édition 
de  1722,  complétée  par  ime  collection  de  pièces  justifi- 
catives et  de  documents,  et  publiée  par  /.-£.  Bioty 
membre  de  l'Institut,  et  F.  Lejorty  ingénieur  en  chef 
des  Ponts  et  Chaussées.  Paris ,  Mallcl-Bacbelier,  gen- 
dre et  successeur  de  Bachelier,  imprimeur-libraire  de 
rÉcole  impériale  Polytechnique ,  quai  des  Augustins,  5  5 . 
In-49  xv-agS  pages;  i856.  Prix  :  i5  francs. 

Nemo  in  emusa  propria  sibi  testés  est . 
(  Newton,  Becensio  libri,  p.  a5.  ) 

Une  idée  n'existe  pour  le  public  que  lorsqu'elle  e»t 
rendue  publique.  Car  il  est  impossible  de  deviner  ce  que 
les  savants  écrivent  dans  leurs  cabinets ,  ce  qu'ils  se  com- 
muniquent entre  eu%  dans  l'intimité.  La  publicité  seule 
constitue  la  priorité;  une  invention  appartient  à  celui 
qui  la  fait  connaître  le  premier.  Vous  auriez  beau  prou- 
ver victorieusement  que  vous  avez  eu  la  même  idée  il  y  a 
vingt  ans,  rien  n'y  fait.  U  fallait  publier.  On  ne  doit  de 
la  reconnaissance  qu'à  celui  qui  ne  cache  pas  ses  pen- 
sées, qui  n'en  fait  pas  mystère.  Lorsque,  ayant  trop 
tardé,  on  a  été  ainsi  prévenu,  par  esprit  de  dépit ,  par 
sentiment  de  vengeance,  on  a  recours  à  l'accusation  ba- 
nale de  plagiat;  à  cet  effet,  des  documents  intimes  sont 
invoqués  comme  pièces  k  l'appui  :  moyen  bien  précaire. 
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Comment  établir  que  ces  pièces  n'ont  pas  été  fabriquées 
pour  la  cause?  qu^elles  n'ont  pas  été  altérées,  mutilées? 
qu'on  n'en  a  pas  supprimé  pouvant  nuire  &  la  cause? 
Comment  peser  les  témoignages  sous  le  rapport  de  la 
moralité?  comment  faire  le  départ  des  mauvaises  passions, 
des  mauvaises  intentions?  Aussi, dant  rimpossibilité  de  se 
recQiinaitre  au  milieu  de  t^nt  de  difficultés,  le  grand 
public  reste  indifférent  à  des  discutions  qui  n^ntéressent 
que  des  vanités  blessées ,  et  s'en  tient  avec  raiAn  à  l'in- 
venteur qui  s'est  révélé  le  premier.  Ainsi  Leibnitz  est 
le  premier  qui  ait  publié  sans  aucun  déguisement  une 
méthode  pour  calculer  les  quantités  infinitésimales  :  il 
est  donc  l'inventeur.  On  l'a  accusé  d'avoir  appris  cette 
méthode  de  Newton,  par  conséquent  de  la  lui  avoir 
prise.  Quoique,  comme  pièces  de  conviction,  on  ait  di- 
vulgué une  collection  de  documents  intimes ,  soui  le  titre 
de  Commercium  cpistolicum,  etCy  le  nom  de  Leibnitz 
ne  reste  pas  moins  irrévocablement  attaché  a  la  plus 
grande  création  qui  ait  jamais  eu  lieu  dans  le  domaine 
des  sciences  mathématiques.  D'ailleurs  M.  Lefort  montre 
avec  une  logique  irrésistible,  sans  phrases ,  que  ces  docu- 
ments empreints  des  défauts  que  nous  avons  signalés  ci- 
dessus,  ne  prouvent  absolument  rien  contre  Leibnitz  et 
prouveraient  malheureusement  beaucoup  contre  Newton, 
si  Ton  ne  prenait  en  considération  l'influence  d'un  mau* 
vais  entourage  qui  a  habilement  exploité  quelques  expres- 
sions ambiguës  pour  jeter  des  excitanu  dans  l'esprit  d'un 
vieillard.  Le  génie  le  plus  divin,  le  plus  angélique,  con- 
tient des  éiémenu  terrestres.  C'est  une  triste  vérité  qui 
ressort  de  l'historique  que  nous  allons  essayer  de  donner 
de  cette  malheureuse  discussion.  Nous  croyons  utile  de 
donner  tout  de  suite  les  nome  des  personnages  principaux 
et  secondaires,  avec  l'année  de  la  naissance,  et  classés 
d'après  l'année  de  la  mort. 
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Naissance. 

Ncp€r i55o 

Cavalieri iSgS 

Fermât i5go 

*  Gregory  { Jacques  ) . . .  1 636 

*  Barrow  (Isaac  ).....  1 63o 

*  Oldenbourg 1626 

*  Borelli  (  Alphonse  )  •  • .  1 608 
Ricci " 1619 

*Collins 1624 

Brounker 1620 

*Sluze 1623 

Mercator 1660 

Mouton 1618 

Huyghens 162g 

*Walli8 1616 

L'H6pitaI 1661 

Hudde. 16... 

fiernoulli  (  Jacques  ) . .  1 654 

*  Gregory  (  David) ....  1661 

*Tschimhauss i65i 

^Leibnitz 1646 

Rémond  de  Mon  tmort.  1678 

♦Keill 1671 

Varignon i654 

*  Newton 1642 

BrookTaylor i685 

Halley ï656. 


Mort. 

6.7  (»i 

647  (") 
665("*) 
675 

676  (**") 
677 

679 

68a  (♦"") 

683 
684 

685  (*"♦") 
687 

69Î 
695 
708 
704 

704  (**""*) 

705 

708 
708 

716  (  i4  nov*) 

719 
721 

722 

727  (20  mars) 

731 

74' 


(*)  Logarit,  canonis,  i6i4- 

(*•)  Geometria  indfv . ,  i635. 

(***)  Sa  Méihode  parut  en  1644*  Cursus  meth*,  d«  H«rigoiie. 

(•»«*)  Uetiones,  1669. 

(»*«»«»)  Geom.exercitatio,  i^^, 

(*«**••)  Mesolabum,  1668. 

(**•****)  Sa  Méthode  est  de  i655. 


♦  < 


Naissance.  Mort. 

Bernoulli  (  Jean) 1 667  1 748 

Conti  (Tabbé) 1677  1748 

^Sloane 1660  1762 

Les  astérisques  désignent  ceux  dont  les  Lettres  compo- 
sent le  Commercium. 

HISTORIQUE. 

Nous  allons  d'abord  signaler  les  pièces  publiques  des- 
tinées dès  le  principe  à  être  publiées>  et  nous  signal«*on5 
ensuite  quelques  pièces  intimes  qui  n'avaient  pas  cette 
destination. 

Pièces  publiques. 

i684,  octobre.  Leibnitz  publie  dans  les  jicta  Erudito* 
rum  de  Leipzig  les  principes  du  calcul  di£E£fentiel  sous  le 
titre: 

Ito^a  methodus  pro  maximis  et  minimis,  itemque  tan^ 
gentibusy  quœ  necfractas,  nec  irràtionales  quandtates 
moratur,  et  singulare  pro  illis  calcuU  genus. 

t\  Nouvelle  méthode  pour  les  maxima  et  les  minima 
et  aussi  pour  les  tangentes ,  qui  ne  s'embarrasse  ni  des 
quantités  fractionnaires,  ni  des  quantités  irrationnelles, 
et  nouveau  genre  de  calcul  pour  ces  objets.  » 

C'est  la  pièce  publique  ^  la  première  en  date.  Selon  Fes- 
prit  du  temps  qui  laissait  toujours  quelque  chose  de  mys- 
térieux à  deviner,  l'exposition  est  très^ondensée.  L'au- 
teur ne  donne  pas  la  succession  des  idées  qui  ont  amené 
ce  nouveau  genre  de  calcul ,  ce  qui  rend  Incompréhension 
assez  difficile.  Il  montre  la  manière  d'appliquer  le  calcul 
différentiel  aux  problèmes  de  géométrie,  mais  il  ne  men- 
tionne nullement  le  calcul  intégral;  seulement  i  la  fin  du 
Mémoire,  il  y  fait  allusion  en  faisant  entendre  qu'il  pos- 
sède encore  d'autres  moyens  de  solution. 

Et  hœc  quidem  initia  sunt  tantum  geomeiriœ  oujus- 


(i'7) 
dam  muko  sublimions,  ad  difficillima  et  pulchernma 
quœque  etiam  mistœ  Matheseos  problemata  perlingen- 
tiSf  quœ  sine  calcido  nostro  dxfferenXiali  aut  simili  non 
temere  quisquam  parifacilitate  tractabit. 

«  Et  ce  sont  là  seulement  les  commencements  d'tine 
géométrie  beaucoup  plus  sublime,  s' étendant  même  aux 
problèmes  les  plus  difficiles  et  les  plus  beaux  des  mathé- 
matiques mixtes ,  et  que  d'aventure  personne  ne  traitera 
avec  la  même  facilité  sans  notre  ealcul  différentiel  ou  un 
calcul  semblable.  » 

Cette  réticence  a  même  donné  lieu  à  une  discussion  de 
priorité  avec  Jean  Bemoulli.  Celui-ci  nommai t  calcul  inté- 
gral l'inverse  du  calcul  différentiel  et  se  servait  de  la  lettre 
initiale  I,  tandis  que  Leibnitz  le  nommait  calcul  som- 
matoire,  et  se  servait  du  signe  f.  Us  firent  entre  eux  un 
compromis  qui  fut  généralement  adopté  \  on  conserva  le 
nom  donné  par  Bernoulli  et  le  signe  établi  par  Leib- 
nitz (*). 

1687,  mai.  Première  publication  des  Philosophiœ  na- 
turalis  Principia  mathematica,  authore  Is.  Newton, 
Trin.  ColL  Cantab,  Soc,  Matheseos  prof  essore  Luca- 
siano  et  Societatis  Regalis  sodali,  Londini,  typis  Josephi 
Streater,  anno  1687. 

La  préface  est  sans  date.  Mais,  dans  la  seconde  édition 
de  1773,  on  lit:  Dabam  Cantabrigiœ è collegio  S.  Tri' 
nitatiSy  Maii  8 ,  1687.  Dans  le  second  livre  (section  H), 
i  la  page  a5o,  on  trouve  le  lemme  II,  où,  pour  la  pre- 
mière fois,  Newton  explique  ce  qu'il  entend  par  moments 
on  Jluxions.  Il  considère  des  quantités  croissant  ou  dé- 
croissant par  un  mouvement  ou  un  flux  perpétuel  ;  les 


(*)  J.  Beroonlli,  dans  la  préface  de  son  Mémoire  lur  le  mouTemeDt  dea 
muscles,  reconnaît  les  droits  de  Lelbnitx  à  Tinvention  du  calcul  inl^al. 
iO^ra  omn,,  t.  l",  p.  96.) 


(  ««8) 
accroissements  oa  décroissemeats  insUn  tanës  sont  des  mo- 
ments ou  des  fluxions.  H  démontre  qnc  le  moment  de  A 
étant  a,  b  celui  deB,  le  moment  de  ABest  Aa+B&;  le 

m  m 

moment  de  A'  est—  A"  a,  etc.  Il  n*j  a  pas  de  nota- 
tions. Ce  lemme  est  suicide  ce  célèbre  scolie  : 

In  liieris  quœ  mihi  cwn  geomeUn  pentissimo  G.^. 
Ldbnitio  annis  abhinc  deccai  ùUercedeboHt^  cum  signi- 
ficarem  me  campotem  esse  melhodi  deîerminandi  maxi- 
mas  et  minimaSf  ducendi  tangentes  et  sùnilia  peragendi, 
quœ  in  terminis  surdis  œque  ac  in  rationiUibus  procède- 
ret,  et  literis  transposais  hanc  sententiam  iavoWenlibus 
[daia  œquatione  quoteunqtte Jluentes  quantitates  inuoU 
^ente,  /luxiones  inyenire,  et  vice  versa^ ,  eandetn  cela- 
rem  :  rescripsit  vir  clarissimus  se  quoque  in  ejusmodime- 
thodum  incidisse,  et  methodum  suam  communicavit  a 
mea  'vix  abhidentem  prœterquam  in  "verbomm  e$  nota- 
rumformulis.  Utriusque  Jundamentum  continetur  in  hoc 
lemmate. 

ik  Dans  une  correspondance  que  j^ai  entretenue  il  y  a 
une  dizaine  d'années  avec  le  très-habile  géomètre  G.-G. 
Leibnitz ,  lui  ayant  annoncé  que  j'étais  en  possession  d'une 
méthode  pour  déterminer  les  maxima  et  les  minima ,  pour 
mener  des  tangentes  et  faire  autres  choses  semblables,  qui 
s'appliquent  aux  quantités  irrationnelles  aussi  bien  qu'aux 
rationnelles  et  ayant  celé  l'idée  de  cette  méthode  sous  des 
lettres  transposées  renfermant  ce  sens  [Etant  donnée 
une  équation  renfermant  un  nombre  quelconque  de  quan- 
tités fluentes,  en  trouver  les  fluxions,  et  i;ice 'verjd], 
l'homme  célèbre  me  répondit  qu'il  était  tombé  sur  une 
méthode  de  même  genre,  et  il  me  communiqua  sa  mé- 
thode qui  difTère  à  peine  de  la  mienne ,  si  ce  n  est  dans  les 
tonnes  et  dans  les  notations.  Le  fondement  de  Tune  et  de 
Vautre  méthode  est  conlenu  dans  ce  lemm<*.  » 


(  M9  ) 

Il  esl  de  coûte  étidence  que  Niwloii  reçonnah  ici  pu- 
bliquemenl  les  droite  de  Leilmiftx. 

f^ewtoo  démontre  tout  par  une  analyse  dtacumve^  sons 
algorithme ,  ce  qui  en  rend  la  lecture  extrêmement  pëni-* 
ble  et  fatigante.  Euler  lui-4ttème  dit  n'avoir  pli  souvent 
comprendre  les  propositions  des  Principes  qu'en  les  écri-- 
vant  algébriquement.  Aussi  cet  ouvrage  n^a  pu  avoir  qu'un 
lrès-|»etit  nombre  de  lecteurs,  même  en  Angleterre.  Il  est 
à  remarquer  que  par  délibération  du  19  osai  cfi86  la 
Société  Royale  ordonne  TimpressioiM  iramédiale  des  Frin*- 
cipes,  en  beaux  caractères,  en  ckarge  Halley,  mais  à 
condition  que  Halley  en  fera  les  frais.  Il  y  a  là  un  en* 
tbousiasmc  peu  dispendieux  pour  la  Société  Royale  (Ed-^ 
les  ton,  Corresp.,  p.  xxx). 

La  notation  si  commode  de  Leibnitz  servit  à  propager 
sa  méthode  difierentielle  sur  tout  le  continent  et  même  en 
Angleterre.  Dés  i685,  John  Graig  emploie  la  méthode 
difierentielle  qu'il  rapporte  toujours  à  Leibnitz  dans  son 
ouvrage  :  Methodus figurarum  cur^ilinearum  quadratu^ 
ras  determinandiy  London,  i685,  et  en  1696  On  voit 
paraître  un  Traité  complet  de  calcul  difTérentiel  sous  le 
titre  de  Analyse  des  infiniment  petits  pour  rintefli- 
gence  des  lignes  courbes,  par  le  marquis  de  THospitat; 
ouvrage  capital ,  encore  précieux  aujourd'hui.  On  n'y 
trouve  rien  sur  le  calcul  intégral.  Ce  n'est  qu'en  1693 
que  Newton  a  publié  pour  la  première  fois  sa  notation 
des.  fluxions,  en  l'insérant  avec  les  règles  du  calcul  dans 
le  tomell  des  Opéra  mathematica  de  Wallis  (*). 

1704.  Newton  publia  ces  mêmes  règles  sous  forme 
d'introduction  à  son  Tractaius  de  quadratura  curuarum, 
opuscule  qu'il  joignit  avec  un  autre  :  Enumeratio  linea^ 
rum  tertnordinis,  dans  la  première  édition  de  son  O/7- 
tique,  1704. 

(*)  Il  emploie  le  p9int  supérieur  pour  les  Jlaxions  el  le  carré  pour  lei 
quantités  flucntes  (  intégrales  ). 


(  lao  ) 

Dans  ce  Tractatus,  iMonne  les  différentielles  secondes 
et  troisièmes  avec  la  même  erreur  qa  il  avait  commise 
dix-huit  années  auparavant  dans  la  première  édition  des 
Principes  (lib.  II ,  prop.  X,  corol.  II). 

Il  développe  z  -+■  o   et  trouve 

/i»  —  n           .      «*  —  3/1* -i- 2 
s»  -4-  «02"-*  H ooz"-*  H ^ ooo  «"-»-!-.. . 

2  O 

et  il  dit  que  la  différence  première  de  z"  est  no;E"~~^,  ce  qui 
est  juste*,  ensuite  que  la  différence  seconde  est,  les  zéros 
indiquant  des  infiniment  petits , 
n*  —  n 

2 

la  différence  troisième 


oo  «**"'; 
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ce  qui  est  faux. 

Jean  BemouUi,  appliquant  ces  formules  au  problème 
résolu  par  Newton  dans  Tendroit  des  Principes  cité  ci- 
dessus  ,  trouva  que  sa  solution  était  fausse  et  toutefois  les 
raisonnements  justes ,  et  il  vit  que  l'erreur  gisait  dans  le 
calcul  où  Ton  avait  pris  des  différentielles  divisées  au  lieu 
des  différentielles  (Jean  Bemoulli,  Opéra  omnia,  t.  I, 
p.  535j  1713). 

4699.  Le  commencement  de  la  querelle  date  de  cette 
année.  L'auteur  est  Nicolas  Fatio,  du  château  de  Duiller, 
près  de  Genève ,  assez  habile  géomètre  et  esprit  orgueil- 
leux, très-extravagant  (ce  qui  n'est  nullement  incompa- 
tible), tellement  qu'il  finit  par  s'attirer  un  châtiment 
judiciaire  infamant.  Huyghens,.dont  il  était  le  correspon- 
dant, lui  proposait  souvent  des  problèmes ,  et ,  lorsque 
Fatio  déclarait  ne  pouvoir  les  résoudre,  Huyghens  s'adres- 
sait à  Leibnitz  qui  les  résolvait  facilement  à  l'aide  de  son 
calcul,  et  Huyghens  en  instruisait  Fatio,  dont  l'amour- 
propre,  àme  de  l'âme  des  savants,  a  du  être  singulière- 
ment froissé.  Etabli  k  Londres,  il  eut  des  relations  avec 


(  iai  ) 
Newton.  En  1699,  il  publia  sa  dissertation  lineœ  bra^is^ 
simi  descensus  inuestigatio  geometrica  duplex,  cui  addt'ta 
est  investigatio  geometrica  solidi  rotundi,  in  quo  minùna 
fiât  resistentia,  Lond.,  iD-4. 

Parlant  du  nouveau  calcul ,  il  s'eiprime  ainsi,  p.  18  : 

Newtonwn^  primum,  ac  pluribus  annis  vetustissi- 
mum,  hujus  calculi  ini>entoremy  ipsa  rerum  ei^identia 
conclus  agnosco  :  a  quo  utrurn  quicquam  mutuatus  sit 
Leibnitius,  secundus  ejus  inuentory  malo  eorunij  quam 
meum,  sitjudicium^  quibus  visœfuerint  Ncwtoni  Idterœ 
aliique  ejusdem  manuscripti  Codîces. 

«  Forcé  par  l'évidence  même  des  choses ,  je  reconnais 
Newton  comme  le  premier  inventeur  de  ce  calcul ,  et  le 
plus  ancien  de  beaucoup  d*années.  Leibnitz,  le  second 
inventeur,  a-t-il  emprunté  quelque  chose  de  Newton?  Au 
lieu  d'énoncer  mon  propre  jugement,  je  préfère  m'en 
rapporter  à  ceux  qui  on  t. vu  les  lettres  et  les  autres  re- 
gistres manuscrits  de  Newton.  » 

Cette  malicieuse  insinuation ,  transparente  accusation 
de  plagiat ,  fut  repoussée  par  Leibnitz  avec  beaucoup  de 
modération  dans  les  Actes  de  Leipsig,  mai  1700.  Noua 
traduisons  : 

«  Lorsque  j'ai  publié,  en  16849  les  éléments  démon 
calcul ,  je  ne  connaissais  rien  de  ses  inventions  (*)  en  ce 
genre,  si  ce  n'est  qu'il  m'avait  écrit  qu'il  pouvait  mener 
des  tangentes  sans  faire  disparaître  les  irrationnelles;  de- 
puis ,  Huyghens  m'a  annoncé  qu'il  pouvait  la  même  chose, 
bien  qu'il  ignorât  ce  calcul  ;  mais  ayant  vu  les  Principes^ 
j'ai  assez  compris  que  Newton  avait  acquis  des  proposi- 
tions de  beaucoup  supérieures.  Cependant,  je  n'ai  appris 
qu'il  se  servait  d'un  calcul  semblable  au  calcul  différen- 
tiel que  depuis  la  publication  des  tomes  II  et  III  des  œu- 

{^  De  Newton. 
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vres  du  grand  géomètre  Jean  Wallts.  Huyghens,  voulant 
complaire  à  ma  curiosité,  m'envoya  tout  de  suite  copie 
de  Tendroit  où  il  s'agit  de  Newton,   n 

D'ailleurs,  déjà  en  1686,  Leibnitz  avait  parfaitement 
et  avec  une  grande  sincérité ,  signalé  ce  qu'il  devait  a  ses 
devanciers. 

1680.  Voici  comment  il  s'exprime  dans  les  Actes  de 
Leipsig,  juin  1686: 

Quod  superest,  etc. 

«  Afin  que  je  ne  paraisse  pas  vouloir  trop  m'attribuer 
ou  trop  enlever  aux  autres ,  il  me  reste  à  dire ,  en  peu  de 
mots  9  ce  que ,  selon  moi ,  on  doit ,  en  ce  genre  de  géomé- 
trie, principalement  aux  grands  mathématiciens  de  ce 
siècle.  Galilée  et  Cavalierî  commencèrent  les  premiers  à 
débrouiller  les  préceptes  très -obscurs  de  Conon  et  d'Ar- 
chimèdc.  Mais  la  géométrie  des  indivisibles  de  Cava- 
lieri  ne  fut  que  l'enfance  de  la  renaissance  de  la  science. 
Trois  hommes  célèbres  amenèrent  de  plus  puissants  se- 
cours ;  Fermât,  par  sa  méthode  de  maximis  et  mini- 
misa Descartes  y  en  montrant  comment  on  exprime  par 
des  équations  les  rapports  des  lignes  de  la  géométrie  or- 
dinaire (car  il  exclut  les  lignes  transcendantes);  Gré- 
goire de  Saint-- Vincent,  par  plusieurs  belles  inventions. 
A  quoi  j'ajouterai  la  belle  règle  de  Guldin  relative  au 
mouvement  du  centre  de  gravité.  Mais  cenx-ci  restèrent 
entre  certaines  limites,  que  franchirent,  s'étant  ouvert 
une  nouvelle  voie,  les  fameux  géomètres  Huyghens  et 
Wallis.  Car  il  est  assez  probable  que  ce  sont  les  travaux 
de  Huyghens  qui  ont  fourni  à  Heuratius  (^),  et  les  travaux 

(*)  On  trouve,  dans  la  Géométrie  de  Deaeartes  avec  les  Commenlairct 
de  Schooten  (3*^  édition,  Amst.,  i683  )  une  Lettre  de  Hepri  Van  Heuraet  : 
Ùe  Transmuta  tione  Uncarum  curvariun  in  lineai  rectas,  La  Lettre  est  du 
i3  janvier  iGSg.  Montada  donne  cette  méthode  de  rectification  (  lf»r.| 
t.  Il,  p.  i5i).  (PtMBrr.) 


(  ««3  ) 
de  WaUîs  à  Neil  et  à  Wreen,  ^occasion  de  faire  leiurs  plu» 
belles  inventions ,  ayant  été  les  premiers  à  montrer  des 
droites  égales  en  longuetir  à  des  lignes  eourbes,  ce  qui 
pourtant  n  6te  rien  à  l'éloge  que  méritent  leurs  inven- 
tions. Us  fnrept  suivis  de  Jacques  Gregorj,  Ecossais ,  et  de 
Isaac  Barrow ,  Anglais ,  qui  enrichirent  merveilleusement 
la  science  de  plusieurs  beaux  théorèmes.  Pendant  ce  temps- 
là^  Nicolas  Mercator,  de  Holstein,  mathématicien  très- 
distingué,  exprima,  le  premier  que  je  sache ^  certaine 
quadrature  par  une  série  infinie.  Mais  Isaac  INewtcm, 
géomètre  d'un  génie  extrêmement  profond ,  parvint  aux 
mêmes  résultats,  non«^eulement  par  ses  propres  forces, 
mais  il  le  découvrit  par  certain  raisonnement  général. 
S41  publiait  ses  médiutious,  qu'il  tient  en  réserve,  nu) 
doute  qu'il  nous  ouvrirait  de  nouvelles  routes  qui  amè- 
neraient de  grands  progrès  et  profits  pour  la  science. 
Etant  encore  apprenti  dans  ces  études,  il  m^arriva  que 
la  vue  d'une  certaine  démonstration  de  l'aire  de  la  sphère 
m' éclaira  subitement  d'une  vive  lumière.  Car  je  voyais  que 
généralement  la  figure  que  Ton  obtient  en  menant  des  per- 
pendiculaires à  la  courbe  (les  rayons  dans  le  cercle]  et 
les  prolongeant  jusqu'à  Taxe ,  est  proportionnelle  à  la  sur- 
face du  solide  engendrée  par  cette  figure  tournant  autour 
de  Taxe  (**).  Étant  extrêmement  charmé  de  ce  théorème 
(je  ne  savais  que  telle  chose  était  déjà  venue  à  la  connais- 
sance d'autres)  «j'imaginai  toutde  suite,dans  toute  courbe, 
un  triangle  que  j'appelai  caractéristique,  dont  les  côtés 
étaient  indivisibles  (soit,  à  parler  plus  exactement,  des  in- 
finiment petits)  ou  bien  des  quantités  différentielles;  et 
je  produisis  tout  de  suite,  sans  aucune  peine^  une  foule  de 
théorèmes  que  j'ai  rencontrés  depuis  chea  les  Grégoire  (*^ 


(*)  Ccst  ÊeHe  de  Heuraet,  comme  on  peut  voir  dans  Montucla. 
(**}  Grégoire  de  Saint-* Vincent  et  Jacques. 
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et  chez  Barrow,  mais  je  ne  faisais  alors  point  usage  du 
calcul  algébrique;  lorsque  je  l'ai  admis,  je  parvins  bien- 
tôt à  découvrir  ma  quadrature  arithmétique  et  bien  d'au* 
très  choses.  Toutefois ,  je  ne  sais  pourquoi  le  calcul  algé- 
brique ne  me  satisfaisait  pas  dans  cette  affaire,  et  pour 
beaucoup  de  choses  que  je  voulais  obtenir  par  l'analyse, 
j'étais  forcé  d'avoir  recours  à  des  détours  par  des  6gures, 
lorsque  enfin  je  découvris  un  supplément  à  Talgèbre  pour 
les  transcendantes,  savoir  mon  calcul  des  infiniment 
petits,  que  j'appelle  différentiel  ou  sommatoire  ou  tétra- 
gonistiguey  et  plus  convenablement,  si  je  ne  me  trompe, 
analyse  des  indivisibles  et  des  infinis;  ce  calcul  une  fois 
découvert,  tout  ce  que  j'avais  tant  admiré  auparavant  dans 
ce  genre,  ne  me  parut  plus  qu'un  jeu  et  un  amusement.  » 
On  voit  que  Leibnitz  répond  ici  d'avance  aux  perfides 
insinuations  de  Fatio. 

Tout  serait  probablement  resté  là,  sans  une  expression 
et  une  citation  assez  ambiguës  dont  se  servirent  les  rédac- 
teurs des  Actes  de  Leipsig,  en  rendant  compte  de  l'ou- 
vrage de  Newton  De  Quadratura  mentionné  ci-dessus. 
Ils  disent,  janvier  1706  : 

Pro  diffei^ntiis  igitur  Leibnitianis  D.  Newionus  ad- 
hibet,  semperque  adhibuit  fluxiones;  Usque  tum  in  suis 
Principiis  mbturqg  mathematicis,  tum  in  aliis  postea  edi- 
tis  eleganter  est  usas,  quemadmodum  et  Honoratus 
Fabrius  in  sua  Synopsi  geometrica  motuum  progressas 
Cauallerianœ  methodo  substituit. 

u  Ainsi,  au  lieu  des  différentielles  Leibnitziennes, 
Newton  applique  et  a  toujours  appliqué  Xesjluxions,  Il  s'en 
est  servi  élégamment  dans  ses  Principes  mathéinaliques  de 
la  nature  et  ensuite  dans  plusieurs  autres  écrits  ;  de  même 
que  Fabrius  (Honoratus)  dans  sa  Synopsis  geometrica  a 
substitué  les  mouvements  progressifs  à  la  méthode  de  Ca- 
valieri.   » 
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Ou  Bail  maînteaant  que  cet  article  est  de  Leibnitz, 
car  son  nom  se  trouve  au  bas  dans  une  copie  conservée 
des  Actes  (Guhrauer,  Biog,  y\  Leibnitz,  p.  3ii;  Bres« 
lau,  1846).  Cestuu  grand  tort. 

On  pouvait  croire,  en  effet,  qu'à  Tinstar  deFabrius, 
substituant  sa  méthode  à  celle  de  Cavalieri,  Newton 
avait  de  même  substitué  les  fluxions  aux  différentielles.  Ce 
n'est  certainement  pas  là  le  vrai  sens,  puisque,  dans  ce 
même  journal,  Leibnitz  avait  déclaré  en  1700  (t;oir ci- 
dessus)  que  Newton  possédait  une  méthode  analogue  à  la 
sienne.  Ce  qui  montre  bien  qu'on  n'admettait  pas  non 
plus  un  tel  sens,  c'est  qu'on  est  resté  trois  années  sans  y 
faire  la  moindre  attention.  Ce  n'est  qu'en  1708 ,  dans  une 
Lettre  sur  les  forces  centripètes  adressée  à  Halley  et  in- 
sérée dans  les  Transactions  philosophiques  (  1 708 ,  sep- 
tembre et  octobre,  page  i85),  que  Jean  Keill  s'énonce 
ainsi: 

Hœc  omnia  sequuntur  ex  celebratissima  nunc  dierum 
Jluxionum  arithnieticay  quam  sine  omni  dubio  primas 
inuenit  Z>.  Newtonus ,  ut  cuilibet  ejus  epistolas  a  Walli* 
sio  éditas  legenti  facile  constabit^  eadem  tamen  arith- 
metica  postea,  mulalis  nomine  et  notationis  modo  a  D. 
Leibnitio  in  Actis  Eruditorum  édita  est, 

u  Tout  cela  découle  de  l'arithmétique  des  fluxions ,  la 
plus  célèbre  de  notre  temps,  et  dont  Newton  fut  sans  au- 
cun doute  le  premier  inventeur  ;  de  quoi  restera  facile- 
ment convaincu  tout  lecteur  des  Lettres  de  Newton,  pu- 
bliées par  Wallis  *,  et  pourtant ,  ayant  changé  seulement 
le  nom  et  la  notation,  Leibnitz  publia  depuis  la  même 
arithmétique  dans  le  u^cfe5  £2e  Zei]p5i^.  )>' 

i7ll,4  mars.  Hans  Sloane,  secrétaire  de  la  Société 
Royale,  ayant  adressé  ce  volume  à  Leibnitz  en  1 7 1  o,  année 
de  la  publication,  il  ne  lui  parvint  qu  en  1 7 1 1 ,  étant  alors 
à  Berlin.  Le  4  mars  171 1,  Leibnitz  accuse  réception:  il 
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est  surpris  de  ce  qu^on  ait  laissé  insérer  T assertion  de 
Keill ,  d'autant  que  semblable  accusation  soulevée  par 
Fatio  de  Duiller  et  repoussée  par  Leibnif z ,  avait  été  dé- 
sapprouvée par  Sloane  dans  des  Lettres  qu'il  lui  a  écrites, 
et,  à  ce  qu'il  a  appris,  désapprouvée  par  Newton  lui- 
même.  Il  pense  d^ailleurs  que  Keill  a  pécbé  par  étourde- 
rie ,  et  ne  le  considère  pas  comme  un  calomniateur;  mais, 
comme  l'assertion  est  calomnieuse,  pour  empècber  qu'elle 
ne  se  renouvelle ,  il  désire  que  la  Société  Royale  engage 
Keill  à  se  rétracter  [Cogor  remedium  ab  incfyta  vestra 
Socielate  Regia  petere) . 

Le  a  a  mars  171 1,  cette  Lettre  fut  lue  en  partie  devant 
la  Société  Royale.  Le  a4  mai  171 1 ,  Keill  lut  sa  réponse, 
et  ordre  fut  donné  de  la  communiquer  à  Leibnitz  et  de 
l'insérer  dans  les  Transactions  dés  qu'on  aurait  la  ré- 
ponse de  Leibnitz.  Keill  y  dit  qu'il  ne  prétend  nulle- 
ment que  Leibnitz  ait  eu  connaissance  du  nom  que  New- 
ton a  donné  à  sa  méthode,  ni  de  sa  notation;  mais  que, 
d'après  deux  Lettres  de  Newton  à  Oldenbourg,  commu- 
niquées à  Leibnitz ,  celui-ci  a  pu  facilement  y  puiser  sa 
méthode ,  et  que  n'ayant  pu  obtenir  par  le  raisonnement 
les  formules  et  les  notations  de  Newton ,  il  y  a  substitué 
les  siennes.  D'ailleurs ,  lui  Keill  ne  fait  que  repousser  les 
allégations  hostiles  à  Newton  des  rédacteurs  àesActes  de 
Leipsig;  que  ce  n'est  pas  du  tout  une  calomnie  de  revendi- 
quer pour  Newton  ce  qui  lui  appartient ,  savoir  d'être  le 
premier  inventeur,  et  qu'il  n'y  a  pas  lieu  à  rétractation. 

I7H ,  29  décembre.  Cette  Lettre  communiquée  à  Leib- 
nitz, celui-ci  répondit  de  Hanovre  le  ag  décembre  : 
«  Qu'aucune  personne  équitable  et  sensée  ne  pouvait 
prétendre  qu'à  son  âge  (il  avait  65  ans)  et  après  tant  de 
travaux  il  aille  se  commettre  et  accepter  pour  juge  un 
homme  savant,  mais  novice,  n'ayant  pas  mandat  de  juge 
dans  cette  affaire  ;  que  Keill  invoque  vainement  les  Actes  y 
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qu'on  y  a  tottjours  rendu  justice  à  chacun  \  que  lui ,  Leib- 
nitz,  et  ses  amis  avaient  toujours  admis  que  l'illustre  au* 
teur  des  fluxions  était  parvenu  de  lui-même  à  des  prin* 
cipes  semblables  à  ceux  des  difSérentielles.  u  II  termine 
par  ces  paroles  : 

Itaque  'vestrœ  aoquitaîi  committOf  annon  coercendœ 
smt  vanœ  et  ùijustœ  "vociferationes  quas  ipsi  Ne%vtono 
'viro  insigni  et  gestorum  optime  conscio,  ùnprobari  ar* 
bitror;  ejusque  sententiœ  suœ  libenter  daturum,  indicia 
mihi  persuadée . 

Cl  Je  laisse  à  décider  à  votre  équité  s'il  n'est  pas  con» 
venable  de  réprimer  de  vaines  et  injustes  clabauderies, 
qui ,  je  pense ,  sont  désapprouvées  par  Newton  lui-même, 
homme  illustre,  qui  a  conscience  parfaite  de  tout  ce  qui 
s'est  fait,  et  je  suis  }>ersuadé  qu'il  donnera  volontiers  sa 
propre  opinion.   » 

Le  3i  janvier  1712,  cette  Lettre  fîit  lue  k  la  Société 
Royale  et  délivrée  à  Newton.  Newton  se  garda  bien  de 
répondre  â  cet  appel ,  et  cela  probablement  pour  plusieurs 
raisons  :  i^  il  savait  mieux  que  personne  qu'il  n'avait  rien 
communiqué  à  Leibnitz;  7?  il  était  convaincu  que  la  no- 
tation de  Leibnitz  valait  mieux  que  la  sienne^  3^  il  voyait 
que  sa  méthode,  comprise  par  un  très-petit  nombre  de 
géomètres,  restait  stationnaire  et  confinée  dans  un  coin, 
tandis  que  celle  de  Leibnitz  était  en  progrès  et  se  pro* 
pageait  dans  toute  l'Europe^  4°  il  était  blessé,  avec  quel- 
que raison,  par  les  expressions  malencontreuses,  équi- 
voques, des  Actes  de  Leipsig.  Dans  cet  état  d'irritation, 
il  aima  mieux  déférer  toute  l' affaire  au  jugement  de  la 
Société  Royale  dont  il  était  président,  où  siégeaient  tous 
ses  amis,  tous  ses  partisans,  tous  ses  admirateurs. 

Comme  Leibnitz  avait  appelé  de  Keill^  homme  no- 
vice, à  la  Société  Royale^  un  comité  de  six  membres 
fut  établi ,  le  17  mars  1712,  pour  examiner  les  Lettres 
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et  les  Mémoires  relatifs  à  cette  discussion ,  et  en  faire  un 
Rapport  à  la  Société.  Ces  commissaires  étaient  :  Arbuth- 
not,  Hill,  Halley,  Jones,  Machin,  Bumet;  on  y  joignit 
Francis  Robert  le  ao  mars,  Bonet,  l'envoyé  de  Prusse, 
le  27  mars,  et  de  Moivre,  Aston,  Brook  Taylor  le  17  avril. 
Le  Rapport  fut  lu  le  24  avril.  Le  jugement,  rédigé  en  an- 
glais et  en  latin,  renferme  quatre  considérants.  Le  der- 
nier est  «  que  la  méthode  différentielle  est  une  et  la 
»  même  que  la  méthode  des  fluxions,  excepté  le  nom 
»  et  le  mode  de  notation,  M.  Leibnitz  appelant  diffé-- 
»  rences  ce  que  Newton  appelle  moments  on  fluxions^ 
»  et  faisant  avec  la  lettre  d  un  signe  non  employé  par 
»  Newton ,  et ,  à  cause  de  cela ,  nous  posons  que  la  ques- 
»  tion  n'est  pas  de  savoir  qui  a  inventé  telle  ou  telle 
»  méthode ,  mais  qui  a  été  le  premier  inventeur  ;  et  nous 
»  pensons  que  ceux  qui  ont  réputé  Leibnitz  être  le  pre- 
»  mier  inventeur,  savent  peu  de  chose  ou  rien  de  sa  Cor- 
»  respondance  avec  Collins  et  Oldenbourg  longtemps  au- 
)>  paravant,  ni  que  M.  Newton  possédait  celte  méthode 
»  quinze  années  avant  que  Leibnitz  l'ait  publiée  dans  les 
»  Actes  de  Leipsig.  Par  ces  raisons,  nous  reconiiaissons 
»  M.  Newton  comme  le  premier  inventeur,  et  sommes 
»  d'opinion  que  M.  Keill ,  en  avançant  la  même  opinion, 
m  n'a  pas  été  injuste  envers  M.  Leibnitz. Nous  soumettons 
»  au  jugement  de  la  Société  s'il  convient  de  publier  les 
»  extraits  des  Lettres  et  des  Mémoires  que  nous  lui  pré- 
»  sentons,  ainsi  que  ce  qui  est  relatif  à  cet  objet  dans  le 
»  IIP  volume  du  docteur  Wallis.  m 

Ce  Rapport,  bâclé  au  bout  d'uin  mois,  fut  adopté  et  le 
tout  imprimé  sous  ce  titre  : 

Commerciupi  epistolicum  D.  Johannîs  Collins  et  alto- 
rum  de  Analjsi promota,  jussu  Societatis  Regiœin  lucem 
editum. 

L'ouvrage  parut  sous  format  in-4  en  17 13  et  fut  im- 
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primé  par  les  soins  de  Hallcj  à  un  très-petit  nombre 
d'exemplaires  distribues  aux  membres  delà  Commission^ 
et  envoyés  à  quelques  universités  et  à  quelques  savants 
distingués  ;  de  sorte  que  cette  édition  est  excessivement 
rare.  Les  frais  d'impression ,  payés  à  Hallcy,  se  monté* 
rent  à  27}  a***  6*  (557  francs).  • 

La  seconde  édition,  format  in-8,  est  de  172 a  avec  c6 
titre  : 

Commercîum  epistoUcum  D.  Johannis  Cottins  et  alio- 
mm  de  analjsi  promota  jussu  S»  /?.  m  lucem  edîtum  ; 
una  'cum  ejasdem  recensione  prœmissa,  et  judicio  pri- 
marii,  ut  forebatur,  mathematîci  subjuncto  iterum  im-- 
pressum.  Londini  ex  officina  J,  Tonson  et  J.  Watts. 
MDCCXXn. 

A  plusieurs  exemplaires  de  cette  édition  on  a  mis  ce 
nouveau  titre ,  qui  n'est  qu'un  carton  : 

Commercium  epistoUcum  de  ^varia  remathematica  in^ 
ter  celebernmos  prœsentis  secuH  mathemattcoSy  viz 

Isaacum  Nexvtonum  equitem  auratam, 

D^^J.  ColUniam, 
/)"«"  Gulielmum  LeibnitsiuM, 
D"""  Henncum  Oldenbourg  uni, 
ly^  Franciscum  Slusium, 


Ù*^  Isaacum  Barrotv, 
Z>*"  Jacobum  Gregorium, 
D""*  Johannem  fFaltisium, 
D^  J.  Keiliium, 


et  ali'os.  Jussu,  etc.  (comme  ci*dessus). 

Londini  impensis  J,  Tonson  et  J.  Watts.  Prostant 
vénales  apud  J.  Mac  Euen  ad  insigne  Georgii  Bucha^ 
nani  et  regione  templi  Sancti  démentis  in  vico  vulgo 
àicto  theStrandy  1725, 

L'iniquité  de  ce  jugement  est  flagrante.  On  peut  appli- 
quer  à  ce  tribunal  ce  qu'on  a  dit  dans  un  procès  trisle* 
ment  célèbre  :  «  Je  chertbe  des  juges  et  ne  trouve  que  des 
accusateurs.  »  Il  y  a  neuf  Anglais,  et,  par  dérision ,  on  y 
a  adjoint  vers  la  fin  deux  étrangers.  Selon  l'observation 
Bulictin  mathématiifue,  t.  II.  (Septembre  iJB56.)  9 
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judicieuse  do  M.  Lefort,  Moivre,  nommé  le  17  et  se 
prononçant  le  24)  a  dû  former  son  jugement  bien  vite. 
On  n'y  rencontre  que  quatre  géomètres.  Les  autres  sont 
des  amis  de  Newton  ;  c^est  le  seul  mérite  qu'on  leur  con- 
naisse; ils  ont  jugé  sans  entendre  la  défense  de  Taccusé. 
D'ailleurs,  c*est  le  contraire  du  dernier  considérant  qui 
est  vrai.  La  question  fondamentale  est  de  savoir  qui  est 
Tauteur  de  telle  ou  telle  méthode.  La  véritable  invention 
existe  dans  la  hiérarchie  des  infiniment  petits  et  dans 
les  signes  dclfqm  s'y  rattacheut:  hiérarchie  que  la  mé- 
thode fluxiounelle  ne  pouvait  pas  donner  et  sur  laquelle 
Newton  avait  des  idées  inexactes  q\i\  l'ont  amené  à  des 
résultats  erronés  (*).  On  peut  remarquer  ici  deux  singu- 
larités. D'abord  l'original  du  jugement,  écrit  entièrement 
de  la  main  de  Halley,  ne  porte  aucune  signature;  ensuite, 
en  1 713,  en  même  temps  que  le  jugement,  parut  aussi  une 
a*  édition  des  Principes,  sous  les  yeux  de  Newton  et  soi- 
gnée par  R.  Cotes.  Non-seulement  Newton  conserve  le 
scolie  rapporté  ci*dessus,  où  il  reconnaît  patemment 
les  droits  de  Leibnitz ,  mais  il  améliore  cette  reconnais- 
sance par  une  addition  très-importante;  car,  parmi  les 
différences  qu'il  signale  entre  sa  méthode  et  celle  de  Leib- 
nitz, il  ajoute,  après  notarum  formulis ^  ces  mots  :  et  idea 
generationis  quautitatum,  «  et  par  l'idée  de  la  génération 
-des  quantités  »  ;  car  c'est  bien  cette  idée  qui  établit  entre 
les  deux  méthodes  une  différence  profonde  ;  c'est  proba-  | 
blement  Cotes,  éminent  géomètre,  qui  a  indiqué  cette 
addition  fondamentale.  Le  scolie  n'a  été  supprimé  que 
dans  l'édition  de  172a.  Mais  alors  Newton  octogénaire 
avait  pour  éditeur  Pemberton.  Il  y  avait  six  ans  que 
Cotes  était  mort ,  la  même  année  que  Leibnitz.  Il  parait 


("*)  Lagrange disculpe  Newton  {Fonctions  analjriitfuet,^.  346-25o;  Paris, 
an  V).  M.  A.  Geooochi  croit  que  Lagrange  a  raison  :  c'est  à  examiner. 
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qu'où  n*a  pas  envoyé  d^exemplaire  du  Cominercàun  à 
Leibnitz;  il  ne  Tavait  pas  encore  lu  le  i4  avril  I7i4»  U 
iroulait  publier  aussi  un  Commercimn  epistolicum  où 
il  aurait  mis  les  Iclties  omises  et  complélé  les  lettres 
tronquées.  Les  voyages  continuels,  les  occupations  mul- 
tipliées et  la  mort  arrivée  le  i4  novembre  171 6,  ne 
permirent  pas  de  réaliser  ce  projet  qui  vient  d'être 
exécuté.  Car  il  s'est  rencontré  un  tomme  d'un  savoir 
profond,  d'un  excellent  jugement,  animé  d^uu  zèle 
infatigable  [indefessiis) ,  investigateur  toujours  conscien- 
cieux, qui  a  établi  d'une  manière  irréfragable ^  sur  piè- 
ces autheuti({ues ,  que  Leibnitz  est  le  premier,  le  seul 
inventeur  de  son  calcul ,  et  que,  pour  son  algorithme,  il  ne 
doit  rien  à  personne.  Cet  homme,  c'est  M.  Lefort.  Il  éta- 
blit avec  une  rigueur  apodictique  qu'il  règne  dans  presque 
toutes  les  pièces  réunies  dans  le  Comrnercium  anglais  une 
foi  qui  est  bien  loin  d'être  bonne,  et,  malheureusement, 
c'est  aussi  ce  que  Ton  remarque  dans  le  célèbre  résumé 
(Recensio)  qui  est  en  tète  de  la  seconde  édition  du  Com^ 
merciunij  résumé  que  Newton  attribue  à  Keill  et  qu'on 
sait  maintenant  être  l'œuvre  de  Newton  même.  On  a  re- 
trouvé l'original  de  la  main  de  Newton  et  portant  sa  signa- 
ture. 

Tantœne  animis  cœlestibus  irœ  ! 

Cela  lie  doit^as  diminuer  le  culte  que  tout  être  pen- 
sant doit  à  la  sublimité  du  génie  de  Newton,  supérieur, 
sous  quelques  rapports,  à  celui  de  Leibnitz^  seulement, 
il  faut  se  rappeler  que  si  tous  les  peuples  placent  les  anges 
au  ciel ,  c'est  qu'ils  n'en  ont  pas  rencontré  sur  la  terre. 

Dans  une  Noie  biographique  sur  Leibnitz,  nous  insé- 
rerons les  traductions  de  quelques  lettres,  pièces  impor- 
tantes de  ce  procès. 

Le  Com/nerci<im  contient  quatre-vingt-cinq  extraits  de 
lettres  trouvées  la  plupart  dans  les  papiers  de  CoUins ,  se. 
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crëtaîre  de  la  Société  Royale,  mort  en  1 683 ,  par  conséquent 
trente  ans  avant  la  publication,  et ,  comme  on  peut  vérifier 
sur  la  page  1 1 5,  les  auteurs  de  ces  lettres  avaient  aussi  dis- 
paru de  la  scène  du  monde.  Disons  tout  de  suite  que  ces 
extraits  sont  arrangés  avec  un  tel  art,  choisis,  mutilés, 
commentés  et  annotés  avec  un  tel  discernement,  et  le  ^c- 
censio  est  écrit  avec  une  logique  si  serrée ,  qu'on  reconnaît 
partout  là  présence  de  Newton.  Ceci  explique  pourquoi  les 
]n^esnontpas  si^gnc  une  œuvre  qu'en  toute  conscience 
ils  ne  pouvaient  regarder  comme  la  leur ,  et  cependant, 
dans  le  Becensio,  Newton  proclame  cette  belle  maxime  : 
Nemo  in  causa  propria  sibi  est  testis,  ce  qui  rappelle  cet 
aphorisme  d'anthropologie  :  jéliud  est  scriberej  aliud  est 
agere. 

M.  Lefort  termine  cette  publication  par  un  sommaire 
aussi  curieux  qu'instructif  des  principaux  travaux  ma- 
thématiques qui,  au xvii*  siècle,  ont  préparé  Tinvention 
de  r analyse  infinitésimale;  les  auteurs  sont  Cavalieri, 
Descartes ,  Fermât ,  Hudde,  Ricci ,  Barrow ,  Siuze.  i 

La  science  doit  cette  précieuse  acquisition  à  Tillustre  et 
vénérable  polymathe ,  ornement  de  trois  Académies ,  qui 
a  aidé  de  ses  conseils  son  savant  petit-fils  (*).  C'est  de-  i 

vant  de  tels  travaux  que  doivent  s'ouvrir  les  portes  de 
l'Académie  des  Inscriptions.  C'est  surtout  l'érudition  qui 
s'attache  à  l'histoire  de  la  pensée  c^\  mérite  d'être  encou- 
ragée; là  est  la  dignité  humaine.  Malheureusement,  cette 
érudition  se  porte  principalement  sur  l'histoire  de  nos 
actions  :  là  sont  nos  misères. 

M.  Mallet-Bachelîer  s'est  montré  digne  successeur  de 
son  beau-père ,  en  prêtant  ses  presses  à  une  production 
qui  devra  prendre  place  en  toute  bibliothèque  sérieuse. 

Note.  Dans  le   Commercium,  on  lit  (p.  loi ,  édition 

(*)  M.  Lefort,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  a  épousé  one 
peiite-fille  de  M.  Biot. 
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de  Paris)  que  David  Gregory  est  le  frère  de  Jacques  ;  les 
biographes  disent  quHl  est  le  nei^eu.  A-t-il  existé  deux 
David  (♦)? 

PHOGBAMME  DfoÀILLÉ  D^UN  CquRS  d' ARITHMÉTIQUE,  v'Al- 

c^ÈBRE  ET  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  Comprenant  les 
connaissances  exigées  pour  Tadmission  aux  Ecoles  du 
Gouvernement  et  suivi  de  Notes  et  des  Énoncés  d'un 
grand  nombre  de  problèmes  ;  par  MM.  Gerono  et  Mo- 
guet.  Quatrième  édition ,  entièrement  refondue.  Paris, 
Mallet-Baclielier,  in-8  de  216p.,  i856.  Prix  :  3*  5o^ 

Ce  n'est  pas  ici,  comme  on  pourrait  le  craindre,  un 
squelette  décharné,  sans  muscles,  sans  nerfs 5  c'est,  au 
contraire ,  un  corps  bien  organisé  où  la  vie  coule  partout  : 
il  y  a  même  un  certain  charme  à  monter  graduellement, 
sans  lacunes,  sans  brusques  transitions,  depuis  les  pre- 
miers linéaments  de  la  numération  jusqu'aux  régions  qui 
confinent  à  la  géométrie  et  à  l'algèbre  supérieures.  Cet 
ouvrage,  indispensable  pour  les  élèves  studieux,  utile 
aux  professeurs  méthodiques,  agréable  à  tout  géomètre, 
ajoute  à  la  haute  réputation  que  les  savants  auteurs  ont 
acquise  depuis  long  temps  dans  l'enseignement^ 

Les  définitions  sont  placées  aux  endroits  convenables. 
C^est  ainsi  que  la  définition  des  mathématiques  est  placée 
à  la  page  1 2 ,  qualité  logique  bien  rare. 

Le  Chapitre  IX  (p.  28)  traite  des  opérations  abré- 
gées, approximations  numériques,  erreurs  relatives. 
Cest  aujourd'hui  la  crux  de  l'arithmétique,  des  élèves 
et  des  professeurs.  On  pourrait  faire  un  gros  volume 
de  ce  qu'on  a  écrit,  et  l'on  écrira  encore,  sans  dissiper 
complètement  l'obscurité ,  sans  diminuer  entièrement  les 

(*)  Page  116,  Nec  irrationahs  quanliiittes  nwtatur,  etc.  ( M'est  arrêtée  n i 
^r  les  quantités  irrationnelles,  etç .  )  (A.  Gcmocchi  .) 
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difficultés.  C'est  que  l'objet  fait  partie  de  la  théorie  de 
la  convergence  sériaîre  et  du  calcul  des  probabilités, 
objets  qui  exigent  l'algèbre  écrite,  tandis  que  dans  Farith- 
métique  on  est  tenu  à  Talgèbre  parlée,  la  plus  mau- 
vaise, la  plus  difficultueuse,  la  jdus  traînante  des  algè» 
bres.  Pourquoi  prendre  des  coucous  quand  on  a  des 
locomotives?  Aussi  je  crois  que  tout  ce  manège  approxima- 
tif, utile  aux  calculateurs  de  profession,  est  une  sur* 
charge  inutile  aux  élèves.  Je  persiste  à  croire  que  le  bat 
moral  de  l'éducation  des  lycées  doit  être  de  faire  des  lo- 
giciens habitués  à  la  rigueur  géométrique,  et  cela  suffit. 
Qu'on  fasse  des  Manuels  à  Tusage  des  calculateui*s  du 
Cadastre,  du  Bureau  des  Longitudes, de  TObservatoire,  à  1 

la  bonne  heure,  rien  de  mieux,  pourvu  toutefois  qu'on  | 

en  dispense  nos  élèves  (*).  Malheureusement  in  calcula^  ' 

torum  ditione  surnus,  et  il  ne  faut  pas  oublier  que  ^vanter  \ 

et  "Vendre  viennent  du  même  verbe  latin  venditarc,  ce  j 

qui  explique  bien  des  choses.  i 

Dans  le  Complément  d'Arithmétique  (p.  3i),  on  parle 
du  plus  grand  commun  diviseur  des  fractions  ,  etc.;  je  ne 
comprends  plus  ce  qu'on  veut  dire  par  là.  Je  me  rappelle 
bien  avoir  lu  quelque  chose  de  semblable  dans  je  ne  sais 
quelle  Arithmétique  et  l'avoir  trouvé  complètement  inu- 
tile. 

A  la  page  35  ,  à  l'occasion  des  quantités  négatives,  on 
parle  de  conventions.  Ce  sont  des  hérésies  qui ,  admises, 
ruineraient  la  certitude  de  l'analyse  algébrique.  Les  si- 
gnes -+-  et  —  sont  des  qualités  et  non  des  conventions; 
c'est  ce  qu'a  dit  M.  Cauchy  :  la  vérité  ne  peixl  rien  à 
s'appuyer  sur  une  telle  autorité  (voir  p.  17a). 

Chapitre  FUI  (p.  58).  Séries  dérivées.  Pourquoi  ne 


{^)  Les  Tables  de  logarithmes  rendent  superflues  les  inéUiodes  d'ap- 
proximation numérique  mille  fois  sur  une. 
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pas  donner  aux  choses  leurs  véritables  noms  et  appeler 
calcul  différentiel  et  noter  comme  tel  ce  qui  est  calcul 
différentiel?  Quand  cette  superfétation ,  souverainement 
absurde,  du  calcul  des  dérivées  disparaîtra- t-elle?  quand 
le  vœu  émis  par  d'Âlembert,  il  y  a  cent  ans,  s^açcompli- 
ra-t-il  dans  1  enseignement?  Lorsque  le  bon  sens  y  ré- 
gnera. Ainsi  bientôt. 

Trois  chapitres  (p.  83, 90, 91  )  renferment  les  deux  tri* 
gonométries.  11  est  singulier,  lorsqu^on  insiste  tant  sur 
l'appréciation  des  erreurs,  qu'on  néglige  complètement 
les  diirérentielles  des  formules  irigonoméiriques ,  dont 
Tutilîté  est  vraiment  pratique,  bien  plus  j]ue  de  savoir 
calculer  à  un  billionième  près  n'^^*  ou  (log  3)''. 

La  géométrie  analytique  ne  renferme  rien  sur  le  rap- 
port anharmonique ,  sur  les  transversales ,  sur  les  fais- 
ceaux, etc.,  rien  qui  puisse  préparer  à  la  géométrie  su- 
périeure professée  en  Sof bonne.  Â  la  page  ii3,  on  cite 
timidement  pôle  et  polaire.  On  comprend  parfaitement 
qu'il  serait  injuste  de  reprocher  aux  auteurs  Texislence  de 
cette  honteuse  et  calamiieuse  omission  ^  elle  est  imposée 
de  haut. 

Six  Notes  précieuses  terminent  cette  remarquable  pro<- 
duclion. 

Note  I  (p.  i4i)-  Calcul  numérique  de  l'équation 
ax^  -I-  ôx  H-  c  =  o  j 
lorsque  a  est  très-petit,  une  des  racines  devient  très- 
grande  et  Tautre  s'approche  de  — t;  c'est  cette  seconde 

racine  qu'on  évalue.  De  semblables  évaluations  pour  les 
équations  du  troisième  et  quatrième  degré  ne  seraient  pas 
faciles. 

Note  II  (p.  146).  Sur  une  question  d'intérêt  com- 
posé : 

Un  capital  de  1 0^000  francs  est  placé  àîulércls  com- 
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posés  et  deTÎent  157,917^,60  au  bout  de  10  ans  4  mois-» 

on  demande  le  taux? 

Réponse  :  4^)50 ,  à  un  centime  près. 

Note  III  [\>»  148  )  •  Valeurs  de  la  fonction  -7-; — -n > 

X  variant  de  —  00  à  -+-  00  ;  discussion  intéressante  pour  la 
construction  de  l'hyperbole  cubique.  Nous  ferons  remar- 
quer que  dans  V Encyclopédie  mathématique ^  en  voie  de 
publication,  on  lit  qu'un  nombre  infini  divisé  par  un 
nombre  infini  donne  un  quotient  fini:  énoncé  très-sou- 
vent faux.  Du  reste ,  si  l'auteur,  pi*enant  Wronsky  pour 
guide ,  s'est  pi^oposé  de  verser  des  flots  d'encre  sur  la  plus 
limpide  des  sciences,  il  a  parfaitement  réussi. 

JVote  IF  (p.  iSa).  Plan  tangent  ^  démonstration  que  les 
tangentes  en  nombre  infini  qu'on  peut  mener  par  un  point 
d'une  surface  i  cette  surface,  sont  dans  un  même  plan. 

Note  ^  (p>  i53).  Conditions  pour  qu'une  équation 
du  second  degré  représente  un  cane  droit  *,  axes  rectangu- 
laires. 

Note  VI,  Théorie  des  polynômes  homogènes  du  second 
degré. 

Ab  ungue  leo  cognoseitur. 

Cette  Note  contient  cinq  parties. 

/**  Partie.  Des  déterminants  (voir  Nouvelles  Anna-- 
les^  t.  X,  p.  124;  t.  XI,  p.  307;  t.  Xm,  p.  71). 

11%  IIP  et  IV'  Parties.  De  l'invariant  des  polynômes 
homogènes  du  second  degré  et  du  polynôme  adjacent;  ap- 
plications à  la  géométrie  analytique;  sur  la  réduction 
des  polynômes  homogènes  du  second  degré  ,  à  coeflScients 
réels,  à  des  sommes  des  carrés. 

Vinvariant  est  ce  que  nous  avons  désigné  par  L  dans 
nos  relations  d'identité.  C'est  une  certaine  fonction  des 
six  cocflSrients  de  l'expression  générale  d'une  fonction 
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homogène  quadratique  à  trois  variables.  Les  dérivées  de 
cette»  fonction  par  rapport  à  chacun  de  ces  coefBcients- 
donnent  six  fonctions  dérivées  qui ,  avec  la  fonction  prin- 
cipale, renferment  toutes  les  propriétés  des  coniques.  Il 
existe  de  même  un  invariant  pour  les  fonctions  quadra* 
tiques  à  quatre  variables.  C'est  une  certaine  fonction  ho- 
mogène des  dix  coefficients  de  Texpression  générale  d'une 
telle  fonction.  Les  dérivées  de  cet  invariant  par  rapport 
à  chaque  coefficient  donnent  dix  fonctions  qui,  avec  la 
fonction  principale ,  suffisent  pour  trouver  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  ordre.  Dans  cette  Note  VI  on  prend 
pour  invariant  ce  qui  n'est  qu'une  de  ces  fonctions  déri- 
vées, savoir  la  dérivée  par  rapport  h,  la  quantité  toute 
connue.  Donnons  un  exemple. 
Soit 


en  donnant  kpetq  successivement  les  valeurs  i ,  2 ,  3 ,  4 
et  posant 

on  obtient  les  dix  termes  de  la  fonction  homogène  qua- 
dratique À  quatre  variables  Xi ,  Xs,  Xs ,  X4  où  les  rectan- 
gles ont  le  multiplicateur  a  à  cause  de  l'équation 


O/^  =  «», 


Prenant  les  dérivées  de  a  successivement  par  rapport  a 
ces  quatre  variables ,  on  obtient 


2  aJCi 


1  du 

2  dVi 

1  du 

-  -T-  ^  «î  =  ^31*1  H-  a„  Xi  -f-  «M  *3  -h  ÛJ4  ^A  1 

2  axt 

1  du 

-  -7—  =  «3  =  a^  Xi  -h  «32 Xi  -t-  flaa^j  -f-  On  «4 , 

2  0X3 

1  du 

-  -j—  =  «4  =  «4,  X,  -H  Xa  Xi  -4-  «43  ^j  4-  <3r<4  ^4- 

2  ax^ 
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Le  déterminant  cramérien  de  ces  équatioos  est  l'invariant 
de  la  fonction  i/.  • 

On  a  le  déterminant 

H  =  fl„  û„  «33  ûr44  —  P  -f-  Q  —  2  R  +  2  S , 

P  =  On  ÛM  aj  ^  H-  fl„  fla,  a\  ^  -h  On  Ou  a\ ,  4-  fl«  «aa  «î  v 
-hfl„fl,,éiJ,-4-fl,3a4«aîï, 

R  =  His  «34  ^14  «13  4-  «12  «J4  «13  «14   -+"  «13  «>3  «14  «M  1 
S  =  /!,,  Û,3  au  «34  -h  ««  «,3  «14  «34  -+-  «33  «,3  «14  «,4 
-f-  «44  «13  «18  «M  ; 

dans  chaque  terme  les  chifFres  1,2,3,4  paraissent  deux, 
fois  et  pas  davantage.  Considérant  — ,  -î ,  —  comme  les 

X^      «P4       «^4 

coordonnées  d'un  point  de  la  surface  a  =  o  ,  alors  a^  est 
la  quantité  toute  connue  et  4'on  a 

^H  .  ,  , 

—  =  «,|  «„  «33  —  «„  «U  -+•  On  «;  s  —  «51  « ,  ,  -h  2«„  «13  «». 

C^est  cet  invariant  que  l'on  considère  ici  (p.  162)  et  il  est 
insuffisant.  Par  exemple ,  il  ne  peut  servir  à  trouver  dans 
quel  cas  Téquation  complète 

M  =  o 

donne  un  ellipsoïde  imaginaire;  dans  quel  cas  elle  repré- 
sente deux  plans ,  un  c5ne,  etc.  11  existe  des  relations  d'i- 
dentité entre  les  dix  fonctions  dérivées  et  qui  facilitent  les 
calculs.  De  même  pour  une  surface  algébrique  de  degré  //i, 

il  existe  un  invariant,  fonction  de  — coeffi- 

2 

cients  avec  autant  de  dérivées  partielles.  Lorsque  l'inva- 
riant général  est  identiquement  nul,  la  surface  devient 
un  cône  (théorème  de  Otto  Hesse,  si  élégamment  démontré 
par  M.  Brioschi,  Noux^elles  jinnales,  t.  XIII,  p.  ^00)* 
Le  déterminant  d^une  fonction  littérale  est  la  valeur 
extrême  maximum  de  cette  fonction.  La  disparition  des 
rectangles  dans  une  fonction  ({uadra tique  est  exposée  ici 
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et  se  trouve  aussi  dans  V Algèbre  supérieure  de  M.  Scr- 
relj  îl  a  été  Tobjet  de  beaux  travaux  de  M.  Sylvester.  La 
découverte  de  ce  qu'il  appelle  la  loi  d* inertie  est  fondsi'- 
mentale,  même  sous  le  point  de  vue  géométrique  (t;o/rle 
beau  Mémoire  de  M.  Otto  Hesse,  Noux^elles  Annales, 
t.  XIV,  p.  467,  et  Brioschi ,  t.  XV,  p.  269). 

Le  polynôme  adjoint  n'est  autre  que  la  polaire  réci- 
proque. Ses  propriétés  se  rapportent  à  la  classe  de  la 
courbe  ;  c'est  ce  que  nous  ferons  voir  ailleurs. 

V"  Partie.  Sur  la  détermination  du  nombre  des  racines 
réelles  des  équations  numériques  qui  sont  comprises  entre 
des  limites  données. 

C'est  nouveau  et  très-^beau.  On  lit  ici  une  démonstra- 
tion  très-simple  du  théorème  Sylvester  sur  la  composition 
des  fonctions  sturmiennes.  Le  célèbre  analyste  a  bien 
voulu  nous  autoriser  à  insérer  cette  cinquième  partie,  et 
sa  haute  position  dans  la  science  et  dans  l'enseignement 
permettent  d'espérer  que  ce  travail  agira  sur  le  professorat 
et  médialement  sur  les  élèves ,  et  que  tous  se  familiarise* 
ront  avec  ces  mots  encore  étranges  :  déterminant ,  inva- 
riant, forme,  adjoint,  etc. 

Terminons  par  une  observation  assez  opportune.  Les 
géomètres  éminents ,  doués  du  génie  d'invention ,  ont  peu 
d'inclination  à  lire  les  travaux  d'autrui  et  se  trouvent  as- 
sez riches  de  leurs  propres  idées.  Il  résulte  de  la  souvent 
qu'en  publiant  ces  idées  ils  s'exposent,  comme  on  dit,  à 
découvrir  la  mer  Méditerranée.  A  fortiori  ceux  qui  n'ont 
ni  génie,  ni  lecture. 

iVo/c.  M.  Laguerre-Werly  ramène  la  réduction  des 
formes  quadratiques  a  la  réduction  du  système  linéaire , 
et  parvient  ainsi  facilement  à  des  propriétés  que  M.  Her- 
mite  démontre  assez  péniblement 5  par  exemple  k  celles 
de  la  fonction  dire jfjf  dans  le  beau  Mémoire  sur  les  fouc« 
tioiis  abélienucs. 
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Nouvelles  preuves  des  opÉRA.Tioxfs  de  l'Aritbmétiqce^ 
par  Auguste  Bouché^  professeur  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées  au  lycée  impérial  d'Angers.  Paris> 
i856^  iii-8  de  ai  pages. 

(1  Reconnaître  si  le  résultat  d^une  o{>ération  est  exact 
H  ou  inexact,  et,  dans  le  cas  où  il  est  inexact,  trouver 
»  dans  quelle  partie  de  l'opération  la  faute  a  été  com- 
))  mise ,  tel  est  le  double  problème  que  nous  allons  ré^ 
))  soudre.   » 

Ce  début  explique  clairement  le  but ,  qui  consiste  dans 
IjB  contrôle  par  9.  Les  quatre  opérations ,  la  multiplica- 
tion et  la  division  abrégées,  Textraction  de  la  racine 
carrée  et  cubique,  sont  successivement  soumises  à  ce 
moyen  de  vérification.  Il  y  a  des  signes  certains  qui  an- 
noncent que  le  calcul  est  inexact;  il  n^en  existe  point  qui 
donnent  une  certitude  que  les  résultats  sont  exacts.  Les 
machines  arithmétiques  et  certaines  organisations  jouis- 
sent seules  de  ce  privilège.  L'auteur  fait  des  vérîGcations 
sur  les  diverses  parties,  ce  qui  peut  faire  découvrir  Ten- 
droit  où  l'on  s'est  trompé. 


BIOGRAPHIE. 


SIMON  LHUILIER. 

Simon-Ântoine-Jean  Lhuilier  naquit  à  Genève  le 
24  avril  1750.  Il  montra  de  bonne  heure  des  dispositions 
pour  les  mathématiques  et  eut  pour  professeur  Louis  Ber- 
trand ,  Fauteur  du  Développement  nouveau  de  la  partie 
élémentaire  des  mathématiques  [*),  Ce  professeur  était  si 

(*)  Connu  par  sa  démonstration  des  paraUèles. 
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content  des  progrès  <le  son  élève,  qu*îl  le  désigna  comme  de- 
vant être  un  jour  son  successeur;  mais  ce  qui  était  de  plus 
grande  importance  pourle  jeuneLhuilier,  c'est  l'ami tiéque 
lui  a  constamment  témoignée  son  parent ,  le  c  "èbre  philo- 
sophe George-Louis  Lesage ,  qui  Taida  constamment  de  ses 
conseils  et  de  ses  leçons  dans  les  mathématiques.  Ces  rela- 
tions commencèrent  le  a6juin  1 766,  àrépoqueoùLhuilier, 
âgé  de  1 6  ans,  sortit  du  collegelepremier.il  fut  placé  comme, 
précepteur  chez  M.  Rillîet-Planlamour,  où  il  resta  deux 
années,  et  suivit  les  leçons  de  physique  de  Lesage  en  1 768 
et  1769  et  aussi  celles  de  M.  de  Saussure.  N'ayant  pas  de 
fortune,  Lhuilier  manifesta  à  son  parent  le  désir  de  cher- 
cher une.  meilleure  condition  au  dehors.  L'occasion  s'en 
présenta  en  1775. Le  célèbre Wurtembergeois Christophe- 
Frédéric  Pfleiderer  (*) ,  qui  était  élève  et  collaborateur 
de  Lesage  (1766-1769),  avait  été  placé  en  1766,  à  sa 
recommandation ,  comme  professeur  de  mathématiques  à 
l'Académie  militaire  fondée  à  Varsovie  par  le  roi  Stanis- 
las-Auguste. UneCommissioiid'éducation,  dont  Pfleiderer 
était  le  membre  le  plus  influent,  mit  en  1775  au  concours 
un  projet  d'enseignement.  Pfleiderer  envoya  les  program- 
mes à  Lesage,  qui  aurait  désiré  que  Lhuilier  traitât  la 
physique.  Se  défiant  de  ses  connaissances  en  cette  science, 
il  préféra  les  mathématiques,  et  son  ouvrage  fut  couronné 
et  imprimé  avec  une  traduction  en  polonais  sous  ce  titre: 
Arithmétique pourles  écoles  palatinales ;  Varsovie,  1777. 
In-8.  C'est  son  début ,  si  l'on  excepte  l'opuscule  :  Lettre 
en  réponse  aux  objections  élevées  contre  la  grav^itation 
newtoniennc.  Journal  encyclopédique f  février  1773.  Le 
roi  Stanislas  fit  féliciter  l»jeune  auteur,  et  le  prince  Czar- 
torinski  l'invita  à  venir  à  Varsovie  faire  l'éducation  de  son 
fils,  devenu  aujourd'hui  le  chef  de  l'émigration  polo- 

(*)  Né  en  1736,  mort  en  1821. 
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naise.  Lhailier  accepta  Tinvî  talion.  La  longue  suite  d'au* 
nées  qu'il  passa  dans  la  maison  du  prince  fut  Tépoque  la 
plus  heureuse  de  sa  vie  et  aussi  la  plus  féconde  en  travaux. 
Il  publia  sAcessivement  : 

1.  Mémoire  sur  le  minimum  de  cire  des  alvéoles  des 
abeilles  et  en  particulier  sur  un  minimum-minimorum 
relatif  à  cette  matière  (  Mvmoiri's  fie  l'Académie  de  Ber- 

Jinj  1781). 

2.  De  relatione  mutua  capacitatis  et  terrainonim  figu- 
ra rum  geometriœ  considerata.  Varsovîœ,  1782,  in-4. 

3.  Sur  les  pyramides  isopérimètres  (iVbi^.  acta  Pe- 
tcrs.^ÎEL). 

4.  Théorème  sur  les  centres  de  gravité  {ilndy  IV). 

5.  Exposition  élémentaire  des  principes  des  calculs  su- 
périeurs, qui  a  remporté  le  prix  proposé  par  F  Académie 
royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  pour  l'année  I786. 

Berlin;  in-4* 

La  Commission  qui  a  adjugé  le  prix  était  présidée  par 
Lagrange.  Le  principe  est  celui  des  limites  de  d^Alem- 
bert. 

6.  Examen  du  Mémoire  sur  les  poids  et  mesures ,  où 
Ton  se  propose  d'avoir  des  étalons  ou  modèles  démesures 
et  de  poids  qui  soient  réglés  par  des  principes  certains  et 
invariables  (Journal  encfclopédique,  juillet  r785). 

7.  Théorème  sur  les  solides  plans  superficiels  [Méni. 
de  Berlin,  1 780  et  1 787  ) . 

8.  Sur  la  décomposition  en  facteurs  de  la  somme  et  de 
la  différence  de  deux  puissances  à  exposants  quelconques 
de  la  base  des  logarithmes  hyperboliques ,  afin  de  dégager 
cette  décomposition  de  touje  idée  de  Tinfini  (Mém,  de 
Berlin^  1788  et  1789). 

Vers  la  fin  de  son  séjour  en  Pologne,  il  conçut  le  plan. 
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de  sa  Poljrgonométrie.  Etant  allë  trouver  à  Tubingue  son 
ami  Plleiderer,  retourné  dans  sa  patrie  depuis  1781 
comme  professeur  de  mathématiques  et  de  physique,  ce- 
lui-ci lui  fit  connaître  les  travaux  sur  le  même  objet  que 
venait  de  publier  Lexell  dans  les  Mémoires  de  FAcadcmie 
de  Saint-Pétersbourg.  Toutefois,  revenu  à  Genève,  il 
publia  : 

9.  Polygonométrie ,  ou  de  la  Mesure  des  figures  rec- 
tiiignes  et  abrégé  d'isopérimétrie  élémentaire!  Genève, 
1789; in-4. 

Pendant  les  troubles  révolu lionnaircs  qui  agitèrent 
Genève,  Lhuilier  jugea  prudent  de  se  retirer  auprès  de 
son  ami  à  Tubingue ,  où  il  passa  plusieurs  années.  Il  y 
publia  : 

10.  Princîpîorum  calculi  differentialis  et  integralis 
expositio  elementaris  ad  normam  dissertationis  ab.  Acad. 
Scient.  Reg.  Prussica,  A.  I786pr3emii  honore  decorataô 
elaborata.  Tubingae,  1793  ;  in-4. 

Il  revint  en  1794  à  Genève  et  publia  : 

li.  Examen  du  mode  d'élection  proposé  à  la  Conven- 
tion nationale  de  France  en  février  1 798  et  adopté  à  Ge- 
nève. Genève,  1784;  în-8. 

12.  Catéchisme  d'Arithmétique,  destiné  aux  écoles 
primaires.        • 

En  juillet  1 795 ,  il  fut  nommé  enfin  professeur  à  l'A- 
cadémie de  Genève  comme  Bertrand  Tavait  prédit. 

i3.  Manière  élémentaire  d^obtenir  les  suites  par  les- 
quelles s'expriment  les  quantités  exponentielles  et  les 
fonctions  trigonométriques  des  arcs  circulaires  {Philos, 
Trans.,  1796). 

II  avait  été  nommé  membre  de  cette  Société  pendant 
son  séjour  à  Tubingue. 


{  «44  ) 

14.  Solution  algébrique  du  problème  suivant:  A  uii 
cercle  donné ,  inscrire  un  polygone  dont  les  côtés  passent 
par  des  points  donnés  {Mém.  de  Berlin ,  1796). 

15.  Sur  les  probabilités  [Mém,  de  Berlin^  ^79^)' 

16.  Sur  Tapplication  du  calcul  des  probabilités  à  la 
valeur  des  témoignages  [Mém.  de  Berlin^  i797)-    • 

Ces  deux  derniers  Mémoires  avec  la  collaboration  de 
Pierre  Prévost . 

(7.  Anleitung  zur  elementar-algebra.  Zwei  tbeile. 
Tubingue ,  1 799- 18015  in-8 . 

18.  Théorèmes  de  polyédrométrie  présentés  à  l'Aca- 
démie de  Paris  le  1"  avril  1800  (11  germinal  an  VUI) 
et  imprimés  en  i8o5. 

Contient  le  principe  qui  a  servi  à  Carnot  (*). 

19.  Eléments  raisonnes  d'Algèbre.  Genève*  i8o4;  a 
vol.  in-8. 

Traduction  de  l'ouvrage  n°  17. 

20.  Eléments  d'analyse  géométrique  et  d'analyse  al- 
gébrique appliqués  à  la  rccberclje  des  lieux  géométriques. 
Paris,  1809;  in-4«  (Dédié  à  son  ancien  élève  le  prince 
Czartorinski ,  alors  ministre  de  l'Instruction  publique  en 
Russie) . 

On  trouve  de  lui ,  dans  les  trois  premiers  volumes  des 
Annales  de  Gergonne  :  • 

21.  Analogie  entre  les  triangles  rectangles,  rectilignes 
et  sphériques  (  tome  I). 

22.  Recherche  du  plan  de  la  plus  grande  projection  or- 
thogonale d'un  système  de  surfaces  données  de  grandeurs 
sur  des  plans  donnés  de  position  dans  l'espace  (tome  II). 


(*)  Carnot  et  Lhuilier  sont  deuK  (réomèlres  similaires  :  mêmes  qaalilcs, 
mêmes  défauts. 
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23.  Détermination  du  centre  des  moyennes  distances 
du  triangle  spliérique  (tome  II). 

24.  Lieux  aux  sections  coniques  (  tome  II  ) . 

25.  Eclaircissements  sur  le  troisième  et  le  sixième  cas 
delà  trigonométrie  spliérique  (tomell). 

26.  Solution  d^ un  problème  de  combinaison  (tomelll). 

27.  Démonstrations  diverses  du  théorème  d'Euler  sur 
les  polyèdres  et  examen  des  divers  cas  d^exception  aa)c- 
quels  ce  théorème  est  assujetti  (tome  III). 

28.  Mémoire  sur  la  possibilité  et  la  construction  des 
polyèdres  réguliers  (tome  III). 

29.  Solution  d'un  problème  de  prohabilité. 

On  ignore  pourquoi  la  collaboration  de  Lhuilier  a 
cessé  avec  cetlP  volume,  qui  a  paru  en  iSis-,  cak*  il  a 
conservé  son  activité  littéraire  jusqu^à  un  âge  très-avance. 
Il  ne  prit  sa  retraite  qu'en  1823  à  Tage  de  73  ans.  Jus- 
que-là il  remplit  ses  fonctions  avec  une  telle  conscience, 
qu'attaqué  de  la  goutte ,  il  se  faisait  porter  en  classe  pour 
donner  ses  leçons.  Plusieurs  de  ses  élèves,  parmi  lesquels 
fut  pendant  quelque  temps  M.  Guizot ^  se  distinguèrent 
dans  les  carrières  scientifiques.  Lhuilier  donna  beaucoup 
de  soins  à  M.  Sturm,  devenu  membre  si  distingué  de 
rinstitut  de  France.  Soigné  par  un  fils  et  une  fille,  Lhui- 
lier put  jouir  encore  longtemps  d'un  repos  si  bien  mérité. 
U  chercha  toutefois  a  diverses  fois  à  étendre  ses  idées. 

30.  Expressions  de  la  capacité  d'un  polyèdre  dans  ses 
éléments  extérieurs  (Bibi.  univers^ ^  i8a8). 

31.  Eléments  de  la  doctrine  générale  des  polygones  et 
des  polyèdres  (manuscrit  de  8  pages  in-4  sans  titre).  ' 

32.  Discussion  générale  des  doctrines  des  polygones  et 
des  polyèdres,  par  le  professeur  Lhuilier,  plus  qu'octogc'»^ 
naire  (manuscrit  de  3  pages  in*4  sans  titre.  ) 

Bulletin  mMthématiqur ,  t.  II.  (Octobre  i^Sf).)  lO 
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Cependant  son  intelligence  s'obscurcissait  peu  à  peu; 
en  certains  moments,  il  eut  la  triste  conscience  de  cette 
décadence  ;  il  écrivit  un  jour  d*une  main  tremblante  : 

...  Je  suis  hors  de  saison» 
On  ne  vent  plus  d*an  être  octogénaire» 
Je  suis  voisin  de  perdre  la  raison. 
Je  suis  un  poids  qui  surcharge  la  terre. 

Il  quitta  la  terre  le  a8  mars  1840 ,  Âgé  de  pris  de  90  ans. 

NoLe.  Cette  biographie  est  extraite  des  Miukeilungen 
der  Naturforsanden  GeseUschaft  in  Bem^  Communi- 
cations de  la  Société  des  Explorateurs  de  la  nature  de 
Berne»  ouvrage  périodique  d^un  haut  inlérôtet  rédigé  avec 
beaucoup  de  talent  par  le  professeur  R.  Wolf ,  secrétaire 
de  la  Société  (voir  Nouvelles  Annales ,  t.  X»  p.  i63). 


■BLIOGRAPIIR. 


Elémeitts  ns  Mécahxqus,  exposés  suivant  le  Programme 
de  M.  le  Ministre  de  Tlnstruction  publique  et  des  Cul- 
tes ,  du  3o  août  1 85  2 ,  pour  le  baccalauréat  es  Sciences  ; 
par  M.  Furict,  ingénieur  au  corps  impérial  des  Mines, 
à  Tusagedes  candidats  aux  Ecoles  spéciales,  aux  élèves 
des  École»  professionnelles,  des  ingénieurs,  conduc- 
teurs et  de  toutes  les  personnes  qui  désirent  s'initier 
aux  principes  de  la  mécanique  pratique.  Paris,  18S6; 
in-8  de  xx-3x8  pages.  Prix  :  6  francs,  chezMallet- 
Bachelier,  libraire. 

On  connaît  maintenant  deux  méthodes  pour  enseigner 
la  mécanique  :  TancSenne  méthode,  celle  des  couples,  la 
nouvelle  ou  celle  des  quantités  de  trauaH,  Nous  les  dé- 
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signons  par  ce  qu^elles  ont  de  plus  caract^stique.  Le 
titre  de  l'ouvrage  annonce  bien  qu'il  appartient  au  nou* 
veau  système.  L'auteur  consacre  vingt  pages  d^avertisse- 
ment  à  faire  Féloge  de  ce  système  et  la  critique  de  Fan- 
cienne  école.  L'auteur  est  élève  de  cette  ancienne  ëcole  : 
quelque  défectueuse  qu'on  la  suppose,  elle  peut  donc 
donner  de  bons  produits. 

Contrairement  à  l'opinion  de  d*Alembert,  l'auteur 
considère  les  lois  dynamiques  et  statiques  comme  des  faits 
contingents  et  non  comme  des  vérités  apodictiques.  La 
conservation  des  forces  vives  a  été  démontrée  par  La- 
grange  ,  Camot ,  etc.  ;  il  est  plus  simple ,  selon  M.  Furiet , 
d'admettre  cette  conservation  comme  axiome,  moyen  d'a- 
bréviation* 

M*  Furiet  ne  fait  aucun  emploi  de  Talgorithme  algé- 
brique et  s'en  félicite.  Nous  regrettons  de  ne  pouvoir  par- 
ta^rees  opinions. 

Avant  d'aller  plus  loin,  comparons  les  deux  systèmes 
mentionnés  oi-dessus.  Voyons  les  connaissances  qu'exige 
chacun  d'eux ,  ce  qui  p^mettra  de  juger  du  degré  de  simr 
plicité  de  l'enseignement. 

I.  Connaissances  exigées  dans  V ancien  systhjme^ 

\^.  G>mposition  et  décomposition  des  forces  de  trans- 
lation et  de  rotation  (eouples). 
a**.  Equations  d'équilibre. 
3^.  Forces  accélératrices. 
4**.  Equations-définitions; 

de"  dv  d*  e 

ffde=:  mpdp^     7.Jff  de  =  m^  +  constante. 
5^  Mouvement  hélicoïdal;  douUe  cône  de  M.  Poin- 


80t. 
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G'.  Théorie dn  cboc. 

IL  Connaissances  exigées  dans  le  mami^rau  sjrsième. 

i^,  Composidon  et  décoaqM>sitioa  des  moaTemenls. 

29,  G>mpoftition  et  décomposition  des  Titcsses. 

3^.  Composition  et  décomposition  des  forcrs. 

4^.  Composition  et  décomposition  des  forces  accéléra- 
trices. 

S**.  Composition  et  décomposition  des  travanx  élémen- 
taires* 

6^,  Composition  et  décomposition  des  quantités  de 
travail. 

En  outre,  forces  motrices,  forces  de  résistance ,  forces 
vives ,  etc. 

Les  éqnationsnléfinitions,  an  lien  d'être  écrites,  sont 
parlées  et  traduites  en  théorèmes  qui  chargent  la  mémoire 
d'une  foule  de  notions  plus  ou  moins  obscures. 

Il  est  vrai  que  depuis  qu'on  a  adopté  une  unité  pour  y 
rapporter  f^  de  et  qu'on  a  inventé  des  instruments  pour 
mesurer  facilement  cette  intégrale,  la  science  des  ma- 
chines s'est  éclaircie  et  s'est  beaucoup  simplifiée  en  pre- 
nant cette  intégrale  comme  point  de  départ  ;  mais  ajoutons 
que  les  machines  sont  dans  la  mécanique  et  la  mécanique 
n'est  pas  dans  les  machines.  Le  système  du  monde,  la 
dynamique  électrique,  magnétique,  optique,  ne  sont  pas 
des  macbines,  et  il  faut  pourtant  les  expliquer. 

Dans  ce  gouvernement  de  Tirnivero  physique,  on  ne 
rencontre  ni  pistons ,  ni  roues ,  ni  bielles ,  ni  engrena- 
ges, etc.,  et  quoique  ne  faisant  usage  que  de  mécanique 
rationnelle,  cela  ne  marche  pas  moins  bien  que  nos  en- 
gins de  mécanique  pratique ,  et  même  un  peu  mieux. 

On  connaît  la  grande  collection  de  Borgnis  publiée  par 
feu  Bachelier*,  Touvrage  de  M.  Furiet  est  pour  ainsi  dire 
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un  synopsis  de  celte  collection ,  mais  uit  synopsis  rai^ 
sonné ,  méthodique  et  tenant  compte  des  progrès  faits 
dans  la  science  des  machines. 

L'ouvrage  est  divisé  en  trente-deux  leçons;  les  quinze 
premières  leçons  sont  consacrées  à  la  théorie  fondée  sur 
la  pratique. 

/'''  Leçon  (  I  - 1  a  )  •  Décrit  les  diverses  espèces  de  mouve- 
ments :  le  pendule,  le  balancier,  les  échappements,  in- 
struments chronométriques. 

Il'  Ijcçon  (i3->a2).  Pesanteur  comme  application  du 
mouvement  continu;  gravitation  universelle. 

///'  Leçon  (a3-33).  Plan  incliné  de  Galilée;  machine 
d'Âtwood  et  ses  applications.  Appareil  à  indications;  un 
pinceau  en  mouvement  trace  une  courbe  sur  un  plateau 
qui  a  un  mouvement  uniforme  connu  ;  à  l'aide  de  ce  mou- 
vement et  de  la  forme  de  la  courbe ,  on  peut  trouver  le 
mouvement  dU  pinceau  et  du  corps  auquel  il  est  attaché. 

IF*-  Leçon  (34-4^)'  Composition  des  mouvements, 
des  chemins  parcourus  et  des  vitesses.  Balistique. 

V'  Leçon  (43-53).  Plan  incliné;  poulies  de  diverses 
espèces;  treuil;  courbes  à  la  Vaucanson  pour  obtenir  un 
mouvement  de  translation  à  l'aide  d'un  mouvement  de 
rotation  ;  une  courbe  tracée  sur  un  plan  vertical  tour- 
nant et  appliquée  contre  une  saillie  faisant  partie  d'une 
tige  verticale  soulève  cette  tige  et  l'on  peut  tracer  la  courbe 
de  telle  sorte  que  le  mouvement  de  translation  soit  uni- 
forme. Transmission  de  mouvement  à  l'aide  de  courroies 
et  de  la  chaîne  de  Yaucanson, 

VI'  Leçon  (54-^65).  Engrenages:  roues^  pignons, 
lanternes ,  crémaillère  ;  tracés  géométriques  et  pratiques  ; 
développantes  du  cercle.  Cette  dernière  partie  ^  si  im- 
portante pour  transmettre  le  mouvement  à  uue  grande 
distance ,  exigeait  plus  de  développements. 
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y II*  Leçon  (65-74)*  Engrenages  coniques;  vis  et  son 
écrou  ;  vis  sans  fin  \  engrenage  de  Watt  :  ce  sont  des  dents 
hélicoïdales  en  saillie  sur  une  roue  qui  engrène  dans  des 
hélices  creusées  dans  une  autre  roue.  On  donne  la  trans- 
formation du  mouvement  circulaire  en  rectiligne  de  La 
Hire  sans  le  citer.  On  ne  parle  pas  de  Tengrenage  ima- 
giné par  Olivier. 

VIII"  Leçon  (75-84).  Forces  de  diverses  natures  5  dy- 
namomètres à  ressorts. 

IX'  Leçon  (fiS-pi).  Proportionnalité  des  forces  aux 
vitesses;  unité  de  force.  On  définit  la  masse  par  la 
quantàé  de  résistance^  ce  qui  est  peu  clair.  C'est  le  poids 
qui  donne  la  mesure  des  masses  :  mais  la  pesanteur  dis- 
paraissant ,  la  masse  n^en  subsistera  pas  moins. 

X'  Leçon  (92-100).  Dynamomètre,  frein  de  Prony, 
cheval-vapeur,  etc. 

XI%  XII\  XIII'  et  XIF'  Leçon  (ioi.i34>.  Principes 
théoriques  sur  la  composition  des  forces,  sur  le  centre  de 
gravité  >  etc. 

C'est  à  la  XV*  Leçon  que  commence  la  mécanique  pra- 
tique proprement  dite. 

Parlant  du  principe  de  Carnot,  M.  Furiet  dit  :  n  On 
se  demande  comment  un  principe  aussi  évident  a  pu 
faire  honneur  à  son  auteur  au  point  d'en  porter  le  nom 
(p.  i3i).  »  Singulière  demande! 

Les  Leçons  XV ,  XVI ,  XVII  tx>alent  sur  les  machines 
simples,  ayant  égard  aux  frottements,  à  la  roidear  des 
cordes,  etc.,  avec  les  expériences  principales  qui  s'y  rap- 
portant ;  description  de  diverses  balances,  peson ,  pèse- 
letti^s;  le  tout  assez  succinctement. 

L'hydraulique  commence  k  la  XVIIP  Leçon  et  finit  à 
la  XXP  Leçon.  En  un  si  petit  nombre  de  pages,  on  ne 
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peut  s'attendre  à  trouver  de  grands  détails  sur  les  diverses 
€»pèce6  de  roues,  à  augets,  à  aubes,  à  la  Poiiceleti  tur- 
bines, etc.  Pour  bien  comprendre  ces  engins,  il  faut  les 
connaître. 

Toutes  les  espèces  de  pompes,  la  vis  d^Archimède,  les 
norias,  chapelets,  sont  Tobjet  de  la  XXII',  XXITI*  et 
XXIV*  Leçon.  On  considère  ensuite  le  vent  comme  mo- 
teur. On  donne  des  notions  sur  la  mouture  du  blé  dans 
la  XXV®  Leçon.  Des  expériences  récentes  obligent  de 
modifier  quelcjues  énoncés  sur  les  effets  du  blutage  et  la 
formation  du  gruau.  La  XXVI^  Leçon,  consacrée  aux 
moteurs  animés,  homme,  cheval,  bœuf,  mulet,  ren- 
ferme des  données  curieuses  et  instructives.  Les  six 
dernières  Leçons  traitent  des  machines  à  vapeur.  On  en 
donne  d'abord  Thistorique  (XXVIP  leçon)  dont  l'ab- 
sence ne  serait  pas  regrettée.  Viennent  ensuite  les 
descriptions  des  machines  de  Newcomen,  de  Watt,  des 
bateaux  à  vapeur,  des  locomotives,  etc.  ;  on  explique  la 
détente ,  Veffet  simple  et  double ,  et  comment  ce  dernier 
est  remplacé  par  des  tiroirs  qui  communiquent  simulta- 
nément avec  le  condenseur  et  avec  la  chaudière,  et  alter- 
nativement en  sens  opposé. 

L'auteur  termine  ainsi  : 

«  Nous  n'avons  du  faire  qu'une  esquisse  rapide  des 
»  principes  de  la  mécanique  et  présenter  les  faits  géné- 
»  raux  de  la  science  seulement ,  avec  les  objets  dont  elle 
n  s'occupe,  non  avec  leurs  dimensions  réelles,  mais  pour 
1»  ainsi  dire  réduites.  » 

On  a,  en  effet ,  ici  beaucoup  de  faits  et  de  données  nu- 
mériques qu'il  est  commode  de  trouver  réunis  et  les  con- 
naissances pratiques  de  l'auteur  inspirent  toute  confiai^e. 
L'ouvrage  sera  consulté  avec  fruit  par  ceux  qui  ne  sont 
pas  étrangers  à  la  langue  de  la  technologie  et  qui  connais- 
sent les  engins,  au  moins  de  vue. 
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MeHOUA    IHTORNO    ko   ALCUNE  TRÂNSFOEMÂZiOBri    D^IBTB- 

6BALE  KULTiPLici  ^  dd  signop  Afigelo  Genocùhi  (juili- 
let,  i853). 

On  parvient  souvent,  au  moyen  de  transformations, 
à  ramener  une  équation  à  une  autre  de  degré  moindre  ; 
d^une  n(ianière  analogue ,  par  des  procédés  métamorphi- 
ques y  on  ramène  souvent  une  intégrale  à  une  autre  d'une 
multiplicité  moindre,  quelquefois  intégrable  ou  du  moins 
évaluable  lorsque  l'intégrale  est  définie,  cette  dénomina- 
tion étant  prise  dans  un  sens  général ,  c'est-à-dire  lors- 
qu'il existe  une  certaine  relatioA  entre  les  variables  indé- 
pendantes. De  grands  géomètres  se  sont  occupés  de  cette 
matière,  et  dans  les  derniers  temps  IVIM.  Lamé ,  Catalan, 
W.  Roberts,  etc.  Le  but  du  présent  Mémoire  est  de  par- 
venir aux  résultats  obtenus  par  ces  géomètres  à  l'aide  de 
transformations  uniformes  et  très-simples.  Il  ne  nous  est 
pas  permis  d'entrer  dans  de  grands  détails  et  nous  devons 
nous  borner  à  citer  un  spécimen. 

Soit  9  une  fonction  des  n  variables  indépendantes  x^ , 
Xt>...,  x„  assujettie  à  la  relation 

çt  SiQÎt  l'intégrale  multiple 

f  dXi  dzt  dx^ . . .  djFn^ 
Posons 


/' 


r  prenant  successivement  les  valeurs  i ,  2 ,  3 ,. . .,  » ,  les  <i 
^nt  des  coi^stantes,  et  supposons 


%irr)'=^. 
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nous  aurons 

d*où 

«, /la. . .  «^,  aîd!ap.  dXi. , .  Étr«_,  =  p""*"*  rf/,  </r»'  •  •  4r«-i> 

Par  ce  genre  de  conaidérations,  Fauteur  parvient  fa- 
cilement aux  intégrales  données  dans  le  Journal  de 
M.  Liouville  par  M.  Catalan,  t.  IV,  p.  333,  et  par 
M.  William  Roberts,  t.  XI,  p.  aoi  et  à  Taire  de  l'ellip- 
soïde donnée  par  M.  Cayley  dans  le  même  journal, 
t.  XIII,  p.  267. 

L^  U'  Partie  traite  des  intégrales  abéliennes ,  c'est-à^ 

dire  des  intécrales  /  -==•  »  P  et  R  étant  des  fonctions  en- 
tières  de  x*.  L'auteur  prend  pour  équation  de  condition 


•^n— I 


_  ^ j j.  •4--- — :— --f.,  ,  .-j — 


t . 


On  voit  que  c'est  là  une  généralisation  des  coordonnées 
elliptiques  de  M.  Lamé  ;  faisant 

«=3, 

Fauteur  pat*vient  à  des  relations  entre  des  fonctions  ellip- 
tiques et  k  de  très-beaux  théorèmes ,  dont  plusieurs  son.t 
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connus ,  mais  démontrés  ici  d'une  manière  très-uniforme 
et  fort  simple.  Puissions-nous  inspirer  le  désir  de  lire 
cette  instructive  et  attrayante  production  ! 


Tables  op  Logâuthus  of  tbe  vàttjrjll  hxjxbers  from  i 
TO  108000,  by  Charles  Babbage,  esq,  Fellow  R.  S. 
L.,  etc.  Stereotyped.  London.  Printed  for  J«  Mawman, 
1827,  by  William  Clowes.  Grand  in-8.  Préface  et  Intro- 
duction XX  pa^es ,  Tables  20a  pages. 

Ces  Tables  sont  à  7  décimales  et  ne  contiennent  que 
les  logarithmes  des  nombres. 

L'ouvrage  est  dédié  à  M.  G>1by,  lieutenant-colonel  du 
génie,  ami  de  l'auteur,  quia«xaminé  avec  lui  beaucoup 
de  Tabl«s  logarithmiques. 

Voici  les  précautions  prises  pour  ci«9urer  l'exactitude 
de  l'impression. 

Un  exemplaire  de  Callet  (7  décimales)  a  été  comparé  avec 
les  Tables  in-folio  de  Vega  (10  décimales),  et, lorsque  par 
suite  de  celte  comparaison  la  dernière  décimale  de  Callet 
a  dû  être  augmentée  d'une  unité,  on  l'a  marquée  à  l'encre 
niuge ,  et  cette  dernière  décimale  éuit  ensuite  mtprimèe 
avec  un  point  au-dessous  du  chiffre.  Chaque  première 
épreuve  de  ces  Tables  a  été  lue  trois  fois  et  : 

1°.  Conférée  avec  les  Tables  marquées  de  Callet. 

7?.  Conférée  avec  les  Tables  de  Huttoui  4"  éàh.y  1 804. 

3**.  Conférée  avec  les  Tables  de  Vega  in-folio. 

4°.  »•  épreuve.  Conférée  avec  les  Tables  de  Vega  de  i 
à  100  000  et  les  derniers  8  000  avec  les  Tables  de  Callet. 

5**.  Les  premiers  20000  avec  la  Tngonometria  bri' 
fa/imca  de  Briggs.  Folio,  Goudse,  i633. 

Alors  cette  lépreuve  a  été  stéréotypée  -et  les -épreuves  <ic& 
planches  étaient  -conférées  : 
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6®.  Avec  les  Tables  de  Yega  josqu'i  fyj  5oOv 

7^.  En  entier  avec  les  Tables  de  Gardiner.  In^4  ?  Lon- 
don,  174a* 

8^.  Les  Tables  de  Taylor.  In-49  i793« 

9°.  Et  encore  par  divers  lecteora  avec  ces  {d4Mmière8 
Tables. 

C'est  M.  G>lby  qui  a  surveille  et  dirigé  toutes  les  colla- 
tions à  partir  de  la  quatrième. 

Dans  les  Tables  de  Vega  avec  10  figures  décimales  il  y 
en  a  ^3  terminées  par  5oo  ou  499  9  4o  terminées  par 
4999  ®^  Sooo  et  a  par  49999  ®^  Soooo.  Pour  lever  le  doute 
qui  pouvait  en  résulter  sur  la  7*  décimale  conservée ,  il 
fallait  des  Tables  avec  iS  figures.  M.  Babbage  se  rendit  i 
cet  effet  â  Paris ,  et  grftoe  k  Laplace ,  Bouvard  et  aux  au* 
très  membres  du  Bureau  des  Longitudes ,  il  put  consulter 
les  célèbres  Tables  manuscrites  calculées  sous  la  direction 
de  Ptony  et  conservées  à  observatoire ,  et  il  exprime  le 
vœu  que  ces  treasures  of  calculaiiôn  puissent  être  ren- 
dus indestructibles  par  la  atéréotypie ,  vœu  qui  pourra 
être  exécuté  en  a44o  quand  nous  aurons  un  observatoire 
digne  de  la  France. 

De  la  comparaison  faite  avec  la  coopération  de  AL  Col- 
by  de  toutes  les  Tables  existantes,  M.  Babbage  déduit 
ces  douze  règles  : 

L  La  clarté  et  la  facilité  de  la  lecture  ne  dépendent  pas 
seulement  de  la  grandeur  du  type,  mais  de  la  proportion 
entre  ce  type  et  les  intervalles  entre  les  lignes  horizon- 
tales. 

II.  Les  chiffres  de  même  hauteur  ou  à  peu  prés  sont 
préférables  &  ceux  ou  quelques-uns  tiombent  au'^lessus  et 
d'autres  en  dessous  de  la  ligne  (*). 

(*)  Qu'un  auteur  «Dglaia  préconise  l'uMige  dei  ohiffret  tmgUis^  c'esl^ 
à-dire  de  chiffres  ayant  tous  une  égale  hauteur,  1  234567890 
et  les  préfère  aux  clUffi-et  français  d'inégale  hauteur  1^34567890, 
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lU.  Les  filets  verticaux  séparant  les  colonnes  ne  doi- 
▼entpas  être  placés  au  milieu  de  Tespace  blanc  qu'on  mé- 
nage entre  chaque  colonne,  mais  près  de  la  colonne  de 
gauche,  de  sorte  que  chaque  série  verticale  de  chiffres 
est  précédée  d'un  espace  blanc,  disposition  favorable  i 
la  vue. 

IV .  LorsquWe  partie  de  la  Table  doit  être  séparée  du 
reste  d'une  manière "pkis  saillante,  un  seul  filet  mince 
est  plus  en  évidence  que  deux  filets  maigres  adjacents 
(Cest  ce  qui  a  lieu  dans  Callet  pour  séparer  les  minutes 
des  nombres  ) . 

V.  Les  chiffres  qui  servent  d  entrée  doivent  être  dis- 
tingués soit  par  la  position,  soit  par  la  grandeur,  de  ma- 
nière à  frapper  Tceil  rapidement. 

Dans  les  Tables  de  Babbage ,  les  quatre  premières  déci- 
males sont  d'un  plus  grand  type  que  les  autres,  de  même 
les  chiffres  placés  au  haut  et  au  bas  de  chaque  page. 

VI.  Lorsque  les  dixièmes ,  centièmes,  millièmes  res- 
tent les  mêmes  dans  plusieurs  lignes,  on  ne  les  imprime 
qu^une  fois;  sous  plusieurs  rapports,  il  vaudrait  mieux 
les  répéter.  L'œil  n'aura  pas  besoin  de  chercher. 


cela  s'explique  par  la  lon^e  habitude  qu'il  a  de  lire  loi  premiers.  Mais 
il  sufnt  de  comparer  les  deux  types  pour  comprendre  et  justifier  la  pré« 
férence  que  les  matbématîeiens  français  ont  toujours  accordée  aux  chif- 
fres qui  y  par  les  difTérences  de  leurs  hauteurs,  attirent  et  fixent  mieux 
l'attention  et  offrent  par  là  moins  de  chances  d'erreur.  Ainsi  soit  le 
nombre  1327688— 1337698,  écrit  avec  les  deux  genres  de  types  :  il  est  évi- 
deat  que  les  chiffres  du  second  sont  plus  distincts  et  partant  plus  lisibles 
que  Icà  premiers.  Soutenir  le  contraire,  ce  serait  dire  qu'il  est  plus  facile 
de  lire  une  page  de  majuscules  qu'une  page  imprimée  en  minuscules  or- 
dinaires :  ce  qui  est  contraire  &  l'opinion  et  à  Vexpcrience  de  fous  les  ty- 
pographes. Aussi  l'imprimerie  Mallel-Bachelier,  en  restant  dans  la  Toie 
dos  saines  traditions,  a  constamment  reçu  les  encouragements  de  nos  plus 
grands  géomètres. 

(BAiLLsrL,  Directeur  de  rimprimerie  Mallet-Bacholicr.  ) 
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Dans  les  Tables  de  Babbage  cette  règle  n'a  pas  été  ob- 
servée, on  s'est  aperçu  trop  tard  de  son  utilité.  Elle  est 
observée  dans  toutes  les  petites  Tables  in-ia. 

VU.  Lorsque  au  milieu  d*une  même  ligne  la  troisième 
décimale  cbange,  il  faut  indiquer  ce  changement  par  un 
signe  quelconque  sans  déplacer  les  quatre  derniers  chif- 
fres. 

M.  Babbage  indique  ce  changement  au  moyen  de  la 
quatrième  décimale  écrite  en  petits  caractères. 

Par  exemple,  le  logarithme  de  23334  est  3679893 ,  les 
trois  premiers  chiffres  sont  3675  le  logarithme  du  nom- 
bre suivant  de  la  même  ligne ,  savoir  celui  du  nombre 
23335,  est  3680078;  on  voit  que  le  troisième  chiffre  7 
est  changé  en  8*,  cela  est  indiqué  en  écrivant  0078  où  le 
premier  des  quatre  chiffres  est  en  petit  caractère.  Dans 
Jes  Tables  de  Callet,  cette  indication  consiste  à  abaisser 
0078  au-dessous  de  la  ligne  et  à  laisser  une  partie  blan- 
che, ce  qui  est  désagréable  à  la  vue. 

Vin.  Lorsqu'on  renseignement  additionnel  peut  être 
-donné  dans  la  Tablé  sans  augmenter  le  volume  ni  la  dé- 
pense ,  il  faut  le  donner,  à  moins  que  cela  ne  distraie  trop 
l'attention  des  recherches  les  plus  fréquentes. 

La  réduction  des  nombres  en  degrés,  minutes,  secondes 
est  une  addition  utile.  Ces  résultats  sont  plaeés  à  la  gau- 
che de  chaque  page ,  mais  sont  séparés  des  nombres  par 
une  large  ligne  noire.  Les  minutes  sont  en  plus  gros  ca- 
ractères que  les  secondes  ;  les  unes  et  les  autres  sont  en 
plus  petits  caractères  que  les  nombres  ;  chaque  page  ne 
contenant  que  5o  nombres  et  non  60  comme  dans  Callet, 
l'indication  des  trois  premiers  chiffres  des  nombres  en 
tète  de  la  Table  devient  plus  facile. 

Une  autre  addition  est  d'indiquer  si  le  logarithme  est 
par  excès.  Alors  on  a  placé  un  point  sous  la  7*  décimale , 
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moyen  très-simple  et  de  facile  exécution  et  qui  devrait 
être  généralement  adopté. 

IX.  Chaque  page  doit  être  encadrée  par  de  larges  filets 
on  par  des  lignes  de  diverses  couleur. 

Chaque  Table  doit  avoir  un  titre  courant  en  tète  de 
chaque  page  et  aussi  concis  que  possible. 

X.  n  faut  éviter  que  les  chiffres  d'ime  page  ne  détei- 
gnent sur  le  côté  opposé. 

Cela  arrive  souvent  lorsque  le  volume  est  broché  avant 
que  Tencre  ne  soit  entièrement  sèche. 

XI.  n  faut  éviter,  par  la  même  raison,  de  prendre  un 
papier  trop  transparent. 

XII.  Un  papier  coloré  rend  les  caractères  plus  distincts 
qu^un  papier  blanc  {*). 

M.  Babbage  a  essayé  des  papiers  de  diverses  couleurs  et 
teintes.  Toutes  les  personnes  qu^il  a  consultées  ont  donné 
unanimement  la  préférence  au  papier  de  couleur,  mais 
il  y  a  diversité  sur  la  teinte.  Il  a  donn^  la  préférence 
k  la  couleur  jaune.  Les  tables  sont  imprimées  sur  du  pa* 
pier  jaune. 


(*)  Cette  «MertioQ  n'est  ^mle  qu'en]  ce  sens  qa*nne  teinte  moins  me 
que  le  bltne  Cttjgae  molas  la  vue  ;  auie  m  toi  elle  ne  rend  pM  lee  em»- 
tères  plus  diitlDcts .  (  Baiuleul.  ) 
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BIMRAPIIR. 

NEWTON. 

Isaac  Newton  est  né  à  WooUthrope  près  Grantham 
(Lincoinshire)  le  a5  décembre  1642,  à  i  ou  2  heures  du 
matin,  en  temps  de  pleine  lune. 

13  ans  {i655).  —  Est  envoyé  à  l'école  de  Grantham. 

14  ans  (i656).  —  Est  retiré  pour  vaquer  à  des  travaux 
agricoles.  Lit  des  ouvrages  mathématiques  en  gardant  les 
moutons. 

18  ans  (1660).  —  Renvoyé  à  Técole  pour  se  préparer 
au  collège. 

19  ans  (1661).  —  Admis  comme  subsizarsax  collée  de 
la  Trinité  à  Cambridge.  Devient  sizar. 

22  ans  [1664) •  —  Observe  deux  halos  autour  de  la 
lune. 

23  ans  (i665,  janvier).  —  Prend  les  premiers  degrés 
(B.  A.);  JohnPulleyn  est  le  tutor  de  Nevfton:  chaque 
professeur  peut  choisir  son  pupille.  —  20  mai ,  Mémoire 
sur  les  fluxions;  il  se  sert  du  point ^  différentiation 
d'une  équation  k  plusieurs  variables.  —  i3  novembre, 
application  aux  tangentes  des  courbes. 

24  ans  (i666,35mars).— -Apprend  &  polir  les  verres, fait 
un  prisme;  découvre  l'inégale  réfrangibilité  des  rayons  ;  a 
ridée  du  télescope  àrâlexion,  qu'il  reprend  <ieux  an» 
après;  forcé  de  quitter  Cambridge  à  cause  de  la  petie. 
Pendant  le  temps  de  ces  expériences  pour  maintenir  son 
attention ,  il  vivait  de  pain  et  de  quelques  verres  de  vin 
d'Espagne  (sec) .  Les  écoliers  boursiers ,  tel  était  NewUm  9 
recevaient  pendant  ce  temps  3  sh.  4  d*  pAi*  semaine. 
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25  ans  (1667).  —  Fellow  minor.  Obtient  une  chambre 
devenue  depuis  la  sacristie. 

26  ans  (1668).  —  Fellow  major  en  mars  et  maître  es- 
arts  (M.  A.)  en  octobre. 

Il  était  le  vingt-troisième  sur  une  liste  de  i43  signée  par 
le  pro-recteur  Thomas  Bumet ,  auteur  de  la  Theoria  teU 
luris  sacra. 

Fait  un  télescope  à  réflexion  :  6  pouces  de  long  -,  ouver- 
ture un  peu  plus  de  i  pouce,  verre  plan  convexe,  épais^ 

seur  ^  ou  -  de  pouce,  force  amplifiante  4o. 

27  ans  (1669).  —  Lettre  sur  son  télescope  à  son  ami 
Francis  Âston.  —  3i  juillet ,  son  ouvrage  De  anafysien" 
voyé  par  Barrow  à  Collins.  —  29  octobre.  Nommé  pro- 
fesseur Lucasien  (chaire  éublie  le  19  décembre  i663). 

Objets  d'enseignement:  géométrie,  arithmétique,  as- 
tronomie ,  géographie ,  optique,  statique.  D'après  les  sta- 
tuts :  une  leçon  d'une  heure  une  fois  par  semaine  et  deux 
fois  par  semaine  pendant  deux  heures^  le  professeur  doit 
laisser  accès  libre  auprès  de  lui. 

.28  ans  (1670).  —  Sommation  de  séries  harmoniques  ^ 
solution  du  problème  d'annuités. 

29  ans  (1671).  —  Construit  son  second  télescope  à  ré- 
flexion;, existe  dans.la  collection  de  la  Société  Royale.  — ' 
ai  décembre.  Est  proposé  comme  meipbre  de  la  Société. 
Royale;  perfectionne  la  méthode  des  séries  infinies. 

30  ans  (1672).  —  Elu  membre  le  6  janvier^  —  2  fé^ 
vrier.  Lettre  à  Oldenbourg  annonçant  sa  découverte  sur 
la  lumière.  Anecdote  sur  le  combat  naval  du  28  mai  entre 
les  Anglais  et  les  Hollandais.  D'après  le  bruit  du  canon, 
il  annonce,  étant  à  Cambridge ^  la  victoire  des  Hollan- 
dais.-^ 10  décembre.  Lettre  à  Collins  contenant  Thistoire 
de  sa  méthode  des  tangentes  citée  dans  la  3^  édition  des 
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Principes  y  p.  246;  au  lieu  de  deux  autres  lettres  à  Leib- 
nitz  dans  les  deux  premières  éditions;  cette  lettre  en- 
voyée à  Leibnitz  le  26  juillet  1676  (*). 

31  ans  (1673). —  Désire  se  retirer  de  la  Société  Royale. 
Dans  une  lettre  à  CoUins  y  il  dit  ne  pas  connaitre  assez  le 
français  pour  lire  sans  dictionnaire. 

3t2  ans  (16749  ao  juin).  —  Lettre  à  Collins;  la  vitesse 
horizontale  du  boulet  n*est  pas  uniforme. 

33  ans  (1675 ,  29  janvier).  —  Demande  à  être  exempté 
de  payer  la  rétribution  hebdomadaire  à  la  Société  Royale 
(i  schelling);  il  obtient  l'exemption  à  raison  de  sa  posi- 
tion gênée.  Explication  des  couleurs  dans  les  bulles  de 
savon  et  plaques  minces.  La  libration  de  la  lune,  dans  une 
lettre  à  Mercator.  Longueur  d'un  arc  elliptique. 

37  ans  (1679).  —  Propose  le  28  novembre  une  expé- 
rience pour  constater  le  mouvement  de  la  terre  par  la 
chute  des  graves,  devant  tomber  à  l'est  de  la  verticale. — 
18  décembre.  Charles  Montagu  est  immatriculé  comme 
scholar  au  collège  de  la  Trinité.  Montagu ,  comte  d'Hali- 
îà% ,  devenu  veuf,  prend  pour  diriger  sa  maison  Catherine 
Barton,  d'une  beauté  remarquable,  nièce  de  Newton^ 
veuve  du  colonel  Barton  ;  elle  épouse  Coaduitt.  Le  comte, 
étant  devenu  ministre  d'État,  nomme  Nev^ton  intendant 
de  la  Monnaie  (^^).  Détermine  la  courbe  décrite  sous 
l'action  d'une  force  centrale. 

42  ans  (1684»  août).  —  Montre  à  Halley  quelques 
théorèmes  sur  les  lois  des  mouvements  célestes. 

43  ans  (i685,  avril  25).  —  Détermine  les  attractions  des 
masses  et  complète  la  démonstration  des  lois  de  la  gravi- 
tation. Finit  le  U*  livre  des  Principes,  dans  l'été. 

(*)  Fameuse  pièce  au  procès  {voir  le  Commercium  epîstolicum,  p.  89  et 
19),  édition  de  Paris). 
(*')  Montagu  est  né  en  1661  et  mort  en  1715. 
Builrtin  mathématique,  t.  If.  (Novembre  i856.)  Il 
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44  ans  (1686).  —  Premier  livre  des  Principes  (ma- 
nuscrit) présenté  à  la  Société  Royale.  —  2  juin.  Halley 
entreprend  l'impression  des  Principes  à  ses  frais. 

45  ans  (1687). —  Publication  des  Principia  yers  la  fin 
de  Tété.  Prix  :  5  et  10  schellings  {voir  de  Moivre,  His^ 
toire  de  l* Académie,  Éloge,  1754). 

46  ans  (1688).  —  Quitte  le  collège  de  la  Trinité. 

47  ans  (1689). —  Nommé  un  des  députés  de  l'Université 
de  Cambridge, au  Parlement-Convention  (Laplace,  «5/5- 
tème  du  Monde,  p.  37a;  Paris ,  1824).  Les  principes  du 
système  social  furent  posés  dans  l'année  suivante,  et 
Newton  concourut  à  leur  établissement.  Première  con- 
naissance avec  Locke.  Huyghens  présente  à  la  Société 
Royale  sa  théorie  de  la  double  réfraction.  Prorogation  du 
Parlement. 

48  ans  (1690).  —  Lettre  à  Locke  sur  la  corruption  de 
deux  passages  de  TEcriture.  (Historical  account  of  two 
notable  corruptions  of  Scripture,) 

49  ans  (1691  ).  —  Lettre  k  Locke  aur  Daniel  et  TApo- 
calypse. 

51  ans  (1693).  —  Commencement  de  sa  maladie.  Ecrit 
une  lettre  singxilière  à  Samuel  Pepys  \  demande  à  ne  plus 
être  de  ses  connaissances.  Se  plaint  de  ne  plus  manger  ni 
dormir. 

51  ans  (1693).  —  Lettre  à  Pepys  sur  le  problème  des 
chances. 

52  ans  (1694)'  —  David  Gregory  vient  à  Cambridge 
consulter  Newton.  —  i*^"  septembre.  Visite  Flamsteed  a 
Greenwich  qui  lui  montre  cent  cinquante  observations 
de  la  lune.  Correspondance  entre  eux.  Lettre  à  Flamsteed: 
équation  parallatique  de  la  lune.  Lettre  à  Flamsteed  : 
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équation  lunaire  du  soleil.  Tables  de  réfraction.  Moyen 
mouvement  des  satellites  de  Jupiter. 

S3  ans  (1695).  —  Tables  des  réfractions  terminées. 
Parallaxe  horizontale  de  la  lune^  équation  de  Tapogée  et 
de  rexcentricité. 

m  ans  (1696).  —  Est  nommé  intendant  de  la  Mon^ 
naie  [wardensfup)  par  le  ministre  comte  d'Halifax,  ami 
de  la  nièce  de  Newton,  devenue  épouse  de  Conduitt. 

SS  ans  (1697).  —  Solution  de  deux  problèmes  de  Ber- 
noulli. 

57  ans  (1699).  —  Associé  étranger  à  TAcadémie  des 
Sciences. 

58  ans  (1700).  —  Mémoire  sur  Téquinoxe  vernal. 
Changement  de  calendrier. 

59  ans  (1701).  —  Echelle  de  chaleur.  Elu  par  TUni- 
vcrsité  de  Cambridge  député  au  Parlement.  Renonce  à  sa 
place  de  professeur  et  de  fellow. 

60  ans  (1702).  —  Lunœ  theoria,  publiée  dans  Vjis^ 
tronomic  de  Gregory. 

61  ans  (1703).  —  Président  de  la  Société  Royale. 

62  ans  (1704)'  —  Miroir  ardent.  Publication  de  VOp-- 
tique  en  anglais. 

63  ans  (1705).  —  Actes  de  Leipzig.  Expression  équi- 
voque. Commencement  de  la  polémique.  —  Janvier. 
Nommé  chevalier  par  la  reine  Anne;  vient  trop  tard  à 
Cambridge  pour  y  soigner  son  élection.  N'est  pas  re- 
nommé député  au  Parlement. 

64  ans  (1706).  —  Edition  latine  de  VOptique.  Traduc- 
tion de  Samuel  Clarke.  Newton  fait  présent  à  Clarke  de 
5oo  liv-  sterl.  Moivre  soigne  et  revoit  la  traduction. 
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65  ans  (1707).  —  Coopère  aux  statuts  de  la  chaire  Plu- 
inian .  Le  D**  Plume ,  arctiidoyen  de  Rochester,  prit  tant 
de  plaisir  à  la  lecture  du  Cosmotheoros  de  Huyghcns, 
qu'il  légua  1800  liv.  sterl.  pour  fonder  une  chaire  d'as- 
tronomie à  Cambridge.  Cotes  fut  le  premier  professeur 
élu  le  16  octobre  1707. 

67  ans  (1709). —  Commencement  de  sa  correspondance 
avec  Cotes  pour  la  a*  édition  des  Principes. 

71  ans  (1713).  —  2*  édition  des  Principes  y  au  milieu 
de  Tété.  1^  édition  du  Commerciwn  epistolicum. 

72  ans  (i7i4)«  —  Longitude.  Âfiaire  des  longitudes. 

76  ans  (1717).  »—  Rapport  sur  la  monnaie,  par  suilc 
les  guinées  réduites  de  ai  sh.  6  d.  à  ai  sh. 

79  ans  (1718).  —  a**  édition  de  VOptique. 

79  ans  (i7ai).  —  3"^  édition  de  VOptiçue, 

80  ans  (172a).  —  Attaque  de  la  pierre. 

82  ans  (i  724).  —  Lettre  à  Halley  sur  les  comètes.  Pré- 
pare une  3*  édition  des  Principes. 

83  ans  (i7a5).  —  Attaque  de  goutte.  Conversation 
avec  Conduitt  sur  la  formation  des  corps  planétaires. 

84  ans  (17^7,  a  mars).  —  La  dernière  fois  à  la  séance 
de  la  Société  Royale  demande  pourquoi  l'astronome  royal 
Halley  n'a  pas  envoyé  la  copie  de  ses  observations  an- 
nuelles. 

Mort  le  ao  mars  entre  i  et  a  heures  du  matin ,  laissant 
une  fortune  évaluée  à  81, Bai  liv.  st.  16  sh.  10  deniers 
=  61 6,4^0  francs  partagés  entre  huit  parents  ;  une  biblio- 
thèque de  4)000  volumes  vendue  4oo  liv.  ster.,  et  100  pa- 
quets de  brochures. 

(Extrait  de  Correspondance  ofsir  haae  Newton,  etc.,  hj  Edlestone;  i85o.) 
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NOTICE  HISTORIQUE 
SUR  LA  RESOLUTION  DE  LIqUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ  ^ 

D'après  COSSALI,  t.  H,  p.  g6-i84  (*). 


Les  Indiens ,  les  Grecs  el  les  Arabes  savaient  résoudre 
les  équalions  binômes  du  troisième  degré.  Cette  résolu- 
tion se  ramène  immédiatement  à  une  simple  division  ou 
à  une  extraction  de  racine  carrée  ou  cubique.  On  doit  la 
résolution  d'une  équation  trinôme  du  troisième  degré  (**) 
aux  Italiens  du  xvi^  siècle.  L'histoire  de  cette  découverte 
jette  un  grand  jour  sur  les  mœurs  et  l'état  des  mathé- 
maticiens du  temps.  Les  combats  singuliers  apportés  en 
Occident  par  les  Barbares  du  Nord ,  qui  se  livrent^nalheu- 
reusement  encore  aujourd'hui  dans  les  champs  de  Thon- 


(*)  Origine,  trasporto  initalia,  primi  progressi  in  essa  dt'll'  algebra.  Sioria 
critica  di  nuova  dUquiùlione  analiliche  e  melafisiche  arrichita  di  D.  Fictru 
Cossali,  C.  R.  Deux  volumes  în-4- 1*'  volume  1797,  896  pages.  11*  volume 
170g,  /19a  pages.  Dalla  reale  tipografia  Parmense. 

Le  P.  Cossali,  de  Tordre  des  Thcatins,  né  en  17^18  ,  est  mort  h  Vérone 
en  181  5. 

(**)  M.  Libri cite  une  solution  de  Téquation  du  troisième  do(;i*é  contenue 
dans  un  manuscritdu  xiv*  siècle  :  solution  fausse  donnée  par  analogie  avec 
la  soluiiondos  équations  du  second  degré.  Exemple  : 

px'  :=   flX-+-   ft, 

on  donne 


'ip'^  \  \ip)  "*" 

( Hist.  des  Mathém.,  uU,  p.  2 1 3.  ) 


La  disparition  de  M.   Libri  est  une  perte  déplorable.   C'était  un  vrai 
savant. 
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neur  (*),existaientaussialors  dans  les  champs  de  la  science. 
On  se  portait  des  défis  publics,  non -seulement  pouir  ac- 
quérir de  la  gloire ,  mais  aussi  dans  l'intérêt  de  Texistence. 
Le  vaincu,  perdu  de  réputation,  ne  trouvait  plus  de  dis- 
ciples :  tandis  que  le  vainqueur  était  appelé  par  diverses 
cités  à  venir  professer  et  à  expliquer  les  auteurs  classi- 
ques. Dès  lors  les  inventeurs  se  gardaient  bien  de  divul- 
guer leurs  découvertes  ;  car,  munis  de  ces  armes  secrètes, 
il  trouvaient  plus  avantageux  de  proposer  des  questions 
dont  la  solution  reposait  sur  Tobjet  de  ces  découvertes. 
Pourtant  ce  secret  intéressé  porta  malheur,  comme  nous 
Talions  voir,  au  célèbre  Tartaglîa ,  véritable  auteur  des 
formules  qu'on  s'obstine  à  nommer  formules  de  Cardan, 
Paccioli ,  dans  son  ouvrage  (**)  qui  a  paru  en  i494)  ^u 
Vni"  chapitre  du  VP  traité  de  la  VHP  distinction ,  énu- 
mérant  les  équations  biquadra tiques ,  dit  :  Ma  de  capi- 
toli  de  numéro  cosa  et  cubo  composte  oi^er  de  numéro 
censo  e  cubo  ov^er  de  numéro  cubo  e  censo  de  censo  non 
se  possut  fmora  troppo  bene  formare  regole  generali 
perla  disproporzionalûa/ra  loro,  perche  fra  loro  non 

C)  Dénomination  dérisoire!  Comment  un  homme  vivant  sous  Tempire 
de  rÉvangile  peut«il  tenir  à  honneur  de  tœr  son  semblable  pour  se  ven- 
ger d'une  injure  consistant  le  plus  souvent  en  une  parole  blessante.  On  i 
ferait  disparaître  ce  vestige  de  barbarie  féodale,  en  le  flétrissant  par  une  I 
perte  des  droits  politiques,  par  une  exclusion  des  fonctions  publiques. 

(**)  Sutnma  de  anthmr:icû,  geomeiria,  proportioni  e  proportionalita.  In- 
folio, écriture  gothique.  A  la  fin,  on  lit: 

Con  spesa  e  diligeniia  *?  opificio  del  prudente  huomo  Paganino  de  Paganini 
da  Breseia  :  net  la  excclsa  cita  de  Venetia,  eon  gratta  dcl  suo  excelso  domi' 
nio  che  per  anni  x  proximi  nell  altro  in  quello  lapossi  restampare  ne  altrove 
slampata  in  quello  portarla  sotto  prna  in  ditla gratia  contenuta  negli  anno  de  i 

nostra  sainte  MCCCCXCIII  ali  iode  novembre,  Augustino  Barbadteo,  serenes-  \ 

simo  principe  di  quello.  —  Fréter  Lucas  de  Burgo,  sancti  Sepulcri  ordinis 
Minorum  et  sacre  théologie  humilis  professor,  sue  pat  va  ingénia  ignaris  corn" 
paticns  hanc  Summam  Arithmctice  et  Géométrie  proportionumque  et  propor- 
tionalitatum  edidit  ac  impressoribus  assistent  die  noctuquepro  posse  i 
propria  castigavil,  Imus  Deo  (voir  Nftuvelles  Annales,  X.  XII,  p.  39). 
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sono  inieivalii  equalt.  Cela  sigaiGe  en  écriture  moderne 
que  les  trois  équations 

/i  =  «X  4-  A  j^ , 

n  =  ax'-f-  6x* 

ne  peuvent  encore  jusqu  aujourd'hui  être  généralement 
résolues.  Il  donne  une  singulière  raison  de  cette  impossi- 
bilité :  c'est  qu'entre  x  et  x'  il  y  a  un  milieu ,  c'est  x* 
(mcflia  el  censo) ,  tandis  qu'entre  le  nombre  et  la  chose  x 
il  n'y  a  pas  de  milieu. 

Néanmoins ,  il  ne  croit  pas  à  une  impossibilité  absolue. 
Aussi  un  nommé  Scipion  Ferro  ou  dal  Ferro ,  né  à  Bo- 
logne où,  au  dire  d^Alidosi  et  de  Cardan,  il  enseignait 
les  mathématiques ,  de  1496  à  i526,  réussit  à  résoudre 
Téquation  de  la  forme 

et  il  en  communiqua  la  pratique  à  son  élève  Antonio 
Maria  Fiore  ou  del  Fiore. 

C'est  tout  ce  qu'on  sait  de  celte  découverte,  dont  on 
ignore  complètement  la  méthode.  Il  n'en  est  pas  ainsi  de 
la  découverte  de  Tartaglia,  sur  laquelle  on  a  beaucoup  de 
renseignements  donnés  par  lui-même  dans  son  ouvrage  : 
Quesite  et  inventioni  di\»erse. 

Ce  sont  des  questions  adressées  à  Tartaglia  par  diverses, 
personnes,  avec  les  réponses ,  le  tout  sous  forme  de  dia- 
logues. Les  huit  premiers  livres  roulent  sur  la  balistique, 
la  fortification ,  l'art  militaire,  la  mécanique,  etc.  [^). 

Le  IX*  et  dernier  livre  porte  pour  litre  :  Sopra  la 
scient ia  arithinetica,  gcometrica  et  in  la  pratica  specu- 
latii^a  de  algebra  et  almucabala,  ^volgarmente  delta 

(*)  La   partie  balistique  a  élu  traduite  par  M.   Ricffcl,   professeur  à 
'  École  d'artillerie  de  Vincenncii. 
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Regola  de  la  cosa,  oi^erArte  maggiore  et  massime  délia 
ini^entione  de  Capitoli  de  cosa  e  cubo  equal  a  nU" 
mero,  et  altri  suoi  ederenti  et  dependentiy  et  simelmente 
de  censi  et  cubi  equal  a  numéro  et  suoi  dependenti, 
qutdU  dalli sapienti sono  stati  giudicati  impossibili  (*). 

Cardan  se  sert  aussi  du  mot  capitulum  pour  désigner 
une  équation.  On  voit  qu^il  s^agit  de  la  résolution  des 
équations  cubiques  de  ces  deux  formes 

et 

X^  -h/ix*  =:  q. 

On  arrangeait  les  équations  de  manière  à  ne  renfermer 
que  des  termes  positifs  dans  chaque  membre ,  et  une  équa- 
tion ainsi  arrangée  était  considérée  comme  Ten-tète  du 
problème,  Capitulum, 

Ce  livre  renferme  quarante-deux  questions;  la  quator- 
zième a  été  proposée  en  1 53o  par  Zuane  de  Torrini  da 
Coi  ('^*),  qui  tenait  école  d'arithmétique  i  Brescia.  Il  de- 
mande: i^  de  trouver  un  nombre  qui  multipliépar  sa  racine 
augmentée  de  3  fasse  5,  et  semblabicmentde  trouver  trois 
nombres  tels,  que  le  deuxième  surpasse  le  premier  de  a, 
que  le  troisième  surpasse  le  deuxième  de  2,  et  que  le  pro* 
duit  des  trois  nombres  soit  égal  à  looo.  Selon  Técriture 
actuelle,  oa  parvient  aux  équations 

x^  -+-  6x-4-  8a:=:  lOOO. 
Tartaglia  répond  qu'il  possède  une  règle  générale  pour 

(*)  La  première  édition  est  de  i546,  in-4*  On  lit  k  la  fin  : 

Stampata  in  Yenetia  per  Venturino  Du/finelli  ad  inttantitt  et  re^uisitione 

et  a  proprie  spese  de  Nicolo  Tartalea  Brisciano  autore,  mel  mese  de  Luio, 

l'anno  de  noslre  salute  MDXLVI. 
(**)  Cardan  le  nomme  da  Colle  et  da  Colla;  Zuane  pour  Giovanne;  les 

Vcuitienii  cban|;ent  souvent  \cg  en  b-j  matare  pour  maggiore. 


(  169  ) 
résoudre  la  queslion  du  cube  et  des  censi  égaux  à  un 
nombre;  mais,  pour  plusieurs  raisons  »  il  veut,  pour  le 
présent  ^  se  taire  {per  al  présente  voglio  lacère  per  piu 
respetti)  \  quant  à  la  seconde  question ,  il  avoue  ne  pas  en 
connaître  la  solution,  mais  qu*il  est  bien  loin  delà  croire 
impossible ,  et  commence  par  dire  vertement  i  Zuano  : 
«  Je  sais  que  les  professeurs  de  Brescia  vous  craignent 
et  vous  fuient,  parce  que,  pour  vous  faire  passer  pour 
un  grand  mathématicien ,  vous  leur  faites  des  questions 
que  vous-même  ne  savez  pas  résoudre ,  et  je  parie  dix  du- 
cats contre  cinq  qu'il  en  est  ainsi  de  vos  deux  questions* 
C'est  un  procédé  dont  vous  devriez  rougir.  »  [Et  circa  cio 
've  dovi  resti  alquanto  a  rossire.) 

Cette  question  XXV  fut  portée  à  Venise,  où  Tartaglia 
était  professeur,  par  un  nommé  Antonio  de  Cellatica,  et, 
dans  sa  question  XXV,  lo  décembre  i536 ,  Tartaglia  an- 
nonce qu  il  a  trouvé  la  solution  de  Téquation 

le  lendemain  du  jour  où  il  a  trouvé  la  solution  de  Téqua- 
tion 

x*  -4»  nix*  =  /i. 

Nous  ferons  observer  une  fois  pour  toujours  que  Tarta- 
glia ne  fait  usage  ni  de  nos  signes  ni  de  nos  exposants. 
Comme  les  Arabes,  il  parle  des  capitoli  et  ne  les  écrit  pas  ; 
dans  son  langage,  la  cosa  c'est  Finconnue,  le  censo  c^est 
le  carré,  et  le  cnbo  c'est  le  cube  (*)  ;  ainsi,  pour  exprimer 
la  dernière  équation ,  il  emploie  cette  locution  :  cubo  e 
censî  egual  a  numéro,  et  ainsi  des  autres. 

Cependant  Antonio  Maria  del  Fiore,  ce  disciple  de 
Scîpion  Ferro  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus,  se  van- 


(*)  Cardan  nomme  aussi  l'inconnue  res  et  aussi  ^oj//fo«  du  \crhQ ponere ; 
on  ne  posait  que  des  quantités  positives. 


(  *7o  ) 
lait  de  venir  humilier  Tartaglia'pour  sa  préiendue'liabileté 
dans  la  solution  des  problèmes.  Tartaglia,  sachant  quedel 
Flore  n'était  qu'un  arithméticien  sans  aucune  connais- 
sance théorique,  ne  tint  aucun  compte  de  ces  vanteries; 
mais  ayant  appris  que  del  Fiore  était  en  possession  de 
la  règle  générale  de  résoudre  le  chapitre  [capUole)  du 
cube  et  de  la  chose  égale  au  nombre ,  qu^un  grand  maître 
lui  ayait  enseigné,  il  y  a  une  trentaine  'd'années,  il  com- 
mença à  avoir  des  craintes,  s'appliqua  à  ce  chapitre,  et 
parvint  à  en  trouver  la  solution  le  i4  février  i535 ,  et  le 
lendemain  il  trouva  la  solution  des  équations 

x^  +  «  =  mx' 

Bien  lui  en  prit.  Car,  huit  jours  après  cette  découverlc, 
le  22  février  i535  ,  del  Fiore  vint  à  Venise  où  Tartaglia 
professait  alors,  et  lui  porta  un  dcfl  public  qui  fut  ac- 
cepté. Del  Fiore  déposa  chez  le  notaire  Jacomo  Zambelli 
trente  questions  et  une  certaine  somme  d'argent;  Tarta- 
glia en  fit  autant.  Celui  des  deux  qui,  au  bout  de  trente 
à  quarante  jours,  aurait  résolu  le  plus  de  questions  serait 
déclaré  vainqueur  et  gagnerait  la  somme  déposée.  Voici 
les  trente  questions  de  del  Fiore ,  telles  qu'elles  sont  énon- 
cées dans  la  question  XXXI  des  Quesifi, 

1.  Trouver  un  nombre  qui  ajouté  à  sa  racine  cubique 
fasse  6. 

2.  Trouver  deux  nombres  en  proportion  double  (x,  ax) 
tels,  que  si  Ton  multiplie  le  carré  du  grand  nombre  par 
le  plus  petit  nombre  et  qu'au  produit  on  ajoute  les  deux 
nombres ,  on  obtienne  4o. 

3.  Trouver  un  nombre  qui  ajouté  à  son  cube  fasse  5. 
1.  Trouver  trois  no mbix^s  en  pro}K)rlion  triple  (x,  3x, 

Qx)  tels,  que  le  carré  du  plus  petit  multiplié  par  le  plus 
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grand  et  ajoutant  au  produit  le  nombre  moyen ,  la  somme 
soit  égale  à  7. 

5.  Deux  hommes  mettent  en  société  un  capital  de 
900  ducats;  le  premier  met  la  racine  cubique  du  second. 
Quelle  est  la  part  de  chacun? 

6.  Deux  honimes  gagnent  ensemble  100  ducats  ;  le  gain 
du  premier  est  la  racine  cubique  de  la  part  du  second. 

7.  Trouver  un  nombre  qui  ajouté  à  deux  fois  sa  racine 
cubique  fasse  1 3  • 

8*  Trouver  un  nombre  qui  ajouté  à  trois  fois  sa  racine 
cubique  fasse  1 5. 

9.  Trouver  un  nombre  qui  ajouté  à  quatre  fois  sa  racine 
cubique  fasse  17. 

10.  Partager  i4  en  deux  parties  dont  Tune  soit  la  ra- 
cine cubique  de  Tautre. 

11.  Partager  ao  en  deux  parties  dont  Tune  soit  la  ra- 
cine cubique  de  l'autre. 

12.  Un  joaillier  vend  un  diamant  et  un  rubis  pour 
3,000  ducats;  le  prix  du  rubis  est  la  racine  cubique  du 
prix  du  diamant. 

15.  Un  juif  prête  un  capital  à  cette  condition  qu'à  la 
fin  de  Tannée  on  lui  payera  pour  intérêts  la  racine  cubique 
du  capital.  A  la  fin  de  Tannée,  le  juif  a  reçu  800  ducats, 
capital  et  intérêt.  Quel  est  ce  capital? 

14.  Partager  i3  en  deux  parties  telles,  que  le  produit 
de  ces  deux  parties  soit  égal  au  carré  de  la  plus  petite 
partie  multipliée  par  elle-même, 

15.  Quelqu'un  vend  un  saphir  pour  5oo  ducats  et  7 
gagne  la  racine  cubique  de  son  capital. 

Les  quinze  autres  questions  reviennent  à  partager  les 
nombres  7,  12,9,  a5,  a6,  28,  27,  29,  34 >  la,  100, 
i4o,  3 00,  810,  700  chacun  en  deux  parts  dont  Tune  soit 
la  racine  cubique  de  l'autre. 


(  '72  ) 
On  voit  que  toulcs  ces  questions  amènent  à  Téquatioii 

Aussi  Tartaglia  les  i^ésolut  toutes  en  moins  de  deux  heu* 
res ,  et  Fiore  ne  résolut  aucune  des  trente  questions  po- 
sées par  Tartaglia  ;  du  moins  il  ne  voulut  pas  communi- 
quer ses  solutions  et  ne  s'en  rapporter  qu'au  jugement  de 
ses  amis.  C'était  s'avouer  vaincu.  Tartaglia  se  contenta 
de  la  gloire  et  renonça  au  prix. 

On  ne  connaît  que  les  quatre  premières  des  trente  ques- 
tions posées  par  Tartaglia.  On  les  trouvera  plus  loin. 

Tel  est  le  récit  que  fait  Tartaglia  à  Zuane  di  Coi  (que- 
sito  XXV) ,  mentionné  ci-dessus,  qui  s'était  rendu  à  Ve- 
nise, le  lo  décembre  i536,  pour  prier  instamment  Tar- 
taglia de  lui  donner  communication  des  trente  questions 
qu'il  avait  proposées.  Tartaglia  dit  quHl  n'en  avait  pas 
gardé  de  copie ,  mais  qu'en  allant  chez  le  notaire  et  lui 
offrant  une  légère  rétribution  (donate  gli  una  gentUez- 
za)^\\  en  aurait  une  copie  \  mais ,  eu  tout  cas ,  il  refuse- 
rait de  donner  les  solutions ,  de  crainte  que  ces  solutions 
ne  fassent  trouver  la  règle.  Toutefois ,  il  lui  donna  les 
quatre  premières  questions. 

1^.  Trouver  une  quantité  irrationnelle  telle,  qu'en  la 
multipliant  par  sa  racine  carrée  augmentée  de  4o,  le  pro- 
duit soit  égal  à  un  nombre  rationnel  donné. 

a^.  Trouver  une  quantité  irrationnelle  telle»  qu'en  la 
multipliant  par*3o  moins  la  racine  carrée  de  cette  quan- 
tité, on  obtienne  un  nombre  rationnel  donné. 

3^.  Trouver  une  quantité  irrationnelle  telle,  qu'en  y 
ajoutant  quatre  fois  la  racine  cubique,  on  obtienne  i3. 

4^.  Trouver  une*quantité  irrationnelle  telle ,  qu'en  en 
soustrayant  trois  fois  sa  racine  cubique,  il  reste  lo. 

Les  autres  questions  sont  restées  inconnues,  mais  elles 
roulaient  sur  la  géométrie ,  l'algèbre. 


bZD  (  «73  ) 

Zuane  vit  tout  de  suite,  ce  qui  annonce  même  une  cer- 
taine perspicacité ,  que  la  première  question  mène  à  Vé- 
quation 

la  deuxième  à 

w*  x'  =  X*  -f-  /î, 

la  troisième  h 

la  quatrième  à 

j:*=:/WX-h  /i. 

Comme  il  était  tard,  Tartaglia  Tengagca  à  rester  avec 
lui  à  souper.  Zuane  lui  dit  qu'il  était  invité  chez  un  sien 
cousin.  Piqué  de  ce  refus ,  Tartaglia  lui  dit  :  Attendez  que 
le  désir  me  vienne  encore  que  vous  restiez  [Aspettiquanto 
"voglia,  che  voglio,  che  restati). 

Zuane  se  mit  en  vain  l'esprit  &  la  torture  pour  trouver 
les  solutions,  et  il  retourna  le  i6  décembre  vers  Tarta- 
glia et  renouvela  ses  supplications.  Tartaglia  lui  dit  que 
ses  découvertes  lui  avaient  coûté  beaucoup  de  peines  et 
qu'il  ne  se  croyait  pas  tenu  de  les  publier  sans  en  tirer  au- 
cun honneur,  aucun  profit;  qu'il  savait  d'ailleurs  qu'il 
n^était  pas  licite  de  vouloir  ensevelir  totalement  de  telles 
inventions;  que  son  intention  était  que ,  lorsqu'il  aurait 
fini  d'autres  travaux  [*) ,  de  tout  publier.  Pour  montrer 
qu'il  n'attachait  pas  une  importance  exagérée  à  ses  dé- 
couvertes ,  il  fit  cette  ofTre  à  Zuane  :  «  Pour  chaque  pro- 
blème que  vous  me  donnerez  et  avec  la  solution ,  si  je 
n'ai  pu  la  trouver,  je  vous  donnerai  en  échange  une  de 
mes  formules  générales.  »  Zuane  accepta  et  proposa  tout 
de  suite  ces  deux  questions  :  i^  dans  tout  triangle  rec- 
tangle la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  est  égale 
à  Thypoténusc  plus  le  diamètre  du  cercle  inscrit;  a^  dans 
un  triangle  ABC  on  a  A6  =  i3 ,  BC  =  i4  9  CA  =  1 5  ; 

(*)  n  éUit  occupé  à  traduire  Euclide. 


(  '74  ) 
sur  la  hauteur  AD,  on  prend  dans  T intérieur  DF  =  3 ; 
on  mène  la  droite  BF  et  on  la  prolonge  jusqu^à  ce  qu'elle 
rencontre  AC  en  E.  Trouver  les  segments  AE  et  CE  (*). 
Tartaglia  lui  répond  :  a  Tout  cela  est  si  facile, que  si  tous 
me  donnez  une  heure  de  temps,  je  vous  en  donnerai  la 
solution.  A  cette  occasion  je  vous  rappellerai  que  Tannée 
dernière  me  furent  apportées  de  votre  part  trois  questions, 
dont  Tune  était  ainsi  conçue  :  Trois  hommes  on  tacheté  cha- 
cun une  certaine  quanti  té  de  livres  de  viande  dont  la  somme 
est  20  livres;  la  quantité  moyenne  est  égale  au  produit  des 
extrêmes,  et  le  produit  des  deux  moindres  quantités  est  8  ; 
et ,  selon  votre  habitude,  vous  ne  pouvez  en  savoir  la  solu- 
tion puisqu'elle  est  impossible  (^'^))>*  Enûn  vaincu  par  les 
prières  et  les  serments,  Tartaglia  lui  donna  la  solution 
de  sa  première  question  pour  le  cas  particulier  où  le  nom- 
bre rationnel  est  a888 ,  et  il  lui  dit  qu'alors  la  quantité 
irrationnelle  x*  est  78  —  V'^oS*,  en  effet ,  on  parvient  à 
Téquation 

«>4-4ox»  =  2888 
et 

X  =  —  I  4-  V'77  • 

De  retour  à  Brescia ,  Zuanc  réfléchissant  sur  cette  solu- 
tion ,  en  trouva  de  semblables  5  ainsi  il  trouva  pour  l'é- 
quation x*  -+-  8x*  =  7a , 

x'  =  1 4  —  v/52 ,      X  =Z  —  I  -h  Y^ , 

et  pour  Téquation  x*  -H  7a  =  8  x" 

x'  =  i4  4-  ^52,      X  =  1  4-  /TS. 

(*)  U  sufiit  de  prendre  un  triangle  dont  les  trois  côtés  et  Taire  soient 
rationnels;  alors  les  hauteurs  et  les  segments  formés  par  ces  hauteurs  sur 
les  côtés  sont  rationnels.  Posons 

les  trois  côtés  sont/*»  —  ^«  -j-  P'  —  Q',  p*  -H  7*,  P* -h  Q". 
C**)  Cette  question  exige  la  résolution  «runc  équation  dn  quatrième  degré. 
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Sa  solution  de  Téquation 

revient  à  prendre 

j'  =  2/«  —  2  —  v/4  (  2  w  —  2  —  I  )  ; 
c'est  le  cas  particulier  où  l'on   aurait   dans  Tëqualion 

/i=:it2/w'zf:8/w±8; 

on  part  d'une  forme  de  la  racine  pour  trouver  Féquation 
correspondante  à  cette  racine  (*).  Enflé  de  cette  préten- 
due découverte,  Zuane  écrit  à  Tartaglia,  en  date  du  8 
janvier  i537,  ^^^  lettre  d'une  extrême  insolence,  déniant 
la  primauté  de  ses  découvertes ,  et  dit  qu'en  donnant  cinq 
sols  pour  chacune  de  ses  trente  réponses  à  del  Fiore ,  elles 
auraient  été  très-bien  payées.  Tartaglia  dédaigna  de  rtv 
pondre^  mais  Zuane  étant  revenu  à  la  charge  le  17  février 
1537,  Tartaglia  lui  annonça  qu'il  eût  à  cesser  toute  cor- 
respondance, et  que  s'il  veut  obtenir  des  explications,  il 
n'avait  qu'à  se  rendre  de  sa  personne  à  Venise. 

Ici  finit  la  première  partie  de  la  vie  militante  de  Tar- 
taglia. Dans  la  seconde  partie,  la  plus  célèbre,  il  eut  à 
lutter  contre  un  homme  de  science  universelle,  d'un  gé- 
nie souvent  très-pénétran  t*  d'une  extravagance  souvent  gi- 
gantesque ,  muni  de  beaucoup  de  ruse ,  d'astuce  et  de  peu 
de  conscience:  tel  était  Cardan.  Tandis  que  Tartaglia, 
enfoncé  dans  Euclide  et  Archimède,  d'un  caractère  can- 
dide, croyant  naïvement  que  dans  les  affaires  du  monde 
la  ligne  droite  est  la  plus  courte,  devait  succomber,  et  il 
a  succombé. 


(*)  Tartaglia  ne  fait  pas  cette  observation  ,  d'où  Coesali  est  tenté  de 
croire  qu'à  la  fin  de  1530  il  ne  possédait  pas  encore  de  règle  giricrnlc* 
Mais  sans  la  connaissance  âe  celte  rè{]lc  (jônerale,  comment  aurait-il  pn, 
en  moins  de  deux  hcun*»,  ie:i»udre  lo.s  trente  (pichlions  de  dcl  FioroV 
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Zuane  venait  de  quitter  Brescia  pour  se  transporter  à 
Milan,  où  il  fut  bien  accueilli  de  Cardan  qui  lui  céda 
même  un  de  ses  cours.  11  Tentretiut  de  Tartaglia  et  de 
son  invention.  Cardan ,  occupé  de  publier  son  Ars  rnag- 
na,  et  vivement  excité  pour  le  duel  algébrique  de  Tar- 
taglia et  de  del  Fiore,  voulait  enrichir  son  ouvrage  de  la 
découverte  de  la  nouvelle  invention.  Il  chargea  un  li- 
braire, Zuan  Antonio  de  Bassano,  de  prier  de  sa  part  Tar- 
taglia : 

1^.  De  lui  envoyer  la  résolution  de  Téquation 

2^.  De  vouloir  bien  lui  résoudre  les  sept  questions  sui- 
vantes : 

1 .  Partager  lo  en  quatre  parties  proportionnelles  dont 
la  première  soit  2. 

2.  Partager  lo  en  quatre  parties  proportionnelles  dont 
la  seconde  soit  a. 

3.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion  continue 
dont  le  premier  soit  a  et  dont  la  somme  du  second  et  du 
quatrième  fasse  lo. 

4.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion  continue 
dont  le  premier  soit  2  et  dont  la  somme  du  troisième  et  du 
quatrième  fasse  lo. 

5.  Trouver  six  nombres  en  proportion  continue  dont 
le  second  soit  2  et  dont  la  somme  du  premier  et  du  qua- 
trième fasse  lo. 

6.  Partager  loen  trois  nombres  continuellement  pro- 
portionnels et  dont  le  produit  du  premier  par  le  second 
fasse  i6. 

7.  Trouver  un  nombre  qui  multiplié  par  sa  racine 
carrée  augmentée  de  3  fasse  2 1 . 


(  '77  ) 
Ces  questions  amènent  respectivement  aux  équations: 

1.  2X*-f-  2JC'-f- 2*H- 2=r  lO. 

S.  2x*H- 20?' 4- 2jc-f- a  =  lox. 

3.  2x*  -+-  2  jr  =  lo. 

4.  7.jr*  -I-  2x*=  lo. 

3.  •  2«'4-  2  =  lOX. 

7.  j:»-f.3x'  =  2i. 

Cardan  promit  d'insérer  la  solution  du  cube  et  de  la 
chose  égale  au  nombre  dans  son  ouvrage  sous  le  nom  de 
Tarlaglîa ,  ou  bien ,  si  tel  est  son  désir,  de  garder  le  secret. 

C'est  l'objet  de  la  question  (quesito)  XXXI  du  s  jan- 
vier i539- 

Le  libraire,. pour  appuyer  sa  demande,  fit  ressortir  la 
haute  position  médicale  et  géométrique  de  Cardan ,  qui 
faisait  à  Milan  un  cours  public  sur  Euclide  avec  tant  d'é- 
clat, que  le  marquis  del  Vasto  Ten  avait  récompensé  et* 
qu  il  était  maintenant  sur  le  point  de  publier  un  bel  ou- 
vrage sur  la  pratique  de  l'arithmétique  et  de  la  géométrie. 
Tartaglia  répond  que  lui-même  projetait  un  ouvrage  sur 
Talgèbre,  et  qu'il  préférait  publier  ses  découvertesdansson 
propre  ouvrage  que  dans  celui  d'autrui  -,  qu'il  ne  donnerait 
pas  ses  trente  solutions,  parce  .qu'elles  serviraient,  à  un 
savant  homme  comme  Cardan,  à  trouver  la  règle ^  quant 
aux  sept  questions,  elles  ont  été  évidemment  dictées  par 
da  Coi ,  maintenant  à  Milan  ;  les  deux  dernières  sont  les 
mêmes  que  celles  que  da  Coi  lui  a  adressées  il  y  a  une 
année  ;  qu'il  est  impossible  qu'on  ait  la  solution  à  Milan , 
puisqu'on  n'y  sait  pas  même  ie  cube  et  là  chose  égale  au 
nombre,  et  les  sept  questions  mènent  à  des  équations  (capi^ 
toli)  beaucoup  plus  compliquées.  Il  donna  au  libraire  copie 
des  questions  de  del  Fiore  et  renvoya  pour  les  siennes 
chez  le  notaire. 
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Cardan,  irrité  de  ce  refus  et  de  cette  all^ation ,  écrit,  le 
la  février  iSSp,  une  lettre  dictée  par  le  ressentiment  et 
la  colère.  Il  lui  reproche  d'èlrc,  ndn  moins  queZuano, 
un  présomptueux ,  d'avoir  la  folie  de  se  croire  quelque 
chose  d'important ,  qu'il  n'est  pas  au  sommet  de  la  monta- 
gne, qu'il  n'est  qu'au  pîcd,.dans  la  vallée, .et  autres  re- 
proches semblables.  Ensuite  il  se  résume  en  quatre  points. 

i^.  Il  trouve  singulier  que  Tartaglia  attribue  ses  sept 
questions  à  dal  Coi  (il  le  nomme  Zuane  Colle)  :  comme 
s'il  n'y  avait  personne  à  Milan  sachant  en  faire  de  sembla- 
bles ;  lui ,  Cardan ,  le  savait  avant  que  del  Colle  sût  comp- 
ter jusqu'à  lo  ,  s'il  est  aussi  jeune  qu'il  le  dit. 

a^.  Que  Tartaglia  croît  parler  à  des  écoliers  lorsqu  il 
prétend  qu'une  seule  des  trente  questions  d'Antonio  étant 
résolue,  les  sept  questions  le  sont  également  ;  que  les  trente 
questions  se  réduisent  à  la  résolution  de  a:'  H-  jr  =  n  (*) 
.et  non  pas  à  or'  -f-  nix  =  n  ;  qu'en  voulant  paraître  mer- 
veilleux dans  notre  art  auprès  du  libraire  ,  il  s'est  montré 
ignorant  auprès  des  connaisseurs  ;  toutefois  Cardan  veat 
bien  ne  pas  le  croire  ignorant,  mais  seulement  présomp- 
tueux. 

3**.  Que  Tartaglia  avait  dit  au  libraire  qu'une  des  sept 
questions  résolues, toutes  le  seraient: chose  complètement 
fausse  et  injurieuse;  qu'il  parie  loo  écus  que  Tartaglia 
n'est  pas  capable  de  réduire  ses  questions  ni  h  une  seule, 
ni  à  deux,  ni  même  i  trois,  —  Au  fait,  Tartaglia  n^a  rien 
dit  de  semblable  au  libraire.  C'est  de  l'invention  de  Cardan 
pour  avoir  un  prétexte  de  récriminer ,  ou  bien  le  libraire 
n'a  pas  compris  ce  que  Tartaglia  lui  a  dit. 

4**.  C'est  une  question  de  balistique  où  Cardan  et  Tar* 
taglia  raisonnent  d'apràs  la  physique  du  temps  et  se 
trompent  l'un  et  l'autre. 


(*j  Ea  style  de  Cardan  :  La  iadiee  proniea  média. 
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Et  il  finît  par  lui  adresser  ces  deux  nouvelles  questions  : 

I®.  Partager  lo  en  -quatre  parties  formant  une  pro- 
portion continue,  telles  que  leurs  carres  fassent  ensemble 
60;  donne  mais  non  résolu  par  fra  Lucca  (Paccioli). 

a**.  Deux  hommes  font  société  et  chacun  gagne  le  cube 
de  la  dixième  partie  de  son  capital. 

Il  tléclare  mettre  les  solutions  sous  cachet ,  et  si  Tar- 
taglia  ne  sait  pas  les  résoudre,  on  lui  remettra  les  solu- 
tions à  condition  qu^îl  donnera  une  des  solutions  des' sept 
questions. 

Mais  Tartaglia  ne  fut  pas  dupe  cette  fois-ci  et  lui  dit 
nettement  :  Puisqu'il  demande  la  solution  de  sa  première 
qnestion ,  c^est  quMl  n*est  capable  â*en  résoudre  aucune. 
Il  lui  donne  la  solution  de  U  première  de  ses  deux  der- 
nières questions;  mais ,  quant  à  la  seconde,  elle  exige  la 
solution  de  l'équation  cubique  et  qu'il  ne  la  donnera 
pas  ;  que  Cardan  veut  l'attraper  comme  font  les  Bohé- 
miens [corne  costumano  le  cingheni). 

Cependant  il  se  montre  plus  libéral  qu'envers  del  Coi, 
et  lui  indique  dix  des  trente  questions  :  d'abord  les  quatre 
déjà  mentionnées  ci-dessus,  puis  les  suivantes  : 

I*.  Couper  une  droite  de  longueur  donnée  en  trois 
s^ments  avec  lesquels  on  puisse  construire  un  triangle 
rectangle. 

Q?.  Couper  une  pyramide  tronquée  en  trois  parties 
égales. 

3**.  Inscrire  géométriquement  un  carré  dans  un  triangle 
scalène. 

4®.  Un  tonneau  est  rempli  de  vin  pur;  on  en  retire 
chaque  jour  deux  seaux  qu'on  remplace  par  deux  seaux 
d'eau  ;  au  bout  de  six  jours  ,  il  y  a  moitié  vin  et  moitié  eau. 
Quelle  est  la  contenance  du  tonneau. "^ 

Cardan  voyant  que  ni  les  injures ,  ni  les  subterfuges  ne 
pouvaient  réussir,    changea  de    plan,  eut  recours  aux 
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louanges  et  aa  mensonge.  Dans  une  lettre  du  19  mars 
1539,  qui  commence  par  Messer  Nicolo  nuo  can'ssi" 
mo,  il  lui  dit  qu'il  ne  doit  pas  prendre  en  mauvaise 
•part  ses  observations.  Il  rejette  le  tort  sur  dal  Colle  (c'est 
ainsi  qu'il  nomme  ici  dal  Coi) ,  qui,  venu  à  Milan,  lui 
a  donné  une  idée  défavorable  du  caractère  deTartaglia, 
et  se  plaint  de  Fingratitude  de  ce  dal  Colle  qui  a  quitté 
brusquement  Milan,  abandonnant  soixante  élèves  qu*il 
lui  avait  procurés.  Enfin  il  termine  sa  missive  par  inviter 
Tartaglia  à  venir  à  Milan  le  plus  promptement  possible. 
Le  marquis  dcl  Y asto ,  Mécène  trè&-libéral ,  auquel  il  avait 
remis  de  la  part  de  Tartaglia  deux  instruments  de  son 
invention,  désirait  ardemment  Tentretenir.  —  Il  est  pro- 
bable que  tout  ceci  n'était  qu'im  stratagème.  Quoi  qu'il  en 
soit,  après  avoir  bési té  quelques  instants,  Tartaglia  se 
rendit  à  Milan  et  accepta  un  logement  dans  la  maison  de 
Cardan.  Leur  entretien  du  29  mars  i539  est  l'objet  du 
quesito  XXIX.  Comme  le  dialogue  est  caractéristique, 
nous  en  donnons  la  traduction  : 

Cardà5.  Je  suis  bien  aise  que  vous  soyez  venu  au  mo- 
ment où  le  marquis  est  allé  à  Vigevano-,  cela  nous  per- 
mettra de  causer  et  de  raisonner  ensemble  de  nos  ailaires 
jusqu'à  son  retour.  Certes ,  vous  vous  êtes  montré  de  par 
trop  peu  complaisant  de  n'avoir  pas  voulu  me  donner  la 
règle  que  vous  avez  trouvée  sur  l'équation  [ilcapitolo)  de 
la  chose  et  du  cube  égal  au  nombre  ,  lorsque  je  vous  en 
ai  si  instamment  prié. 

NicoLO  Tartaglia.  Je  vous  dirai  que  j'ai  fait  l'avare 
non  pas  tant  pour  cette  simple  équation  et  pour  les  choses 
qu'elle  m'a  fait  trouver,  mais^pour  celles  que  cette  jéqua- 
lion  doit  faire  découvrir*,  car  c'est  une  clef  qui  ouvre  la 
voie  à  l'investigation  d*uue  infinité  d'autres  équations,  et 
si  je  n'étais  pas  occupé  aujourd'hui  à  traduire  Euclîde  (je 
suis  déjà  arrivé  au  XIII^  livre) ,  j'aurais  déjà  trouvé  une 
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règle  générale  pour  beaucoup  d'autres  équations^  mais 
dès  que  j'aurai  terminé  mon  travail  sur  Euclide  9  j^ai  des- 
sein de  composer  un  ouvrage  de  pratique,  avec  une  nou- 
velle algèbre ,  dans  laquelle  je  publierai  non-seulement 
mes  inventions  sur  les  nouvelles  équations,  mais  beaucoup 
d'autres  que  j'espère  découvrir,  et  je  veux  même  encore 
montrer  le  moyen  d'en  découvrir  beaucoup  d'autres,  ce 
qui,  j'espère,  sera  une  chose  très-uiile,  très-belle.  Et  ce 
qui  fait  que  je  refuse  de  la  communiquer  à  qui  que  ce 
soit,  c'est  qu'en  ce  moment  je  ne  puis  y  donner  aucun 
soin  (comme  je  l'ai  dit ,  étant  occupé  d'Euclide).  Et  si  je 
renseignais  à  quelque  esprit  spéculatif  (comme  est  Votre 
Excellence),  il  pourrait  facilement  découvrir  d'autres 
équations  et  les  publier  comme  de  son  invention,  ce  qui 
gâterait  complètement  mon  affaire.  C'est-  là  la  cause  qui 
m'a  forcé  d'être  si  impoli  envers  Votre  Excellence  :  d'au- 
tant plus  qu'elle  est  occupée  à  imprimer  un  ouvrage  sur 
une  semblable  matière  et  qu'elle  m'a  écrit  vouloir  insérer 
mes  inventions  sous  mou  nom  dans  cet  ouvrage. 

Cardan.  Mais  je  vous  ai  écrit  aussi  que  si  vous  n'êtes  pas 
content ,  je  m'engage  à  tenir  la  chose  secrète. 

N.  Tartaglia.  Quant  à  cela  ,  il  m'a  été  impossible  de 
vous  croire. 

Carda».  Je  vous  jure  sur  les  saiuts  Evangiles  de  Dieu 
et  comme  vrai  homme  d'honneur  que  si  vous  m'enseignez 
Tos  inventions ,  nou-^seulement  je  ne  les  publierai  jamais, 
mais  encore  je  les  noterai  pour  moi  en  chiffres,  afin  qu'a- 
près ma  mort  personne  ne  puisse  les  comprendre.  Si 
vous  voulez  maintenant  me  croire,  croyez-le  5  sinon,  lais- 
sons cela. 

N.  TARTAGHA.Si  je  n'ajoutais  pas  foi  à  un  tel  serment, 
je    mériterais    certainement  d'être  regardé  comme  uni 
homme  sans  foi  ^  mais  j'ai  résolu  d'aller  à  Vigevano  pour 
trouver-  monsieur  le  marquis,  parce  que  voilà  déjà  trois 
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jours  que  je  suis  ici  et  que  je  m'ennuie  d'attendre;  à  mon 
retour^  je  vous  promets  de  vous  découvrir  tout. 

Cardàm.  Puisque  vous  allez  voir  monsieur  le  marquis, 
je  veux  vous  donner  une  lettre  (*)  aCn  qu'il  sache  qui 
vous  êtes;  mais  avant  de  partir^  je  veux  que  vous  me 
mont];iez  la  règle  que  vous  m'avez  promise. 

N.  Tàrtàglia.  J'y  consens.  Mais  sachez  que  pour  pou- 
voir en  toute  occasion  imprévue  me  rappeler  mes  opéra- 
tions ,  je  les  ai  mises  en  vers  ;  si  je  n'avais  pas  pris  celle 
précaution ,  elles  me  seraient  souvent  sorties  de  la  mé- 
moire; et  quoique  ces  vers  ne  soient  pas  très-bons ,  peu 
m'importe:  il  suffit  qu'ils  me  servent  a  me  rappeler  la 
règle  chaque  fois  que  j'en  ai  besoin.  Je  veux  vous  en  don- 
ner une  copie  par  écrit,  afin  que  vous  soyez  bien  sur  que 
je  vous  ai  bien  donné  mon  invention  telle  qu'elle  est. 

I .  Quando  c/iç'i  cubo  con  le  cose  apprrsso. 

Se  aggagUa  a  qualchc  numéro  discret o, 
Trovati  dai  altri  dijferenli  in  esso, 

ft.  Dapoi  terrai  questo  per  consueto 

Che'l  ior  prodiUto  sempre  sia  eguaie 
Al  terzo  cubo  délie  cose  netto, 

ô.  El  residuo  poi  sua  générale 

Delli  Ior  lati  cubi  ben  sottrati 
Forra  la  tua  cnsa  principali. 

4 .  In.el  secundo  de  cotes ti  a lli , 

Quando  che'l  cubo  restasse  lui  solo , 
Tu  osserverai  quest'altri  contratti, 

o.  Del  numerfarai  duc,  tal  part'a  vah 

Che  l'uno  e  Valtru  si  prnduca  scliietto 
El  terzo  cubo  délie  cose  in  stelo, 

0.  Délie  quai  poiy  ptr  commun  precetto, 

(*)  Cela  montre  bieu  quti  le  désir  da  marqais  de  Toir  Tartaglia  e»t  une 
,pure  invention  de  Cardan. 
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Torrai  li  laii  cubi  insieme  gionti, 
Et  cotai  somma  sarà  il  tuo  concetto. 

7 .  El  terzo  poi  de  questi  nostri  conti 
Se  solve  con  secondo,  se  ben  guardi 
Cheser  natura  son  quasi  congionti. 

8.  Questi  troçai,  et  non  con  passi  tardi 
Nel  mille  cinquencente  quatro  et  trenta 
Con  fandamenti  ben  saldi  e  gagliardi^ 
Nel  città  dal  mar  intomo  eenta, 

Nou$  allons  essayer  une  traductîoit  avec  rexplîcalion 
qui  la  rende  intelligible. 
1.    Quand  le  cube  joint  avec  les  choses , 

Égalent  quelque  nombre  donné, 

Trouve  deux  autres  dont  la  différence  tienne  lieu  du  nombre. 

Explication.  Soit 
posdhs 

t  —  U=z  q, 

9.  Après  tu  feras  y  selon  l'usage, 
Que  leur  produit  soit  toujours  égal 
Au  cube  du  tiers  des  choses. 

Explication.  Pose 

5.    Ensuite  le  résidu  général 
Des  côtés  de  leurs  cubes 
Donnera  ion  inconnue  principale. 

Explication. 

3,-  >.— 

i  et  il  sont  inconnues  auxiliaires,  x  est  Tinconnue  prin^ 

cipale. 

4 .    Dans  la  seconde  de  ces  opérations , 

Lorscjne  le  cube  reste  seul , 

Tu  observeras  ces  autres  préceptes. 
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Explication*  Lorsque  x'  =  px  +  q. 

If.   Du  Dombre ,  fais  deax  parts  de  manière 
Que  l'an  et  l'autre  produisent  exactement 
Le  cube  du  tiers  de  la  chose. 

Explication. 

i^u=:q,      tu=:(^p\. 

9.   Ensuite  par  un  précepte  connu 

Tu  mettras  ensemble  les  côtés  des  cubes 
Et  cette  somme  sera  ce  que  tu  cherches. 

Explication, 

7.  Puis  la  troisième  de  ces  opérations 

Se  résout  par  la  seconde,  si  tu  remarques  bien 
Qu'elles  sont  quasi  conjointes  par  leur  nature. 

Explication. 

elle  se  déduit  de  *la  seconde  x'  =  px  +  9  en  prenant  q 
négativement. 

8.  J*ai  trouvé  ces  choses ,  non  à  pas  tardif. 
En  mil  cinq  cent  trente-quatre. 

Sur  des  fondements  solides  et  vigoureux , 
Dans  la  cité  entourée  de  la  mer. 

Cela  est  si  clair,  que,  sans  autre  exemple ,  je  crois  que 
Votre  Excellence  comprendra  le  tout. 

Càrdàit.  Je  Tai  quasi  compris  jusqu'à  présent;  partez, 
et ,  lors  de  votre  retour,  je  vous  ferai  voir  si  je  Tai  com- 
pris. 

N.  Ta&taglia.  Maintenant  que  Votre  Excellence  s'ap- 
plique à  ne  pas  manquer  à  la  foi  promise,,  car  si,  par 
malbetir,  Votre  Excellence  manquait  de  foi  envers  moi, 
soit  en  imprimant  dans  votre  ouvrage,  soit  autrement, 
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même  en  y  menant  mon  nom  et  me  proclamani  Tinven- 
tenr,  je  Yons  promets  et  vous  joie  que  je  ferai  imprimer 
immédiatement  après  (jnelque  chose  qui  ne  tous  sera  pas 
tris  agréable- 

Cakbah.  Ne  doutez  pas  que  je  ne  tienne  ce  que  je  vous 
ai  promis.  Allez  et  soyez  tranquille.  Donnez  cette  lettix^ 
de  ma  part  au  marquis. 

N.  Taatagua.  Je  me  recommande. 

CÂmnAjr.  Bon  voyage. 

N.  Taetiglia  (à  pari).  Par  ma  foi!  je  n*irai  pas  à 
Vigevano ,  mais  je  veux  retoiumer  tout  de  suite  a  Venise^ 
advienne  que  pourra. 

Ici  se  termine  le  çu/csùo  XXXIV. 

9  avril.  Dans  le  quesào  suivant,  Cardan  lui  témoigne 
sa  surprise  de  ce  qu'il  a  subitement  quitté  Milan  sans  voir 
le  marquis,  seigneur  si  généreux  et  qui  était  revenu  poui* 
le  Samedi  Saint;  lui  annonce  que  sou  ouvrage,  presque 
terminé,  paraîtra  la  semaine  prochaine;  et  il  finit  par 
cette  prière  :  «  J'ai  trop  présumé  de  mes  forces  :  j.e  ne 
comprends  pas  entièrement  votre  règle  et  vous  prie  de 
m'envoyer  la  solution  de  cette  équation  x'  +  3x  =  lo.  )i 
A  cela  Tartaglia  répond,  le  23  avril,  qu'il  avait  promis 
à  ses  amis  d'être  sans  faute  de  retour  à  Venise  pour  le  Sa- 
medi Saint  y  et  que  Cardan  s'est  trompé  sur  le  sens  du  der- 
nier vers  du  second  tercet  en  posant 

tandis  qu'il  faut  poser 

alors 

r=^26-f-5    et     a=v^  — 5, 
d'où 


4?  =  V5  -h  \/26  — .  V5  -h  \/26. 
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Il  résout  de  même  Téquation 

mais  ne  fait  aucune  mention  de  la  multiplicité  de»  ra- 
cines. 

là  mars^  Cardan  lui  envoie  son  premier  ouvrage  d'al- 
gèbre avec  prière  de  ne  pas  trop  le  répandre  pour  ne  pas 
nuire  au  libraire ,  et  renouvelle  sa  promesse  de  ne  pas 
parler  des  découvertes  de  Tartaglia. 

27  mars.  Réponse  de  Tartaglia  qui  s'excuse  sur  ses 
occupations  et  sur  une  indisposition  de  n'avoir  pu  que 
jeter  les  yeux  sur  l'ouvrage  de  Cardan  et  y  signale  pour- 
tant une  grosse  erreur  sur  une  règle  pour  extraire  la  ra- 
cine cubique  par  approximation.  Cardan  pose 

3v r  ^ 

10  juillet.  Quesito  XXXVII.  Maphio  Paviciani,  uu 
disciple  de  Tartaglia,  résidant  à Bergame,  lui  écrit  qu'un 
de  ses  amis  de  Milan  lui  annonce  que  le  médecin  Cardan 
avait  publié  un  second  ouvrage  d'algèbre  où  il  a  parlé  de 
nouvelles  équations  qui  ne  sont  probablement  pas  autres 
que  celles  de  Tartaglia. 

19  juillet.  Tartaglia  répond  qu'en  effet  ces  équations 
nouvelles  ne  peuvent  être  autres  que  les  siennes  ;  qu*il  en 
est  extrêmement  contrarié ,  et  que  le  proverbe  ne  ment 
pas  qui  dît  :  Qucllo  che  tu  non  voi  che  si sappia,  nel  due 
ad  alcuno,  (Ce  que  tu  ne  veux  pas  que  Ton  sache,  ne  1© 
dis  à  personne.  ) 

4  août.  Quesiio  XXXVIII.  Cardan  se  plaint  de  ce  que 
Tartaglia  a  laissé  sans  réponse  plusieurs  de  ses  questions; 
qu'il  comprend  bien  la  règle,  maïs  qu'il  ne  sait  plus  s'en 
tirer  lorsque  le  cube  du  tiers  de  la  chose  surpasse  le  carré 
de  la  moitié  du  nombre,  et  lui  demande  la  résoluliou  de 
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l'équation 

C'est  ce  quî  est  devenu  si  célèbre  sous  le  nom  de  cas 
irréductible,  La  racine  —  2  se  présente  sous  une  apparence 
irrationnelle.  Quant  à  l'extraction  de  la  racine  cubique 
par  approximation  [voù*  ci-dessus),  il  y  a  dans  son  ou- 
vrage d'autres  règles  pour  cela  et  qui  sont  très-exactes. 

7  août.  Tartaglia  ne  pouvant  résoudre  la  difficulté  et 
déjà  irrité,  fait  une  réponse  assez  impertinente;  veut 
faire  accroire  à  Cardan  qu'il  applique  mal  la  règle  et  lui 
dit  que  ses  secondes  règles  d'approximation  ne  valent  pas 
mieux  que  la  première. 

18  octobre.  Cardan  écrit  :  Tartaglia  a-t-il  perdu  l'es- 
prit,  peut-être  à  force  d'étudier  et  de  lire."^  que  lui  est  sûr 
de  bien  comprendre  la  règle;  il  veut  parier  100  écus 
contre  25  qu'il  sait  résoudre  l'équation 

JP*  =  I2X-f-  20. 

Tartaglia  ne  veut  plus  répondre. 

5  janvier  1540.  Quesilo  XL.  Cardan  ai\eviit  fraternel^ 
lement  {quanta fratello)TaLTiag\isi  que  ce  diable  de  Zuane 
dal  Colle  (quel  diavolo  de  mèsser  Zuane  Colle)  vient 
encore  d'arriver  à  Milan ,  ayant  appris  que  je  voulais  lui 
céder  un  de  mes  cours ,  celui  d'Arithmétique  ;  se  croyant 
un  bomme  fort ,  je  l'ai  examiné  et  ne  le  trouve  pas  ce 
cpi'il  croît  être  ;  je  vous  avertis  qu'il  possède  votre  équa- 
tion de  la  chose  et  du  cube  égal  au  nombre  et  celle  de  la 
chose  et  du  nombre  égal  au  cube ,  et  se  vante  que ,  lors 
de  son  séjour  à  Venise,  il  est  entré  en  discussion  avec  del 
Fiore,  et,  par  cette  voie,  il  est  parvenu  à  ce  qu'il  cher- 
chait; la  discussion  lui  a  fait  connaître  la  nature  de  Fc- 
quation,  et,  après  diverses  conjectures,  aidé  d'un  de  ses 
compagnons ,  il  a  trouvé  la  solution.  Sachez  qu'il  a  encore 
trouvé  la  racine  cubique  de  10  -h  V^io8;  elle  est  égale  à 


(  >88) 
I  4-  v^3  ;  et  aussi 

et  de  là 


yio  —  \^io8  —  Vïo  —  ^io8  =  2. 
Je  vous  engage  à  chercher  la  règle ,  je  n'ai  pas  pu  k 
trouver.  Je  vous  avertis  encore  qu'il  a  la  solution  de  la 
question  que  j^ai  faite  de  partager  10  en  trois  nombres 
formant  une  proportion  continue  et  tels ,  que  le  produit 
du  premier  par  le  second  fasse  8 ,  et  qu'il  m'enseignera 
sa  solution  si  je  lui  cède  mon  cours.  Ainsi  veuillez  la  cbeiv- 
cher*,  j'avoue  ne  pouvoir  la  trouver,  pas  plus  que  la  sui- 
vante que  Zuane  ne  sait  pas  non  plus  :  Trouver  trois 
nombres  en  proportion  continue  tels ,  que  la  somme  du 
premier  et  du  troisième  fasse  10  et  que  le  produit  du  pre- 
mier et  du  second  fasse  7.  Il  dit  avoir  aussi  la  démons- 
tration que  le  cercle  contient  une  aire  maxima  entre  tou- 
tes les  figures  de  même  contour;  que  cette  proposition, 
qui  se  trouve  peut-être  dans  Proclus-ou  dans  Théon ,  lui 
a  été  enseignée  par  messer  Philène,  de  Bologne.  Il  pro- 
pose encore  ce  problème  :  Soit  donné  le  rectangle  ABCG 
et  soit  encore  donné  le  centre  D  du  rectangle  ;  trouver  sur 
le  prolongement  de  AB  unpoint  F  et  surle  prolongement 
de  AC  un  point  E  tels ,  que  les  trois  points  E,F,  G  soient 
en  ligne  droite  et  que  DE  soit  égal  à  DF.  Si  Ton  prend 

AB=:29     BC=3, 

quelle  est  la  valeur  de  DE? 

Cette  lettre  est  suivie  des  observations  de  Tartaglia. 
((  Je  trouve,  dît-il,  que  Cardan  a  un  esprit  plus  obtus 
que  je  ne  croyais.  Zuane  n'est  pas  venu  pour  qu'il  lui 
cède  son  cours ,  mais  pour  le  lui  enlever.  Cardan  en  a 
peur.  Aussi  Zuane  lui  en  donne  a  garder  lorsqu'il  dît 
posséder  la  solution  des  équations  [capitoli).  L'extraction 


(  .89  )_ 

de  la  racine  cubique  de  lo-h  ^/loS  ne  présente  pas  de 
difficulté:  il  suffit  de  décomposer  lo  en  deux  nombres 
dont  l'un  soit  un  cube  et  l'autre  divisible  par  3 ,  et  on 
trouve  de  même  le  résidu  (*).   » 

Il  découvre  encore  d'autres  traces  de  simplicité  dan^ 
la  conduite  de  Cardan,  et  ses  observations  se  terminent 
ainsi  : 

Et  per  questo  non  U  voglio  dar  altra  nsposta  per  che  c 
non  vi  ho  piu  affectione  à  lui  che  à  messer  Zuane^  e 
pero  U  "voglio  lassarfar  ira  loro;  ma  me  la  vedo  che  lui 
€  perso  d'animo,  non  so  mo  comme  Vandera, 

«  C'est  pour  cela  que  je  ne  veux  plus  lui  faire  d'autre 
réponse,  parce  que  je  n'ai  pas  plus  d^ affection  pour  lui 
que  pour  messer  Zuane  \  je  veux  les  laisser  faire  entre  eux, 
mais  je  vois  qu'il  a  perdu  l'esprit  et  ne  sais  maintenant 
comment  cela  ira. 

Depuis ,  toute  correspondance  cesse  avec  Cardan.  Le 
pauvre  Tartaglia  croit  que  Cardan  est  la  dupe  de  Zuane 
et  il  ne  soupçonne  pas  d'être  lui-même  dupe  de  Cardan, 
qui  fait  intervenir  ce  Zuane  pour  se  ménager  un  prétexte 
de  dégager  sa  parole  et  d'être  impunément  parjure. 
.  1541.  Le  quesito  XLII  a  encore  rapport  à  l'équation 
cubique.  C'est  un  dialogue  entre  Tartaglia  et  un  gentil- 
homme anglais  nommé  Ricardo  Ventuorthe ,  son  disciple 
et  son  ami  [compare). 

Tartaglia  refuse  de  lui  donner  ses  règles^  mais,  après 
qu'il  aura  fini  son  travail  sur  Euclide  et  Ârcliimède,  il  pu- 
bliera un  ouvrage  qu'il  dédiera  à  ce  gentilhomme  (**)  et 
où  tbules  les  règles  seront  développées  et  démontrées;  le 

(*)  Enclide  nomme  binôme  les  expr^sions  a-^^b  et  apoiome  (ftegment) 
les  expressions  a  -~  ^;  de  là  en  latin  recisus  et  en  italien  reeiso;  c'est  le 
résidu  de  Tartaglia. 

(**)  La  première  partie  dn  General  Tr  a  itato  esten  effet  dédiéeà  ce  gentiP 
homme,  dont  il  Tante  les  bienfaits  qu*il  en  a  reçus. 


(  >9o  ) 
disciple  consent  d^attcndre  ,  mais  demande  au  moins  queU 
ques  exemples  ;  Tartaglia  donne  les  suivants  : 

a:*4-6x'=  loo,     x  =  y 4^  4-  \/ 1 700  -h  V 4^ — V^»700, 
x*  -h  9x'=  1 00 ,     X  =  —  2  -h  V^  > 

.zr^-h  7^'=  5o,       X  ==— I  +  y/77. 

C'est  pour  avoir  trouvé  le  premier  exemple  d'une  vérifi- 
cation trop  pénible,  qu'il  a  donné  les  trois  autres;  et  le 
gentilhomme  ayant  demandé  un  exemple  de  la  forme 

il  lui  donne 

ar3H-6=7x*,     x=3-h\/T5. 

Ventuorthc  se  montre  satisfait  et  pense  pouvoir,  d'a- 
près ces  solutions,  trouver  lui»mômc  la  règle.  Tarlaglia 
le  dissuade  de  s'appliquer  à  de  telles  recherches  qui  sont 
très-fatigantes  et  sans  résultats:  on  ne  peut  rien  trouver 
par  la  voie  des  essais.  Ces  équations  ont  chacune  deux 
solutions  diverses  et  peut-être  davantage ,  chaque  solu- 
tion nécessitera  d'autres  essais.  Il  l'exhorte  à  attendre 
patiemment  la  publication  de  son  ouvrage.  A  cela ,  Veri- 
tuorthe  dit  qu'il  est  dur  de  croire  que  la  même  équation 
puisse  avoir  deux  solutions  et  peut-être  davantage.  A  cela 
Tartaglia  répond  : 

Là  è  certo  cosa  dura  a  credere,  et  certamente  se  la 
sperientia  non  me  ne  facesse  testimonianza,  quesi  che 
non  il  credereù  , 

«  Certes  la  chose  est  dure  à  croire ,  et  certainement  si 
l'expérience  n'en  rendait  témoignage,  je  ne  le  croirais 
presque  pas.   » 

11  doime  pour  exemple  l'équation 

.r»-f-  3.r  =  i4, 


(  19») 
OÙ  l'on  a  éyidemment  x  =  2  el  cependant  la  i*ègle  donne 


x=:^7  4-4i  — \7  —  v4i, 

solution  différente  de  a.  Ici  Tarlaglia  commet  une  erreur 
de  calcul  5  il  faut  d'après  sa  règle 

3 — r         3  /  z=i- 

r  =  S  7  -h  v5o  -h  \  7  —  v5o, 

et  s'il  s'était  rappelé  la  règle  donnée  ci-dessus  ,  il  aurait 
trouvé 

V7-+-  V5Ô  =  i-h  v^,     V7—  V^5o  =ri  —  V^, 
d'où 

0:=  2; 

les  deux  outrés  racines  sont 

Tartaglia  ne  mentionne  nullement  les  racines  imaginai* 
res.  Il  parait  qu'il  ne  savait  pas  s'en  rendre  raison;  en 
général,  il  n'avait  pas  une  idée  nette  de  la  multiplicité 
des  racines;  mais  il  fait  ici  une  observation  importante  : 
Il  dit  à  son  disciple  que  dans  son  ouvrage  il  fera  voir  que 
toutes  les  solutions  des  équations  cubiques  se  ramènent  à 
la  solution  des  trois  formes 

j:>  4- /?.r  :^^  ^  ,      x^  ^  q  z=.  px  ^      x^=pX'\-q^ 

généralisation  qui  indique  un  grand  progrès  analytique. 
Tartaglia  raconte  encore  dans  le  même  quesito  que  dans 
la  nuit  de  la  Saint-Martin  de  i536  qui  était  un  samedi, 
étant  au  lit  sans  pouvoir  dormir,  il  avait  trouvé  des  régies 
pour 

Il  en  indique  les  solutions  à  son  disciple  qui  prend  congé 
en  promettant  de  lui  écrire  dès  son  retour  en  Angleterre, 
et  Tartaglia  lui  dit  : 

j4ndati,  messer  compare^  che  Iddio  va  dia  il  buon 


(  '9^  ) 
viaggo  et  vi  prego  che  me  scni^elî  subit o,  chc  viseir'ag' 
giuntOy  corne  hm^eli  dette, 

((  Allez,  mon  cher  ami ,  que  Dieu  vous  donne  un  bon 
voyage;  et  je  vous  prie  de  m'écrîre  dès  que  vous  serez  ar- 
rivé, comme  vous  l'avez  promis.  » 

'    Le  disciple  répond  :  Faro  senzafallo.  (Je  le  ferai  sans 
faute.) 

Ce  sont  les  derniers  mots  des  quesiti.  Nous  voyous  que 
Tartaglia  avait  Taffection  de  ses  élèves;  c'est  qû^îLétait 
lui-même  très-affectueux. 

Tartaglia,  absorbé  par  sa  traduction  dTuclide  et  par  les 
corrections  d' erreurs  commises  par  les  traducteurs  il'Âr- 
cbi  mcde,  ne  s'occupait  des  équations  cubiques  que  de  temps 
à  autre,  tandis  que  Cardan,  aidé  de  son  excellent  élève 
Louis  Ferraris  [voir  t.  XI,  p.  120) ,  s'en  Occupant. san» 
cesse  y  parvint  à  donner  de  l'extension  aux  règles  de  Tarta- 
glia ,  à  résoudre  les  équations  du  quatrième  degré  et  à  don- 
ner des  éclaircissements  sur  la  nature  des  équations.  Il  réu- 
nit toutes  ces  règles  et  ces  connaissances  nouvelles  en  une 
théorie  qu'il  publia  en  i545  sous  le  titre  :  jirs  magna;  il 
y  joignit  le  livre  Régula  aliza  (*)  où  il  donne  le  cas  ir- 
réductible. Le  serment  de  foi  prêté  fut  violé,  et  ce  qui  de- 
vait être  écrit  en  chiffres  ponr  être  inintelligible  après  sa 
mort  fut  divulgué  au  monde  entier  par  des  milliers 
d'exemplaires  imprimés.  Non-seulement,  il  manqua  de 
foi,  mais  même  il  ne  fut  pas  entièrement  juste  envers 
Tartaglia.  Il  prétend  qu'après  d'instantes  prières,  il  n'en 
avait  reçu  que  la  solution  du  cube  et  de  la  chose  égale  au 
nombre;  tandis  que  par  les  tercets  rapportés  ci-dessus 
il  avait  encore  reçu  les  deux  autres  formes.  Indigné  d'une 
telle  félonie,  Tartaglia  eut  à  soutenir,  en  1547,  uneder- 


(*)  Cardan  ne  donne  pas  l'explication  de  ce  mot. 
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nière  lutte  ou  pourtant  il  ne  fut  pas  le  provocateur.  Voici 
comment  il  raconte  ce  fait  dans  son  General  Trattato, 
etc.^  II*  partie 9  II*  livre,  chapitre  VII,  §  7,  imprimé  en 
i556. 

«  En  15479  Cardia  et  sa  créature,  Ludovic  Ferraro, 
dans  deux  bulletins  imprimés,  me  portèrent  un  défi.  Je 
l«;ar  adressai  trente  et  une  questions,  à  condition  qu^elles 
seraient  résolues  en  quinze  jours;  passé  ce  délai ,  les  so- 
lutions devaient  être  considérées  comme  non  avenues.  Us 
restèrent  deux  mois  sans  donner  signe  d'existence,  et  puis 
ils  m^envoyèrent  trente  et  une  questions  sans  me  donner  la 
solution  d^  aiicunèdes  miennes;  d'ailleurs  le  termefatal était 
dépassé  de  plus  de  quarante  cinq  jours.  Je  trouvai  le  jour 
même  les  solutions  de  dix,  le  lendemain  de  quelques  au- 
tres, puis  de  toutes  les  autres ,  et,  afin  de  ne  pas  dépasser^ 
Fintervalle  de  quinze  jours,  je  me  hâtai  de  les  faire  im- 
primer et  de  les  envoyer  à  Milan.  Pour  cacher  leur  len- 
teur h  répomdre  à  mes  questions  ou  du  moins  à  quelques* 
unes,  ils  m'entretinrent  d'autres  choses  pleines  de  longues 
sottises ,  et  ce  n'est  qu'au  bout  de  sept  mois  qu'ils  m'en- 
voyèrent une  réponse  publique,  où  ils  se  vantaient  d'avoir 
résolu  mes  questions.  D'abord,  si  même  tout  cela  était  vrai, 
ces  solutions  données  si  longtemps  après  le  terme  fixé  n'é- 
taientd'aucun  mérite  ;  ensuite  la  plus  grande  partie  d'entre 
elles  étaient  complètement  fausses.  Désirant  proclamer 
publiquement  ces  faussetés  et  me  trouvant  à  Broscia, 
dans  le  voisinage  de  Milan  >  je  m'y  rendis  et  envoyai  à 
tous  les  deux  un  cartel  imprimé  où  je  les  invitais  à  se 
'trouver  vendredi  prochain,  10  août  i548,  à  10  heures,  è 
l'église  surnommée  le  jardin  dit  des  Frères  Zoccolanti , 
pour  discuter  publiquement  mes  réfutations  de  leurs  pré- 
tendues solutions.  Cardan ,  pour  ne  pas  se  trouver  à  l'exa- 
men, s'éloigna  précipitamment  de  Milan,  et,  au  jour 
fixé,  Ferraro  vint  seul  au  rendez-vous,  et  accompagne 

HuHetin  mMihémëîiqm* ,  i.  H.  (Drcerabre  f856.)  l3 
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d'une  foule  d'amis  et  de  plusieurs  autres  ;  j'étais  seul  a?ec 
mon  frère  que  j'avais  amené  ayec  moi  de  Brcscia.  Je  me 
présentai  en  présence  de  toute  cette  multitude  et  com- 
mençai par  exposer  brièvement  le  sujet  de  la  discussion 
et  la  cause  de  mon  arrivée  à  Milan.  Lorsque  je  voulus 
en  venir  aux  réfutations  des  solutions,  on  m'interrompît 
pendant  deux  heures  par  des  paroles  et  des  gestes ,  sous 
prétexte  qu'on  devait  choisir,  en  l'endroit  même ,  un  cer- 
tain nombre  de  juges  parmi  les  auditeurs  présents  ,  tous 
amis  de  Ferraro  et  à  moi  entièrement  inconnus.  Je  ne 
voulus  pas  consentir  à  cette  astuce,  et  dis  que  mon  in« 
tention  était  que  tous  les  auditeurs  fussent  juges ,  de  même 
que  ceux  qui  liront  mes  réfutations  lorsqu'elles  seront 
imprimées.  Enfin  ils  me  laissèrent  parler,  et,  pour  ne 
pas  ennuyer  Tauditoire,  je  commençai,  non  par  des  ob- 
jets fastidieux  sur  les  nombres  et  la  géométrie,  mais  il  me 
parut  convenable  de  réfuter  la  solution  d'une  question  sur 
le  chapitre  XXIV  de  la  Géographie  de  Ptolémée,et  je  con- 
traignis Ferraro  i  convenir  publiquement  qu'il  s'était 
trompé.  Voulant  continuer,  tous  se  mirent  à  crier  que  je 
devais  maintenant  parler  de  mes  propres  solutions  obte- 
nues eu  trois  jours ,  des  trente  et  une  questions  qui  me  fo- 
rent proposées .  J'eus  beau  objecter  qu'on  devait  d'abord  me 
laisser  achever  ce  qui  concernait  mes  réfutations,  qu'en- 
suite j'aborderais  ce  qu'ils  demandaient:  ni  raisonne- 
ments ni  plaintes  ne  furent  écoutés*,  on  ne  me  laissa 
plus  parler,  et  ou  donna  la  parole  à  Ferraro,  qui  com- 
mença ^ar  dire  que  je  n'ai  pu  résoudre  la  quatrième  ques- 
tion sur  Vitruvo^  et  il  s'étendit  là^dessus  jusqu'à  l'heure 
du  souper.  Chacun  vida  le  temple  et  s'en  alla  à  la  mai- 
son.  » 

Ainsi  se  termina  ce  duel ,  original  même  en  ces  temps. 

Tartaglia  s'éloigna  tout  de  suite  de  Milan,  et,  crai0»Ant 
des  violences,  regagna  Brescia  par  un  chemin  détourné. 


(  '95  ) 
Dans  le  Trattaio  gênerai ^  III^  partie,  livre  III,  on  lit 
vingt-deux  des  trente  questions  de  Cardan ,  avec  leura  so- 
lutions données  par  Tartaglia  ;  il  dit  avoir  des  raisons 
pour  ne  pas  envoyer  à  Cardan  les  solutions  des  huit  au- 
tres. On  y  lit  aussi  les  trente  et  une  questions  proposées 
par  Tartaglia;  la  solution  de  la  trente  et  unième  et  der- 
nière question  est  la  seule  qui  soit  exacte.  Il  s'agit  de 
trouver  la  valeur  de  xdans  Téquation  t    . 

a^x^-h  36.r»  -f-  54*'  -+-8x*c=  looo, 

ils  extraient  la  racine  cubique  et  trouvent  3 x*+  ax  =  i  o^ 
équation  cubique,  et  Tartaglia  ne  manque  pas  de  faire 
observer  que  c'est  à  lui  qu'ils  doivent  cette  solution. 

Voici  ce  qui  a  occasionné  le  terrible  échec  de  Cardan 
et  de  Ferrari  :  Les  quinze  livres  d'Eudide  renferment 
cinq  cent  quatorze  propositions  tant  géométriques  qu'a-> 
rithmétiques.  Ce  nombre  comprend  cent  cinq  problèmes 
dont  quatre-vingt-dix-huit  sont  géométriques;  il  y  en  a 
soixante-quinze  sur  un  plan  et  vingt-trois  dans  l'espace. 
Or  Tartaglia  était  parvenu  à  résoudre  soixante-sept  des 
problèmes  plans  à  l'aide  de  la  règle  et  d'une  ouverture 
de  compas  invariable ,  et  à  démontrer  l'impossibilité  de 
construire  ainsi  les  huit  restants.  Cardan ,  portant  son 
défi,  croyait  que  Tartaglia  ne  possédait  que  la  règle  du 
cube,  et  ne  se  doutait  pas  qu'il  avait  encore  d'autres  ar- 
mes ;  la  plupart  de  ses  questions  roulent  sur  cette  méthode 
particulière  de  solution,  a  eux  inconnue.  Aussi  furent-ils 
pris  au  dépourvu  et  honteusement  vaincus  :  juste  punition 
d'une  trahison,  utile,  il  faut  en  convenir,  à  la  science; 
mais  toutes  les  fois  qu'une  mauvaise  action  a  de  bons  ré- 
sultats, il  faut  en  remercier  la  Providence  et  nullement 
l'auteur,  qui  reste  toujours  flétri.  Tartaglia,  sans  a  voir  ja- 
mais manqué  à  l'honneur,  n'est  pas  irréprochable.  Sa  dé- 
couverte de  i53o  n'est  pas  encore  publiée  par  lui-même 

i3. 
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en  i536.  Il  la  tenait  en  réserve,  comme  il  a  été  dit,  pour 
son  grand  ouvrage  General  Trattato,  divisé  en  six  par- 
ties ;  or  il  est  mort  en  1 55p  pendant  l'impression  de  la  cin- 
quième partie.  La  sixième  partie,  consacrée  à  Talgèbre, 
devait  renfermer  les  règles  pour  la  résolution  de  Féquaiion 
cubique.  Curtio  Trajano,  libraire,  qui  a  fait  imprimera 
Venise  les  cinq  premières  parties,  chargea  un  savant  ma- 
thématicien {un  dolto  matematico)  de  réunir  et  de  met- 
tre en  ordre  tous  les  manuscrits  laissés  par  Tartaglia  pour 
cette  dernière  partie.  Or  on  n'a  jamais  imprimé  que  le 
premier  livre  de  cette  sixième  partie,  où  Ton  ne  trouve 
que  les  r^es  pour  les  opérations  algébriques  et  rien  suf 
l'équation  cubique.  Le  libraire  a-t-il  refusé  les  fonds  pour 
imprimer  le  reste,  ou  le  mathématicien  s^est-il  mal  ac- 
quitté de  sa  besogne?  Ce  qui  est  certain,  c'est  que  saus 
les  traitreuses  révélations  de  Cardan,  on  serait  resté  en- 
core longtemps  sans  savoir  résoudre  les  équations  cubi- 
ques, et,  par  conséquent  aussi,  les  équations  biqua- 
dra tiques.  En  mathématiques,  il  ne  faut,  sous  aucun 
prétexte,  différer  longtemps.  Car  ce  que  l'un  découvre  au 
Nord,  un  autre  le  découvrira  au  Midi ,  et ,  comme  dit  très- 
bien  Arago ,  la  priorité  appartient  à  celui  qui  publie  le 
premier^  et  dussiez*vous  prouver  invinciblement  que 
vous  avez  eu  la  même  idée  il  y  a  vingt  ans,  la  réclama- 
tion est  de  nulle  valeur,  votre  droit  est  périmé.  Ce  qui 
est  arrivé  à  Tartaglia,  et  depuis  à  Newton  pour  le  calcul 
infinitésimal,  sont  des  enseignements  que  nos  grands  géo- 
mètres ne  devraient  pas  oublier  et  qu'ils  oublient  tou- 
jours. 
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Dans  l'ouvrage  sur  les  Méthodes  en  Géométrie  de 
M.  P.  Serre t,  on  lit,  page  ip,  une  dëmonstration  tnës- 
sîmple  de  ces  deux  théorèmes.  Le  savant  auteur  a  trouvé 
depuis  que  de  semblables  démonstrations  ont  déjà  été 
données  par  Dandelin  dans  les  Antmles  de  Gei^onne 
(tome  XVI). 

Les  observations  de  M.  Serret  sur  la  Note  de  M.  Rou- 
elle relative* au  théorème  de  Legendre  [voir  page  354) 
seront  insérées  en  1857. 
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M.  Tabbé  JuUien  ('*') ,  les  personnesqui  selîvren t  aux  hautes 
études  auront  un  vado-mecum  qu'on  ne  saurait  trop  leur 
recommander.  Dans  F  édifice  mathématique,  on  ne  con- 
naît bien  un  étage  qu'en  habitant  l'étage  supérieur.  C'est 
ce  qu'on  verra  encore  dans  les  exercices  que  M/  Catalan 
va  publier  pour  les  classes  des  lycées. 


FlBONAGCl. 


M.  Baldassare'  Boncompagni  yient  de  publier  une  se- 
conde édition  des  OpuscoU  du  célèbre  Pisap.  (Firenze, 
i856). 

Nous  avons  parlé  longuement  (p.  i)  de  cette  production 
qui  fait  époque  dans  Thistoire  de  la  science  et  qui  a  attiré 
Tattention  d'éminents  géomètres.  MM.  A.  Genocchi  et 
Lebesgue  avaient  signalé  quelques  erreurs  de  copie  et  in- 
diqué des  corrections.  Dans  cette  seconde  éçlition,  les 
erreurs  ont  disparu  et  Ton  a  admis  les  corrections.  On  a 
ajouté  six  nouvelles  noies  qui  ne  se  trouvaient  pas  dihs 
la  première  édition  ,  et  trois  notes  anciennes  sont  modi- 
fiées. De  sorte  que  cette  seconde  édition  est  un  nouveau 
service ,  un  nouveau  témoignage  de  la  conscience  scrupu- 
leuse que  le  savant  auteur  met  dans  tous  ses.érudits  tra- 
vaux. 
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(*)  a  volumes  in-8  chez  Mallet-Bachelier,  libraire.  PHxt  13  fr. 
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SOLliTION  B  UNE  «UBSTION  PBOPOSÊR  AUX  EXAMENS 
MABIISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  (185fi). 


On  donne  lapins  petite  des  deux  bases  AI) ,  CD,  d^un 
trapèze  ABCD,  et  la  longueur  des  côtés  non  parallèles 
BC ,  AD  supposés  égaux  entre  eux  :  déterminer  le  maxi^ 
mum  de  l 'airtt  du  trapèze. 

Menons  des  points  A,  B  les  perpendiculaires  AE,  BF 
sur  CD,  et  posons 

AB  =  tf,     BC=5=AD  =  <r,     CD  =  x,     AE=BF=j^. 

L'aire  du  trapèze  sera  exprimée  par  (  -^ j  jr.  D'ailleurs 

les  triangles  rectangles  ÂDE,  BCF  étant  égaux  entre  eux, 

on  aura 

DE  =  FC, 
et,  par  suite, 

^„       CD  —  AB      j:  —  <i 
DE  = = • 


Ce  qui  donnera 


De  Lb  résulte 

Il  s'agit  donc  de  trouver  la  valeur  de  x  qui  rend  maximum 
le  produit  (x  -+-  «)•  [4  c* —  (x  —  /»)■]  que  ron  peut  écrire 
ainsi  : 

(i)  (x-h /i)(x-H  fl)  (x-f- 7.  c  —  n)(iic-ha  —  x). 

Cola  posé,  désignons  par  a,  6,  y  trois  nombres  quel- 
conques et  mettons  le  produit  (t)  sous  cette  forme  : 

Le  nombre  a*  cy  étant  constant,  il  est  clair  que  le  maxi- 
mum cherché  correspond  au  maximum  de 

Or,  les  valeurs  des  nombres  a,  6,  y  étant  arbitraires,  oa 
en  pourra  disposer  de  manière  que  la  somme  des  quatre 
facteurs 

x+û        X  -h  a       x-|-2tf  —  a        oc  -^  a  —  x 
a  a  6  7 

soit  constante,  c'est-à-dire  indépendante  de  X'^  il  suffit, 
pour  cela,  d'attiibuer  aux  nombres  a,  S,  y  des  valeurs 
telles,  que  le  coefficient  de  x  dans  la  somme  dont  il  s^agit 


(7) 
soit  nnl.  Ce  qui  donne 

Celle  ]>reinière  condilion  éunl  supposée  itsmplîe,  il 
faudra,  pour  que  le  produîl  (a)  soîl  maximum,  que  ses 
facteurs  soient  égaux  en  Ire  eux.  On  aura  donc 

(4,  __ , 

(5)  -— -  = ; 

la  valeur  positive  de  x  déduite  du  système  des  équations 
(3) ,  (4)  7  (S)  représentera  la  plus  grande  des  deux  bases 
du  trapèze  maximum  (*), 

Des  équations  (4)  et  (5) ,  ou  tire 


i  __  i  (       r  -h  n       \ 
6        a\jr-f-^c  —  a  f 

1  —  1  /       -^  -^  ^       \  . 
y        a\:tc  -h  a  —  a:/  ' 


I      I 


et,  en  remplaçant  ^t  ~  par  les  expressions  précédentes, 
dans  (3) ,  il  vient 

T  -\-  a  .r  -{-  rt 

an ~c, 

.r  -^  2.C  —  a        2r  -{•■  a  —  .r 

doù 

a[4<^*  —  (.r  — .  «)']-+•  2(»*-f-  rt)(/?  — .r)  =  o. 


(*)  Cette  méthode  élémcntairo  pour  résoudre  quelques  questions  rein- 
tires  au  maximum  el  au  minimum  d'une  fonction  d'une  souIe  Yariahto 
a  été  indiquée  par  M.  Grillot,  professeur  ou  lycée  do  Hrcbt(  Nouvelles  An- 
nales, t.  IX,  p.  70).  G. 


(8) 
En  dëreloppaot  et  réduisant,  on  trouTe  Téquation 

(6)  4?' — ax — ac*  =  o, 

dont  la  ra^cinç  positive 

a  /a*  , 

est  la  phis  grande  des  deux  bases  du  tr^pèae  cherché.  Les 
quatre  côtés  du  trapèze  étant  déterminés ,  il  sera  facile  de 
le  construire  et  d'avoir  l'expression  de  sa  surface  e?  fonc- 
tion des  données  a ,  c. 
L'équation  (6) 

jp'  —  ax  —  aç*  =  o. 
donne 


ou 


Or, 


et 


donc 


:(x  —  a)  =  ac^ 
=  DEv 


CD  X  DE  =  DA. 


Cette  dernière  égalité  montre  que  le  triangle  CAD  esl 
rectangle  en  A.  H  s'ensuit  que  CD  est  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit  au  trapèze, 
liorsque  c  =  a,  la  valeur  de 


-f-ac* 


(9) 
se  rédkiit  à  aa,  les  celés  CB,  BA,  AD  ttmt  égaux  au 
rayon  du  oerde  circonscrit  au  trapèae  dont  le  diamètre 
est  CD.  Et  chacun  des  deux  angles  DAB,  ABC  est  ^al  a 
lao  degrés.  G. 


gfUniM  K  LA  «OISTWH  34S 

(«olrlMMX¥.9it«M); 

PAa  M.  DE  ROCHAS, 
Êlère  à  Téeole  préptntoira  de  Sainte-Barbe  (  classe  de  M.  Gerono  )  y 

Et  m.  GRELLET, 
Elève  à  la  même  école  (classe  de  M.  Vieille.) 


y  (x  ) = o  est  une  équation  à  coefficients  entiers  ^  si/  (o) 
et/*(i)  sont  des  nombres  impairs,  Téquation  n*a  pas  de 
racines  entières .  (Gauss. ) 

Le  polynôme  y*  (x)  étant  un  polynôme  algébrique  en- 
tier, pourra  se  mettre  sous  la  forme 

A, 4--  4-  A,  JB—»  H-  A,«— '  -h .  .  .  -f-  A,_,x  -h  A«, 

m  étant  un  nombre  entier.  Nous  aurons  alors 

/(o)  =  A. 
et 

/(i)  =  A.  -4-  A»  -h  A,  4- ...  -h  A^t  -h  A. , 

f{o)  et  f(i)  étant,  par  hypotkèse,  deux  nombres  im- 
pairs. 

Supposons  que  Téquation 

/(^)=o 
admette  une  racine  entière  a,  elle  sera  paire  ou  impaire. 
Dans  le  premier  cas  ^  cbacun  des  m  premiers  termes  dû 
jf(a)  étant  pair,  puisque  les  coefficients  sont  entiers  > 


(  lo) 
leur  somme  le  sera  aussi ,  et ,  par  suite,  celle  somme  aug* 
mentée  d'un  nombre  impair  A„. ,  ne  pourra  pas  devenir 
nulle. 

Dans  le  second  cas ,  nous  pourrons  remarquer  que  les 
puissances  du  nombre  a  seront  toutes  impaires  et  que , 
par  suite,  chacun  des  m  premiers  termes  de  y*  (a)  étant 
de  même  parité  que  son  coefficient,  la  somme  de  ces  ter- 
mes sera  de  même  parité  que  la  somme  des  m  premiers 
coefficients.  Mais  cette  somme  est  égale  ày(i)  — ^(0)  : 
elle  est  donc  paire  ;  par  conséquent,  la  sonmie  des  m  pre- 
miers, termes  de  y* (a)  sera  paire  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent et  ne  pourra  pas  être  annulée  par  l'addition  d'un 
nombre  impair  A«. 

Le  nombre  a ,  ne  pouvant  être  ni  pair  ni  impair,  ne 
sera  pas  entier.  c.  q.    f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  MÊME  QUESTION  343 


Par  m.  p.  R., 

Élève  du  lycée  Bonaparte. 


Soit 

/(.r)  =  A«.H«-hA,x"-'  +.  ..-f-A|«_,^-h  A«  =  o 

le  polynôme  proposé,  k  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque, de  même  que  A',  on  suppose  que 

/{o)=  A«,=:  aX  -f-  I, 

/(i)  ~  AoH-  A,  -h.  ..-h  A«-,  -H  A«,=  7.  A'  -h  I. 

Aucun  nombre  p  entier  mis  à  la  place  de  X  ne  satisfait  A 
réqnation 

/{x)  =  o. 

En  eflet,  effecluons  la  subsiituliou.  Il  vient 

Ao/>-  -f  A,  /V-  '  4-  A,/?*-«  4- . .  .4-  Am-.^  p  -h  A«. 


(  "  ) 

Si  p  est  pair,  tous  les  termes  le  sont,  à  Texception <ile  A^:^ 
donc  la  somme  algébrique  de  ces  termes  n'est  pas  nulle. 
Si  y^  est  impair,  la  somme  des  termes 

est  encore  paire.  Car 

/(,)  -/(o)  =  2A  -  2  /'  =  2  (/•  -  r). 

Donc  le  nombre  des  coefficients  impairs  de  (i)  est  pair. 
Donc  leur  sonmie  algébrique  est  paire.  La  somme  algé- 
brique des  termes  de  (i)  à  coefficients  pairs  est  encore 
paire.  Donc  enfin  le  polynôme  (i)  est  pair,  et,  par  suite ^ 
le  polynôme 

Ao/?-4-  A,/>^»  -4-.  .  .-h  ^fn-^p-k'  A« 

n'est  pas  nul,  puisque  A„,  est  impair. 


LETTRE  SUR  LA  H&THODE  DE  M.  PARHENTIER 

(Toir  l.  XIV,  p.  S70). 


Je  trouve  dans  vos  Nom^eUes  Annales  (octobre  i855) 
une  formule  nouvelle  de  M.  Parmenlier  pour  la  quadra- 
ture des  courbes  planes.  L^auteur  affirme  que  celte  for- 
mule est  toujours  préférable  à  celle  de  M.  Poncelet,  mais 
celle  assertion  ne  me  paraît  pas  fondée. 

Considérons  en  effet  une  courbe  tournant  sa  concavîté 
vers  l'axe  des  .r.  Je  suppose  la  base  du  segment  divisée 
en  parties  égales ,  et  les  trapczcs  inscrits  et  circonscrits 
de  M.  Poncelet  construits  sur  les  divisions  de  la  base. 
Soient  A  la  somme  dos  trapèzes  inscrits,  A'  celle  des- 
trapèzes  circonscrits  et  S  l'aire  exacte  du  segment.  On  a , 


(  •>) 

suivant leâ  cas, 

2         ^ 

A  -h  A' 
Je  suppose plus  grand  que  S. 

En  comparani  la  formule  de  M.  Parmenlier  à  celle  de 
M.  Poucelet,  on  trouve 

3  2      ""      6      ' 

A'  étant  évidemment  plus  grand  que  A ,  on  a 

A+aA^       A4- A^ 


Donc,  puisque,  par  hypotlièse,  la  formule  de  M.  Ponce- 
let  donne  une  valeur  trop  grande,  celle  de  M.  Parmentier 
sera  moins  approchée  qu'elle. 

En  considérant  une  courbe  qui  tourne  sa  concavité 
vers  le  haut,  on  verrait  de  la  même  manière  que  toutes 
les  fois  que  la  formule  de  M.  Poncelet  est  approchée  par 
défaut,  elle  est  plus  exacte  que  celle  de  M.  Parmenlier. 

Un  Abonné. 


RÊPONSB  A  LA  PRÉCÉDENTE  LETTRE. 


Je  vous  renvoie  la  Note  critique  que  vous  m'avez  com* 
muniquée  relativement  à  ma  formule  de  quadrature. 
Votre  abonné  dit  :  «  L'auteur  affirme  que  cette  formule 
est  toujours  préférable  à  celle  de  M.  Poncelet ,  mais  cette 
assertion  ne  me  parait  pas  fondée.  »  D'aboixlje  vH affirme 
rien ,  je  démontre  que  lorsque  les  éléments  dans  lesquels 


(  '3) 
on  partage  la  courbe  sont  assez  petits ,  ma  formule  est 
beaucoup  plus  approchée  que  celle  de  M.  Poncelet,  et 
cette  assertion  n'est  ni  plus  ni  moins  fondée  qu^un  théo- 
rème quelconque  d'algèbre  ou  de  géométrie.  J^ai  donc 
lieu  d'être  fort  étonné  de  voir  contester  une  chose  évi- 
demment incontestable  par  tous  ceux  qui  ont  compris  les 
considérations  analytiques  qui  m'ont  conduit  à  modifier 
la  formule  de  M.  Poncelct,  et  je  pourrais  laisser  sans  ré- 
ponse le  singulier  raisonnement  de  votre  abonné.  Je  veux 
pourtant  dire  eu  quoi  il  pèche,  ne  fût-ce  que  pour  Tcdi- 
fication  personnelle  de  son  auteur. 

Considérant  le  cas  d'une  courbe  concave  vers  Taxe  des 
abscisses,  votre  abonné  dit  que  l'on  a,  suivant  les  cas, 


A  •+•  A'  ' 
et  il  prend  le  cas  ou  ^  S.  A  partir  de  là  son  rai- 
sonnement est  irréprochable,  et  il  démontre  que  dans 
ce  cas  — r est  plus  approché  de  S  que 5 —  ?  c'est- 
à-dire  que  la  formule  de  M.  Poncelet  donne  un  résultat 
plus  approché  que  la  mienne.  Il  n'y  a*  qu'un  petit  mal- 
heur à  cela ,  c'est  que  le  cas  examiné  par  l'auteur  ne  peut 
jamais  se  présenter.  Si  votre  abonné  avait  lu  ma  Note 
avec  un  peu  plus  d'attention ,  il  aurail  vu  que  je  démontn* 
(p.  379)  que  S  —  A'  est  plus  petit  que  S  —  A  (en  valeur 
absolue  ) ,  ou,  en  d'autres  termes ,  que  la  somme  des  aires 
des  trapèzes  circonscrits  est  plus  rapprochée  de  l'aire  de- 
là courbe  que  la  somme  des  aires  des  trapèzes  inscrits. 
Or,  dans  le  cas  d'une  courbe  concave  vers  Taxe  des  ab- 
scisses, A'  est  plus  grand  que  A,  et  comme  S  est  plus 
approché  de  la  plus  grande  de  ces  deux  quantités,  il  s'en- 
suit que  S  est  plus  grand  que  leur  moyenne  arithmétique^ 


et  que  l'on  a 


{  '4  ) 

A-+- A' 


<S 


Votre  abonné  pari  donc  d'une  hypoihèse  absurde  en  po- 
sant 

9. 

Avant  d'établir  par  des  considérations  de  séries  que 
S  —  A  est  plus  grand  que  S  —  A'  (en  valeur  absolue) , 
j'avais  dit  (p.  372)  qu'il  est  facile  de  voir  par  de  sim- 
ples considérations  géométriques  que  la  somme  des  aires 
des  trapèzes  circonscrits  conduit  à  un  résultat  plus  ap* 
procbé  que  celle  des  trapèzes  inscrits,  mais  je  ti*avais 
pas  cru  devoir  démontrer  cette  proposition  élémentaire. 
Comme  votre  abonné  ne  s^en  est  pas  rendu  compte ,  ce 
qui  Ta  fait  tomber  dans  son  raisonnement  paradoxal  ^  je 
répare  ici  cette  omission. 


r  X 


Soit 


9p^pP\ 


Il  s'agit  de  démontrer  que  la  différence  entre  Taire  in- 
scrite et  la  courbe  est  plus  grande  que  celle  entre  Taire 
circonscrite  et  la  courbe,  ou  que  le  segment  curviligne 
Mm  M' est  plus  grand  que  la  somme  des  segments  curvi- 
lignes MTw -f- mT' M'. 

Menons  les  cordes  Mm  et  mM',  Il  est  facile  de  voir 


(  i5  ) 
que  le  triangl    MmlVr  est  égal  à  la  somme  des  triangles 
MTm  -f-  mT'M'.  En  effet ,  on  a 

triangle  M/wM   = = =  Pw  x  mn. 

a  . 

MT  X  Mif        ^  MT 

triangle      Wtm  = =  P;>  x  —  ? 

triangle  /w  T'  M'  = =  Po  x ^ 

et  somme  des  triangles 

MT/n  -+-  /wT  M' '=  p^(MT-hM^r)  _  p^  ^  ^^^^ 

même  expression  que  pour  le  triangle  M  m  M'. 

Or  Faire  curviligne  M  m  M'  est  évidemment  plus 
grande  que  le  triangle  M  m  M',  et  la  somme  des  aires  cur- 
vilignes MTm  +  mT'M'  plus  petite  que  la  somme  des 
triangles  de  même  nom.  Donc,  enfin,  l'aire  curviligne 
MmM'  est  plus  grande  que  la  somme  des  aires  curvilignes 


(*)  Je  profite  de  cette  occasion  pour  dire  aux  lecteurs  des  Nouvelles  An- 
nales qu'étant  devant  Sébastopol  lors  de  Vimpression  du  numéro  d'octo- 
bre i855,  je  n*ai  pu  surveiller  moi-même  la  correction  des  épreuves,  et 
pour  les  prier  de  vouloir  bien  corriger  eux-mêmes  plusieurs  fautes  essen-- 
tielles  signalées  dans  les  errata  du  numéro. 

Théodore  Pàrmbntibr. 


{  '6) 


SOLtiTiON  DR  LA  «IlESTiON  34» 

(  Toir  paffe  n }  ; 

Par  m.  Cr.  MOREAU, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (  cUmo  de  M .  Briot). 


Soient  donnés  un  angle  trièdre  de  sommet  S  et  nu 
point  fixe  O  par  lequel  on  mène  un  plan  coupant  les 
faces  de  l'angle  suivant  le  triangle  ABC^  trois  parallèles 
aux  côtés  du  triangle  et  passant  par  le  point  O  partagent 
ce  triangle  en  trois  parallélogrammes  et  trois  triangles; 
^1 9  ^t  7  ^3  étant  les  valeurs  de  trois  pyramides  ayant  pour 
bases  ces  parallélogrammes  et  S  pour  sommet  commun, 
la  somme 


r        I 
-  H-- 


est  contante ,  de  quelque  manière  qu*on  mène  le  plan  cou- 
pant par  le  point  fixe  O. 


Je  mène  par  le  point  O  trois  plans  OM ,  OK ,  OL  res- 
pectivement parallèles  aux  trois  faces  de  Fangle  trièdre, 


■  (  t7  ) 
le  plan  OM  coupe  SA  en  M ,  le  plan  OK  coupe  SC  en  K  • 
et  le  plai^OL  coupe  SB  en  L:  ces  trois  plans  coupent  le 
plan  ABC  suivant  les  trois  droites  DE,  FG,  IH  menées 
parallèlement  aux  rôles  du  triangle  ABC  ,  savoir  DE  .pa- 
rallèle à  BC,  FG  parallèle  à  AC,  IH  parallèle  à  AB,  et , 
de  plus^  ils  forment  un  parai léli pi pède  avec  les  trois  faces 
de  l'angle  trièdre. 

Considérons  maintenant  la  pyramide  ayant  pour  .base 
le  parallélogramme  OFAH  et  pour  sommet  S;  elle  peut 
être  regardée  comme  la  somme  de  deux  pyramides  ayant 
pour  bases  le  'même  triangle  SAO  et  pour  Hauteurs  les 
distances  des  points  F  et  H  à  ce  plan.  On  aura  donc,  en 
appelant/et  h  ces  deux  distances, 

SAFOH  =  ix  SAO X  (/'+/). 

La  pyramide  SMPOQ  aura  de  même  pour  mesure 

SMPOQ  =  i  X  SOM  X  (/?  +  ^), 

eu  appelant  p  o.lq  les  distances  des  points  P  et  Q  au  plan 
SOM.    . 

Or  on  a 

car  les  lignes  FP  et  HQ  sont  parallèles  à  SA,  et,  par 
suite,  au  plan  SAO.  On  a  donc 

SAFOH  _  SAO  _  SA 
'SiMPOQ~"SOM""SM' 

on  lire  de  là,  en  posant  SAFOH  :=  t^i , 

1  —       '  SM 

p,  "~  SMPOQ  ^  SA  ' 

Ann,  de  Hathémat.^     t.  XVI.  (  JanTÎer  1857.)  ^ 


...         (  •»•)  ' 

On  déDion  liera  de  même  que  l'on  a 


et 


Or 


SBIOD  ~  r,  ~  SLPCW  ^  SB 


I  =        I         *  SK 


SKNOQ  ^  se 


SMPOQ  =  SLPON  =  SKNOQ, 


car  chacune  de  ces  trois  pyramides  est  le  tiers  du  même 
parallëlîpipède  SLNKMPOQ;  on  a  donc,  en  appelant  w 
le  volume  de  Ttîne  de  ces  pyramides , 


^"^7,'*"7,*~P  VSA  '^SB'^SCJ' 


Or 


donc 


SL  _  CG       SK  _  BI 

SB  "^  CB  *    se  ""  BC' 

SL       SK.       CG  +  BI       BE       AD 

AM 

SB   '   se            BC            BC       AB 

"  AS^ 

Sftf 


comme  il  faut  encore  y  ajouter  le  rapport  ^r-'  ^^'^  * 

I        I        ï^l/AM       MS\       2^ 
i^  "*"  ^  "^  r,  *"  f»  \  AS  ."^  AS  /  ""  y' 

Donc  la  somme  des  inverses  de  ce»  trois  pyramides  est 
constante  et  égale  à  l'inverse  de  Tune  des  pyramides 
SMPOQ  ou  à  trois  fois  l'inverse  du  parallélipipède  OS. 

Note.  Prochainement  une  sohitioi>  trigonométriqne  de 
M.  Richard  0:(amendy. 


(»9) 


SOLUTION  m  lÀ  QUESTION  $4S 

(voir  loiDt  XV.pageSafT); 

Pae  m.  g.  forestier, 

ÉlèvQ  de  mathématiques  spéciales  -au  lycée  Saint-Louis 
(  classe  de  M.  Briot  ). 


Soient  â,  &,  c,.*m/^  ^  ^i^^  ^u  premier  quadrant;  je 
supposerai  que  a  est  le  plus  crand  de  ces  arcs  et  que/ est 
le  plus  petit.  Nous  avons 

sin  a  -h  sin  ^  +  sin  c  + . .  •  +  sin/ 

«osa  -f-  cos  A  -h  cosc  -f- . . .  -h  cosy 

et  nous  voulons  démontrer  que  Ton  a 

Or,  dans  le  premier  quadrant,  le  sinus  du  plus  grand 
arc  est  le  plus  grand  sinus  et  son  cosinus  est  le  plus  petit. 
Par  conséquent,  en  remplaçant  au  numérateur  chaque  si- 
nus par  sin  a  et  au  dénominateur  chaque  cosinus  par 
cosa,  nous  augnftntons  la  valeur  de  la  fraction  et  nous 
avotis 

/i  sin  «  ^ 

>9 

ncostt 

ou 

lang«>7.       . 

De  même ,  en  remplaçant  chaque  sinus  par  sinus y*et  cha- 
que cosinus  par  cos^*,  on  diminue  la  valeur  de  la  fraction, 
et  l'on  a 

— — ^<^     ou     tang/<7, 


(ao) 
par  siîîu», 

C.    Q.    ¥,    D. 

C*csl  aussi  un  cas  particulier  de  rc  théorème  général  : 
v%  -r^vM  T^  étant  n   expressions  fractionnaires  écrites 

suivant  un  ordre  de  grandeur  croissante,   Texpression 

rt,  4-  ûi  -+"  •  • .  4-  ^n  .  ^\      On 
P  est  comprise  entre  7-  et  7— 


SOLUTION  DE  Lf  QUESTION  338 

(roirt.  XV.  p.  MO); 


Pab  m.  JOZON,. 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 


Diaprés  Ténoncé  de  la  question ,  je  prolonge  la  base  du 
triangle  isocèle  ABC  d'une  longueur  CD  égale  à  BC.  Je 


joins  le  point  D  au  point  E,  milieu  de  AB,  et  le  point  F 
se  trouvant  le  point  d'irtlerscction  des  médianes  du  trian- 
gle ABD,  on  .1 


cf  =  1ac. 


Je  porte  AG  =  CF  et  je  mène  DG  qui  rencontre  AC 


{ »'  ) 

en  H  ^  soit  I  le  point  d'intersection  des  diagonales  du  qua- 
drilatère GHFË,  jç  mène  DI  qui  rcueontre  AB  en  K.  Je 
dis  que 

AB=  i5GK=  loEK. 

Le  triangle  DEG ,  coupé  par  la  transversale  FHA ,  donne 

<i)  GHXDFXEA  =  GAXFEX  HD 

Mais  Ie&  côtés  de  ice  triangle  sont  aussi  partagés  en  seg- 
ments qni  6ont  en  involution,  par  les  lignes  DK,  EH, 
•GF  partant  des  trois  sommets  et  se  coupant  en  un  même 
point.  On  a  donc 

(2)  GHX  DFX  EK=:GKXFEXHD. 

Divisant  membre  à  membre  Téquation  (1)  par  récjua- 
lion  (2),  j'ai 


ou 


EA  _ 
EK." 

GA 
"GK 

AB 
2EK" 

AB 
"3GK' 

2EK  = 

=  3GK. 

ou  enCn 

Du  reste  on  a  aussi 

EK4-GK=EA  -  GA  =  (^-5)  AB=gAB. 

•  3 

Je  remplace  dans  cette  égalité  EK^^ar  -«GK  cl  j'ai 


GK 


/       3\       AB 
('  +  ;)=  G' 


(  «  > 

d'où 


et 


_.-^       AB      AB       AB 

0        i5        10 


C.    Q.    F.    I>. 


Note.  MM,  Leopold Sylvestre,  du  collège  Rollin  (classe 
de  M.  Suchei) ,  Moreau^  du  lycée  Louis-le-Grand ,  et  le 
P.  Rochelle  ont  résolu  la  quest  ou  à  peu  près  de  la  même 
manière. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  iU 

(rolr  t.  XV.p.  MS); 

Pail  mm.  a.  PICART  et  BOURDELLBS, 

Élô\ps  du  lycée  Saint-Louis  (cbiftse  de  M.  Briot  ). 


Un  point  fixe  O  est  donné  dans  un  angle  plan  A.  Par 
O ,  on  mène  une  transversale  rencontrant  les  côtés  de 
Tangle  vn  B  et  en  C ,  S  et  S'  étant  les  aires  des  triangles^ 

OB  A,  OC  A,  la  somme -H- ^  est  constante,  quelle  que 

soit  la  manière  dont  on  mène  la  transversale. 

Soient  OB',  OC  les  perpendiculaires  abaissées  du  point 
O  sur  les  côtés  AB ,  AC.  J'aurai 

L      1  —       ^  2       _ 2(Aa.0B^-4- AC.OC^) 

S  "^  S'  ""  AB.OB'  "*"  'AC.OC  ""       AB .  AC . OB' . OC' 

Or 

AB.OB' H- AC.OC  =  AB.  ACsin  A. 


(  a3) 
Donc 

I        I  2AB.ACsinA  asinA 

;  x=:  constante. 


S       S'       AB.AC.OB'.OC       OB'. OC' 


C.    Q.    F.    D. 

f 


On  aurait  pu  du  reste  arriver  à  priori  à  cette  expression 

2  sin  A   ',    j 

^  de  la  constante. 


OB'.  OC 

En  effet,  si  je  mène  la  transversale  OO'  de  manière 
qu  elle  soit  parallèle  à  Pun  des  côtés  de  l'angle,  la  somme. 

g4-g7sc  réduit  à  g- Or 


Mais 


donc 


AO  ;><  sin  O'  AO  sin  PAC 

""  2  sin  A 


A0sioO'AO  =  0B', 
AOsinOAC'  =  OC'; 

.  I         2  sin  A' 


S       OB'. OC' 

Il  serait  facile  do  voir  que  le  théorème  subsiste,  encore 
quand  la  transversale  rencontre  un  côté  et  le  prolonge- 
ment de  Vautre ,  ou  bien  encora  quand  le  point  O  est  à 
Textérieur  de  Tangle.  Alors  la  somme  se  change  en  dif- 
férence. L'édoncé  général  exige  qu'on  dise  la  somme 
algebrigue. 


(  =^4) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  3Si 

(vofrl.    rV^i^   464)  i. 

Pab  mm.  BOYFXDIEU  kt  A.  SILVESTRE, 

Ëlèves  de  M.  Catalan. 


On  donne  quatre  droites  A  =  o,  B  =  o,  C=so,  D  =  o 
et  uin  poînlO  dans  leur  plan  -,  on  joint  ce  plan  au  point  d'in- 
tersection de  A  =  o  et  B  =  o,  et  Ton  prend  la  conjuguée 
harmonique  de  celle  droite  par  rapport  au  système  (A,  B); 
on  fait  de  même  par  rapport  au  système  (C ,  D) .  Ces  deux 
droites  se  coupent  en  un  point  (i).  On  opère  de  même  par 
rapport  aux  systèmes  (A,  C)  et  (B,  D),  puis  (A,D)  et 
(B,  C).  On  obtient  ainsi  deux  nouveaux  points  d^inter- 
section  (2)  et  (3)  enïîgne  droîie  avec  le  premier.. 

Dcmonst  ration. 

Si  A,,  Bj,  C,,  D,  sont  le»  valeurs  que  prennent  les 
premiers  membres  des  équations  de  nos  droites  quand 
on  y  remplace  les  cpordonnées  variables  par  celles  du 
point  O, 

A.       B.  ~  "^ 

sera  la  forme  de  Féquation  des  droites  joignant  le  point 
O  aux  points  d'intersection  des  droites  données. 

On  sait  d*ailleurs  que  les  deux  droites  P  -+-  XQ  =  o, 
P  —  iQ  =  o  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  droites  P  =  o  et  Q  =  o. 

Ceci  étant,  les  équations  de  nos  conjuguées  harmoui- 


(») 

ques  pourront  se  mettre  sous  la  forme 


(0 


A 

A, 

R 

=  o, 

C 

C. 

=  0, 

A 

A, 

C 

=  Ot 

B 
B. 

D 

=  o, 

A 

A, 

-1, 

=  o. 

B 
B, 

C 

=  o, 

(») 


(*) 


d^où  l'on  voit  immédiatement  que  la  droite 
A       B       C        D 

passe  par  les  trois  points  d'intersection  dont  il  s'agit. 

Note,  Un  abonne  de  Marseille  fait  observer  que  dans 
un  quadrilatère  plan  les  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  opposés  et  les  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  deux  diagonales  se  coupent  en  un  même  point.  La 
perspective  de  cette  figure  donne  le  théorème  353  dont  le 
théorème  354  est  le  corrélatif.  L'élégant  mode  de  solution 
de  MM.  Boycldieu  et  Siivestre  s'applique  avec  un  égal 
succès  au  théorème  353. 


{  ^6) 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  332 

(voir  tome  XV,  p.  1*9); 

Par  m.  M0R£AU,  . 

Élève  du  lycée  Saini-Loiûi  (  fiasse  de  M.  Briot). 


Soit 

M  -el  N  sont  des  fonctions  algébriques  entières  de  jr 
n'ayant  pas  de  facteurs  communs  ni  nmltiptes  (^).  k  est 
un  nombre  entier  positif.  Désignons  par  P  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  X  et  de  -r-  i  faisons 

dx 

alors  N  .est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Q  et  de 


• 

En  effet, 

on  a 

. 

r/X 

dx  ' 

"^dx 

N*  + 

/HMN*- 

dx 

ou  bien  ^ 

' 

dX 
dx  "" 

■N*-'. 

[dx 

• 

f' 

Le' plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  sa  dérivée 
est  N*"*i  car,  d'après  les  conditions  de  Ténoncé ,  MN  et 

-7~  N  -h  A  -r-  M  n'ont  pas  de  facleuis  communs. 

dx  (IX  '■ 


[*)  Jt!  ci'ois  que  relie  coaditiqn  Cbt  nécessaire  pour  là  démoustratioii. 


(  >7  ) 
Aihsi 

Pr=N*-'. 

Maînienant  on  a 


et 


Le  plus  grand  commun  diviseur  de 

Q=:MN 


«t  de 


est  donc  N. 


«_4«=,.-„^« 


««UYILLBS  F0MUU8 

foir  U  Merniiatioi  iidépeidaite  des  coetEcieiU  dus  li  série  des  sécule&- 
.  et  U  série  des  taigeiles  et  loibres  knoHilieis  \ 

D'4Pmàs  M.  0.  SCHLOMILCH, 

Professeur  à  Dresde. 


{Archives  mathémaCtqmesdé  Grunert,  t.  XVI.  p.  4i  '  )  i85i , 
et  Nouvelles  Annales  y  t.  Vil  I,  p.  367.) 


i.  Notations.    1°.  n\  produit  continuel  1.2. 3...  n, 

a**,  //i,  =  ^-^^ — ^ ,  coefBcient  binomial ,  /Wo.=  i . 

n\  (m  —  n),' 


(»8) 
3".   (  D**  Fx)o  =  valeur  que  prend  la  dérivée  d'ordre  n 
de  F  ( x)  lorsqu'on  y  fait  jr  =  o. 

2.  Lemme. 

L  4-  ( 2  ^ )4_,  COs4 ^  —  (3t/)A-i  COs6.r  -h . . .  J 

D'*  ces  pi. r  =  (—  i)'»  f*"»  cosptx , 

(2HD    sm    X).-   ^^^,    L_(2;t)^__^6--h...  J' 

3.  Lemme. 


sin'*""'  x 


d'où 

I(D'*-'sin2*"».r). 
^(-■y^T       (2Ar-,),...i»— l(2X-.i),_3.3=— j 

4.  Lemme. 

Sécante, 

5.  Soii 

2!         4*  ^^- 

d*oà 


(  ^9) 


or 


'i  ,3.5. . .  2/14-  I 


.    1.3.5  (2/1— i)  .  ,     1 

2.4.5.  ..   2/ï  J 


1.3  .  ^ 

2.4 


ri.3. 
U.4. 


.  aff  -f-  2 


sin^^+^jT-f-.  .. 


Dans  la  seconde  partie  enlre  parenthèses,  remplaçons 
sinx  par  sa  valeur  en  x  [lemme  4) ,  on  aura  une  série  de 
cette  forme 


et 


donc 


«i  j:"'+'  4-  flf,*'"-^*  -h  «3  j:'"'*-»  -h. .  .  =  S  (  ^) 


•       [D'-S(j:)]o  =  o; 


T,„  =  i(D"'5in'x),4-^(D"sin^ar).-h... 
2       '  2  •  i|. 

■4-'-^-?-;''"~'(iysin'"^,3. 


2.5.6.  .  .  2/1 

Faisant  donc  dans  la  formule  (2)  (Icmme  2)  h  successive'- 
ment  égal  à  1.2. 3...  n ,  on  obtient 


(4) 


.  1.3.5 


71)  ?  '^^'•*"  ""  ^"'^"  "^  ^"^""^ 


.3.5. . .  2»  —  I       I 
2.4.6, .  .  2n         2'"- 


r(2/»)._..2'--  (2I.),_,.4"...-| 

\       ^l.       db{2«),(2/i)'"         r 


(  3o  ) 
Pour  7i  ==  3 ,  on  trouve 


2.4.6  2»  *•  ^  -* 


=  16 —  180-+-  225  =  61. 

Tangente. 
6.  Soit 

.  "^i**  I  *****  I         i     "^t»— I      ^k_, 

d'où 

Lorsque 

%     ^      ^      2 

-on  a 


tang  j?  =  «nx  (i  — -  sin'.r  )  ' 


[sin* -4--sin^x  H — ^sin*x  1 

2                2.4  I 

,   1.3. ..  2«—  3  .  ,^,  I 

2.4.*.  .  2/1  —  2  J 

,  ri.3.5...  2/1  — I  .  . .  ■    ,      1 

L     2.4.6.  .  .   2/f  'J 

on  démontre  comme  ci-dessus  quW  a 

T„_i  =  [ D'»-'  sin x]o  +  -  [  D'»-*  sin» -r  ], 
ï-3r^.    .  .  :    1  1.3.5... 2«  —  3r^. 


(3.  )       • 
Fx*  reste  s'annule  ;  doue ,  d'après  la  formule  (3) , 


3S     2' 


1  +  J7-'if5..  l'r'  —  5,. 3»-'  +  5..5'»-  -+-. 


(3) 

I  «S. . .  2/1— '  3       ï 


-f- 


2.4.  •  .   2«  —  a      2''*-~* 

^[±(2/1-^1).  (2/1^1)'-^  r 

Faisant  successivement »=  1,2, 3,  4?  on  a 

T,  =  1,     T,  =  2,     T»=i6i     T,  =  272 

Sécante  et  tangente  y  Jormule  unique, 

7.  Il  s'agit  de  trouver  une  seule  formule  qui  donne  à 
la  fois  T,„  et  T,,_,  ;  on  a  • 


sccjr 


-ht(ing4r=  lang  (j-H-J?  ) 


T  T 

=  T,  4- T,  jp  4- ~,  X* -h  ~  ^ -^  •  •  •  î 
2!  6\ 

d'où 

Lorsque  x<-> 

t^ng- ï -T -H  -  *  )  =  cosx  (  1  —  sin  a:  ) 

(cosx  -h  sin  X  cosir  -4-  sin' j?  ços  jr\ 
-f-  sin'"^  cosx  / 

-h  (sin"^'  jr-cosx  4-  sin*^'fls  co»«  -f- .  '. .  ) • 


(■3a) 
On  prouve  comme  ci-dessus  qu'on  a  seulement 

T«=.(D*cos.r), -f.  (I>"sinj:cosx)j  -4-  (D*'sin'xcosx),-f-.. 
-f-  (I>"sin'"xcosx'),, 
I 


I>"  (sin*xcoscr)  = D^»  sin*-^'  jf. 


donc 


T»  =  -  (  D-^'  sin jr)o  -H  -(D-^'  sin'or). 

w  4-  I  ^ 
Ayant  égard  aux  formules  (a)  et  (3),  on  a 

=  «4-5.^[3..i'^'-3..3'«-'] 

(6)     /  +l.l[5,.i'-+'-5..3'"+'+5,.5'"*'] 

(a/i  +  i),.!»*' 


2 


r     (2/n-i),.i»«-'  -1 

L±(2n-+-i),(2n-»-  i)»-*' J 


(7) 


{_,).*.  T.„_. 
I -f- i . -^  [6. .  a»  —  6,  •4'" -f- 6,.6'"] -»- . . . 


En  faisant  dans  celle  dernière  formule  /i  =  3 ,  on  a 
=  i6  —  I20  -4-  1 20  =  i6,  comme  ci-dfssus. 


(33) 
Formules  récurrentes. 


8. 


(8)  m.T„  —  /WaT,-,  -h  nu  T^,  —  m.T«.e  -h. . .  =  sin  —, 

7. 

(  9)     T«4..  =  '^.  T,T^  -f-  //?.  T,  T«_,  -4-  ///,  T,  T,_,  4- .  •  . 
à  démontrer. 

Nombres  bernoulliens  [Jacques  Bemoiilli). 

9.  B^  désignant  un  nombre  bernoullien ,  on  sait  que 
l'on  a 

_  2'*  (a**  —  i)  

Les  formules  (4),  (5),  (6),  (7),  (8) ,  (9)  s^appliquent 
donc  aussi  aux  nombres  bernoulliens  (t;o/r  Lacroix ,  Ca/~ 
cul  différentiel^  tomelll,  p.  84  et  106^  18 19). 


THÉORÈME  DEULER  SUR  L AIRE  Dll  SECTEUR  PARABOLIOIIB 


P       , 

/-         '' 

/    ■■■  î 

4cos'^V 

r   —                      ■  > 

4co»'iç' 

f-T  =  9.     T>«. 

t'>0,      r'>r. 

on  a 

4rr' 

2 

r  -H  r'  —  2C05  -  9  ^^r' 

3 
Jmi.  cfe  Mathémat.,  t.  XVI.  (Janvier  1857.) 


(34  ) 

égale  aîre  du  segment  parabolique  compris  cnlre   r  cl 
Taxe. 

égale  aîre  du  segment  compris  entre  r  cl  r'. 
4r    V^  —  cos~Ov/? 


4r  — /?  = 


r  H-  r  —  2  ces 
2 


2 

r  -f-  r'—  2  cos-0  sJrr'-\-  2  r'  sin'  -  0 


2r-4-/>  =  2/ 


r  4-  r'  —  2  co»  -  0  ^rP 

On  a  des  expressions  semblables  pour  4r'  —  ^  et  ar'-h/'. 

J'r  —  ces  -  9  s/r 

^  2 

esl  négatif,  et 

est  positif.  Donc 

2  v/r(^— co5^9\/7'  j 

t/  r  -4-  r'  —  2  cos-0  v''"*' 

>UP^P=-     y    ^  "7—=-' 

4  /  r  -f-  r'  —  cos  -  0  V^rr  ' 


(  35  ) 
Substituant  ces  valeurs  dans  Si ,  on  k 

6S.  _  A  4-  B 


A  =  r'  (  r  4-  r'  —  2  cos  -  0  y'^'  -i-  2r  sin»  -  0  ) 
fe  =r  (r-h  r'  — 2COS-0  V'rr'  -|-i/sîn'-§J 

C=  (r-+-r' —  lcos-0  v'/r'J    ; 
À  -H  B=  (r-+-  r'  —  acos-G^^'l 

X  |(>-H-r')«  — (r-hr')cosie^rP  —  ifr'cos'-ôj 
=  (r-h  >■'  -hcos-0  \/rrj  (r-f-r'  —  acos-O  v^/r'  |   ; 


d'où 


Observation.  On  parvient  au  même  résultat  en  suppo- 
sant f  et  f  '  de  signes  opposés. 

Soit  s  la  longueur  de  la  corde  qui  joint  les  extrémités 
des  rayons  vecteurs  r  et  /  -,  on  a 


le  signe  supérieur  lorsqu'on  a  o  <^6<^  i8o,  cl  le  signe 

3, 


(36) 
inférieur  pour  180  <^  6<^36o..  Donc 

S   =-^[2(r+r')±:v^(r4-/-'j»^  j»J 


X  V>  [  r-+- r' zp  V'('' -+- ^')' —  ^'] 


/r^r'^sV^       /r-hr'  — 5V 


vav 


V;/--hr')ipv^(r-+-r'}'-5* 
<loilèlreposînf. 
Faisons 


2 

on  aura 


—  =  rf,        =r. 


d'où 


Telle  est  la  belle  expression  de  l'aire  du  secteur  para- 
bolique trouvée  par  Euler  [MiscelL  Bcrofin,,  u  VII, 
p.  30).  Mais  Euler  n'en  a  tiré  aucun  partie  et  le  ihëo- 
rème  était  tellement  oublié,  que  Lambert  croyait  l'avoir 
découvert,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  son  ouvrage  :  Insignio* 
res  orbitœ  cometarnm proprietates,  Aug.  Vindelîc.  •  1 761, 
§  83  ,  et  dans  ses  Beitrage,  partie  III,  p»  257,  1765,  cl 
depuis  on  a  en  effet  attribué  le  théorème  à  Lambert.  C'est 
M.  Gauss  qui  a  revendiqué  les  droits  d'Euler  [Motus 
theoriœ  p/anet.,  p.  1195  1809).  Il  est  pourtant  vrai  que 
Lambert  est  le  premier  qui  ait  étendu  le  théorème  à  l'el- 
lipse et  à  l'hyperbole. 

M.  Gentil,  chef  d'institution,  a  publié  en  i854,  che^ 


(  37  ) 
Mallet-Bachelif;r  :  Démonstration  efun  théorème  de 
Lambert  par  la  géométrie,  in-8  de  8  pages.  Cette  dé- 
monstration est  fondée  sur  des  théorèmes  énoncés  dans 
un  programme  de  runiversllé  de  Dublin  [lSou\^elle5  An- 
nales, 1847,  ^*  ^^  '  P-  i-^^i  "**"  5-12). 


SOLIiTrO\  DE  LA  OUESTION  335 

(voir.  l.  XV,  p.  MO) . 

Par  m.  L.   AKMKZ, 

Élève  du  lyeée  Louis-IC'Graod . 


Soient  A  et  B  les  centres  des  deux  cercles  donnés ,  KH^ 
et  HK'  les  tangentes  intérieures  communes,  KH  la  tan- 


gente extérieure  commune  aux  deux  cercles  Â  et  B-,  je 
mène  les  rayons  AC,  BD  aux  points  de  contact  C  et  D  des 
tangentes  intérieures. 

Les  triangles  semblables  OAC,  OBD  donnent 
OC  _  AC. 

od""bd'' 

on  a  d'ailleurs 

ôdW  Ob'—  bd! 


(38  ) 
Multiplianlces  deux  égalités  membre  m  membre  ,  i\  Tient 


ou 


OCXD  =  ^  •  Ob'  —  AC.BD 

DU. 


OC.OD  -h  AC.BD  =  ^  .  Ob'. 


Mais  ou  peut  remplacer  le  rapport  — j  par   le   rapport 

AO       .  ,   .         ,     ,        n 
-—  qui  Jtui  est  égal ,  et  1  ou  a 

(a)  0C,0D4-AC.BD  =  A0.0B. 

Cela  ]>osé,  jt>  joius  le  centre  A  au  point  K  où  se  cou* 
peut  la  tangente  extérieure  KH  et  la  tangente  intérieure 
KH'^  je  mène  également  BH'  du  centre  B  au  point  d'in^ 
tersection  de  KH'  avec  K'  H'  qui  est  une  seeonde  tangente 
extérieure  commune^  j'achève  le  quadrilatère  AKBH'et 
je  remarque  qu'il  est  inscriptible. 

En  effet.  AK  étant  bissectrice  de  Tangle  BKM,  ou  « 
Tégalité  d'angles 

AKH'  =:  NKH 

on  a  d'ailleurs  BKH'  =  BKU 


d'où  AKB  =BK.N 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l*anglc  AH'B 
est  droit. 

Le   quadrilatère  AKBH'  ayant  deux  an^^Ies    opposés 
droits  est  inscriptible ,  et  Ton  a 

AO.OB  =  KO.OH', 

et  comme  OH  =  OH^ 

AO.OB  =  R0.OH. 

Substituant  au  produit  AO.OB  dans  légalité  (a),   le 


(  39 .) 
produit  KO.OH  qui  lui  esi  égal ,  on  a 

OC.Ort-f- AC.BD:è=RO.OH. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note,  MM.  Legrandais,  élève  du  lycée  Saiiit*LouJs, 
A.  Raimbeaux,  leP. Rocliellc,  S.  J.,  et  un  anonyme  onl 
résolu  la  queslion  de  la  même  manière. 

Obsen^afion,  M.  Legrandais  donne  encore  une  solu- 
tion trigonométrique. 


SOLUTiOX  DE  LA  OllKSTiON327  (PROUUET) 

(Toir  t.  XV,  p.  190}  i 

Par  m.  Ch.  MOREAÙ, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Biiot), 

Et  le  p.  ROCHETTE,  S.  J. 


Si  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  sont 
de  la  forme  ^*,  9*,  p*  -h  ^PÇ^  Ç*  "^  ^PÇ^  ^^^  racines  de  la 
dérivée  sont  ralionnt^lles. 

Fornyns  Féquation  du  quatrième  degré  ayant  pour 
racines  p',  ^*,  jr  -h  2/7^,  ff*  -f-  ^pç. 

Le  coefficient  du  terme  en  x'  est  égal  à  la  somme  des 
racines  changée  de  signe ,  et,  par  suite ^  à 

Le  coefficient  du  terme  en  x*  est 

fj'  7'  -+-  P'  (P'-^^P^)^  P'  (7'  +  ^P?) 

-H(/>'4-  2/^7  )  (7' -H  2/^7)- 
Ce  coefficient  peut  s'écrire  ainsi  : 

{p  ■hqY'h  T-pq  (/?'  H-  9'  -i-  /jr/). 


(40) 

Le  coefficient  du  terme  en  x  sera 

En  le  transformant,  il  se  met  sous  la  forme 

—  '^pq  [p-^  qY{p"  -^q'-^pq )• 

Le  terme  coustanl  est  égal  au  produit  des  racines.  L'é- 
quation du  quatrième  degré  sera  donc 

-r'  —  2  (/^  -h  qYjC^  -h  [{p  -h  qY  -h  ^pq  (p^  -t-  Y*  H"  f7  )1  ** 

—  2pf/{p  -H  vJM/^'-H  q^^pq)^ 

-^p'q^ip^-hapq)  (7'  -h  2/>'/)  =  O. 

L'équation  obtenue  en  égalant  la  dérivée  à  zéro  est 
'"-liP  -^  'lY  -^^  H-  [^^^^  -^  /^^>  (^'  +  V'  H-/'?)]  ^ 

/'^  (/»  -H  q  Y(pl±q^  -^  pq)  ^^ 


Je  dis  maintenant  que  les  racines  de  cette  équation  sont 
rationnelles  et  de  la  forme 

pq^    '^--'    ip'-^^r^pq)^     • 

Il  est  facile  de  le  vérifier. 

3 
Eneffet^lecoefTicicnt [p  -^  ^Y  est  égal  à  la  somme 

de  ees  trois  racines  prise  eu  signe  contraire.  Le  terme 
constant  est  égal  à  leur  produit  changé  de  signe. 

De  plus  ,  le  coefficient  de  x  peut  se  transformer  ainsi  : 

^^^^'  -^ pq  [p'  -^  q' -^ pq) 

=  ^ii±^'  [p^-^  q'^pq)  -h  ^^^  [pq)  ^k-pqip'-i-  q;^pq). 


J4i) 

et  sous,  cette  fonne  on  voit  que  c'est  la  somme  des  pro- 
duits deux  à  deux  des  racines  supposées. 


SDR  LES  QUESTIONS  321  ET  322 

{foir  t.  xy.  p.  Si4>, 
Par  m.  LouisCREMONA  (de  Pavie). 


Question  321. 

Soient  a^,  K ,  c^  les  coordonnées  du  sommet  z"^'"*  de 
rhexagone;/^la  longueur  du  côté  (r,r+  i);  «r?  Pr,  7r  les 
cosinus  des  angles  du  même  côté  avec  les  axes.  On  a,  par 
les  données  du  problème, 

/?,  =  £!,-»-  a,  /, ,  A,  =  6,  -h  p,  /, ,      c,=:c,-h  7,  /, . 

«i  =  «.-+-  «l'i  -h  «j'j»  •  •  •  • 

«4  ==  a,  -f-  a,  /,  -h  a,  /,  -h  a,/,, 
/7j  =  a,  -h  «3  /,  4-  «3  {3, 
«•  =  «1  H-  a^/»> 

Par  conséquent,  l'équation  du  plan  passant  par  les  mi- 
lieux des  côtés  (f,  a),  (2,  3))  (3,  4)  sera 

III  I 

2^2/ï,-4-a,/,   2fl,-+- 2  a, /|4- a, /j   aflj-f-  2ai /,H- aa,/, -h  aj/, 
2J   2^,-t-p,/,    2  6,-+-2^,/,H-p,/,    2^,4-2JÎ,/,-h2p,/a-f-p3/3 

2S   2c, -f-7,/,   2c,-»-27,/,-t- 7,/2  2c,-f  27, /,H- 27,/,  -f-73/s 

ou,  en  transformant  ce  déterminant  par  des  théorèmes 
très-connus, 

I  o  I  o 

4  (  J^  —  «,  )     aj  /j  -t-  «3  's     ^3  /a  -h  a,  /,     a,  /,  -f-  a,  /, 

4(r~^.)    Pt/i-+-p./3    p./3-fp./.    p./, -h  p./. 

4(«— <^i)     Yî^-I-Va'a     73^3+7''»     Vi'i-H7»'» 


(  4»  )^ 

En  observant  de  quelle  façon  cette  équation  rçnfermc 
les  éléments  qui  composent  les  coordonnées  des  sonuneU 
de  rhexagone,  on  voit  que  la  même  équation  représente 
aussi  le  plan  passant  par  les  milieux  des  côtés  (4,  5), 
(5,6),  (6,  i).  Donc,  etc. 

Question  322. 

Soient  2/*  le  nombre  des  côtés  du  polygone^  a^,  7v>  ^\ 
les  coordonnées  du  sommet  /•*""'  5  fr  la  longueur  du  côté 
(r,  r-f- 1)^  a,.,  |3^,  .y^,  les  cosinus  des  angles  de  ce  côté 
avec  les  axes.  En  supposant  que  r  soit  un  des  nombres 
I,  2  ,  3,...,  /i,  on  a 

«^  =  <?,  4-  a,  /,  4-  «t  /î  -+- .  .  .  -h  «r-,  Ir-i  , 

donc 

^r  H-  ««-Hr  =  2  fli  -f-  a,  /,  -4-  «a  /»  -h  .  .  .  -f-  a«  /«  , 

c'est-à-dire  «,.  H-  r/„^,.  est  indépendant  de  r  ^  analoguement 
pour  b^  H-  /7„^.^  et  c,.  +  c„+,. 

Je  considère  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

ces  coordonnées  satisfont  évidemment  aux  équations  de  la 
droite  ('',  w  4-  r) ,  qui  sont  , 

X  —  ûr  X—  K  Z   ^  Cr 


hr-^k 


•+-r 


et  satisfont  aussi  aux  équations  dis  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  côtés  (/',  r-4-  1) ,  («  -f-  r,  n^-r-^-  i) ,  savoir 

_  2Z'--CV—  O^, 


(  43  ) 
donc  le  point' nommé  est  commun  à  toutes  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  opposés  et  h  celles  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  opposés ,  et  le  même  point  est  le  milieu 
de  chacune  de  ces  droites. 


SMVTION-DB  LA  (HIESTIM  536 

(  volr:t.  XV,  p.  190  }; 

Pak  u  p.  h.  ROCHETl^,  S.  J. 


Un  triangle  rectangle  ABC  est  équivalent  au  rectangle 
des  deux  segments  Ba  et  Ca  faits  sur  Thypoténuse  par  le 
point  de  contact  a  du  cercle  inscrit. 
'  Soierft  r  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  S  la  surface  du 
triangle.  On  a,  |3  et  y  étant  les  deux  autres  points  de 
contact , 

S  =  iAB,AC. 

Remplaçons  AB  et  AC  par  leur  valeur  eu  faisant  atten- 
tion que 

il  vient 

S=5:-(Ba  +  r)(Ca  H-r}  • 


Mais 


don( 


i[{BGt-4.Ca)r+r']=iS; 

2  2 


B«X  C.a  =  S. 


(44) 

Note.  MM.  A.  fiaimbeaux,  Dunod^  élève  du  lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Faune) ,  Pàqac,  professeur  à 
Liège,  Jozon,  élève  du  lycée  Loais-le-Graud ,  Constant 
(Jules) ,  V'arlet,  élève  du  collège  Bollin  (classe  de  M.  Su- 
cliet) ,  et  Âubert ,  professeur,  ont  résolu  la  question  de  la 
même  manière. 

Observation.  MM.  Murent  (d«  Clcrmont)  erMorcau 
(du  lycée  Saint-Louis  )  font  usage  de  la  formule  générale 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  344 

(TOlrl.XV,  p.5SS)i 

Paa  mm.  DESJACQUES. 


Un  point  fixe  O  est  donné  dans  un  angle  plan  de  som- 
met A^  par  O  on  mène  une  transversale  rencontrant  les 
côtés  de  Tangle  en  B  et  C;  S  et  S|  étant  les  aires  des 

triangles  OBA,  OC  A,  la  somme-  H-—  est  constante,  de 

9  Si 

quelque  manière  qu*on  mène  la  transversale. 

Soient  B'  C  une  autre  transversale  passant  par  le  point 
0-^S',  S/  les  aires  des  triangles  OB'A,  OC'A.  Les  trian- 
gles BAC ,  B'AC  donnent  le  rapport 

BAC  _  AB  X  AC 
B'AC'~"AB'XAC" 

et  les  triangles  AOB,  AOB',  AOC,  AOC  donnent 

AOB  _  AB        AOC  _  AC 
AOB'  "^  AB'  '     AOC/  ■"  AC 

En  remplaçant  BAC,  B'AC  par  S  -h  S, ,  S'  -+-  S,',  et 


(45) 
AOB,  AOB',  AOC,  AOC'  par  S,  S',  S,,  S,',  et  en  laul- 
lipliant  membre  à  membre  les  deux  derniers  rapports, 
on  a 


SS,          AB  X  AC         BAC 
S'  S',       AB'  X  AC       B'  AC 

d'oii 

• 

S  -f.  S,         SS. 

S' H- s',  ""S' s; 

On  lire  de  là 

II      I      1 

S"^S,""S'"^S'/ 

Si  Ton  suppose  le  point  O  pris  hors  de  Tangle ,  on  û 

aussi  -  —  g-  <*gal  a  une  quantile  constante. 
S        S| 

Note.  MM.  Richard  P.  Oxamendy  (deCuba)  Aubert, 
professeur,  Poudra,  un  anonyme  et  M.  A.  Raimbcaux 
ont  résolu  la  question  de  la  même  manière. 


SOLUTION  BB  LA  QUESTION  339 

(voir  t.  XV,  p.  Ml); 

Par  le  P.  H.  ROCHETTE,  S.  J.,  et  tix  ANONYME. 


Toutes  les  circonférences  ayant  leurs  centres  sur  Une 
même  droite  et  coupant  à  angle  droit  une  circonférence 
donnée  ont  même  a:xe  radical,  et  toutes  ces  circonfé- 
rences prises  deux  à  deux  et  la  circonférence  donnée  ont 
même  centre  radical.  ^  (Maknheim.) 

Soient  m  le  centre  de  la  circonférence  donnée ,  pp  la 
droite  donnée;  du  point  m  abaissons  une  perpendiculaire 
mh  sur  pp:  un  point  quelconque  m^ ,  pris  sur  cetre  per- 
pendiculaire, sera  d^égale  puissance  par  rapport  à  deux 


(46) 

cei*cles  Pt ,  Pt  ayant  leurs  centres  en  p^ ,  />«  sur  la  ligne 
pp  et  coupant  à  angle  droit  la  circonférence  M.  (Nous 
désignerons  le  rayon  d'un  cercle  par  la  lettre  R  allectée 
de  ta  lettre  du  centre  comme  indice.  ) 
On  a 

m,  pi  :=  m^h  -^  hpx  =  mxh  ^  mpx  —  wA% 

d'où 

m,/?,  —  R^  =iw,  A—  mk  -4- Ri; 
on  a  de  même 

mx  Pt  z=im^h  -\-  hp2  =  /n,  A  -f-  mpt  —  nth , 

R^^  =  /w/>,  —  R,„ , 
d'où 

/w,/?,  —  R^^=  mxh  —  mA'-hRÎ., 
et,  par  conséquent , 


m.fy  —  R^^  =  //*,  Pt  —  KJ,^ . 

Mais  la  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle 
est  égale  à  l'excès  du  carré  de  la  distance  de  ce  point  au 
centre  sifç  le  carré  du  rayon  ;  le  point  m,  pris  quelconque 
sur  la  droite  mh  est  donc  bien  d'égale  puissance  par  rap- 
port à  deux  cercles  quelconques  satisfaisant  aux  conditions 
de  la  question;  et  cette  droite  est  ainsi  Taxe  radical 
commun  a  tous  ces  cercles  qui  forment  une  suite  de  cer-^ 
des  radicaux  du  cercle-  M  et  que  nous  appellerons  suiieP. 

On  sait  qu'on  appelle  centre  radical  de  trois  cercles  le 
point  unique  d'où  l'on  peut  décrire  un  cercle  qui  soit 
radical  par  rapport  aux  trois  premiers.  Soit  C  le  centre 
radical  de  deux  cercles  de  la  suite  P  el  du  cercle  M,  ce 


(47) 
point  sera  situé  sur  l'axe  radical  m  h  commun  k  tous  les 

cercles  de  la  suite  P,  et,  par  conséquent,  le  cercle  C  ne 

pourra  pas  être  radical  de  Tun  des  cercles  de  cette  suite 

sans  Fêtre  en  même  temps  de  tous  les  autres;  il  sera  donc 

à  la  fois  radical  du  cercle  M  et  de  deux  quelconques  des 

cercles  de  la  suite  P.  Toutes  les  circonférences  P  prises 

deux  à  deux  et  les  circonférences  données  ont  ainsi  le 

point  C  pour  centre  radical  commun. 

Note.  Les  cercles  considérés  dans  cette  question  for- 
ment un  système  radical  dont  pp  est  Taxe  primitif;  sur 
la  droite  mh  se  trouvent  les  centres  d'une  suite  illimitée 
de  cercles  coupant  à  angle  droit  tous  les  cercles  de  la  suite 
P  (ou  radicaux  réciproques  par  rapport  à  tous  ces  cercles 
P) ,  et  sur  la  partie  de  cette  droite  qui  est  corde  commune 
à  tous  les  cercles  P ,  les  centres  d'une  suite  de  cercles  ra- 
dicaux  simples  par  rapport  à  ceux  de  la  suite  P.  On  peut 
consulter  sur  la  théorie  des  suites  radicales  et  ses  appli- 
cations le  beau  Mémoire  que  M,  Gaultier  de  Tours  a  pu- 
blié cfans  le  XVI*  cahier  du  J.ournal  de  l'École  Poly-^ 
technique, 

La  première  partie  de  cette  question  est  la  réciproque 
du  théorème  qui  y  est  pris  comme  point  de  départ  \  quant 
à  la  seconde,  elle  s'y  trouve  d'une  manière  plus  générale 
sous  la  forme  suivante  (p.  1 54  ) • 

Il  n'existe  qu'un  cercle  de  chaque  suite  qui  soit,  par 
rapport  à  un  cercle  indépendant,  radical  de  mùme  espèce 
que  par  rapport  aux  centres  de  la  suite  opposée. 


(48) 


SOLUTION  DE  U  MÈHE  QIESTION  339; 

Par  M.   AUBERT. 

Professeur. 


Soient  O  le  centre  de  la  circonférence  donnée  que  je 
prends  pour  origine  d'axes  rectangulaires ,  r  son  rayon  , 
C,  C,  C",...  les  centres  des  circonférences  qui  coupent  à 
angle  droit  la  circonférence  O,  et  R,  R',  R", . . .  leurs  rayons. 

a,   6  sont  les  coordonnées  du  point  C, 
a',  6'  -  C, 

a",  6"  -  C", 


L'équation  de  Taxe  radical  des  circonférences  C  et  C 
est 

H-  (2.r  —  a  —  a'){oL'  —  a)  —  R'-f  R'>  =  O; 

elle  devient,  par  un  calcul  très-facile ^  eu  égard  aux  re- 
lations 

«»  4-  6'  =  R%     a"  -h  6"  =  R'% 

qui  expriment  que  les  circonférences  C ,  C  coupent  à  an- 
gle droit  la  circonférence  O, 

(e'_6)^-H(a'~a).r  =  o, 

équation  d'une  droite  qui  passe  par  le  centre  Ode  la  cir- 
conférence donnée. 

De  même,  Téquation  de  Taxe  radical  des  cercles  C,  C* 
sera 

(r— 6)  v-h(a''-.  a).r  =  o, 


{^9) 
équation  identique,  avec  la  précédente ,  car  les  points  C, 
C,  C",...  étant  en  ligne  droite,  on  a 

«'—  a"~  of^—  a" 

Donc  il  n'y  a  pour  tous  les  cercles  C,  C ',€",...  pris  deux 
à  deux  qu'un  seul  axe  radical. 

Maintenant  considérons  ensemble  les  trois  circonfé- 
rences O,  C,  C.  L'axe  radical  de  O  et  C  est  représenté 
par  l'équation 

(2j—  6)6-4- (2 Jr  — a)  a-f-  R«—  r»  =  o, 

qui ,  toutes  réductions  faites ,  devient 

(i)  6^^-o^x  — r'=:o. 

L'équation  de  l'axe  radical  des  circonférences  O  et  C 
sera 

(2)  6'>--h  a'x  —  r»  =  0. 

Les  coordonnées  du  centre  radical  des  cercles  O,  C,  C 
sont  les  valeurs  de  x  ety  qui  conviennent  aux  équations 
(i)  et  (2) ,  valeurs  qui  vérifient  l'équation 

(€'  — 6)r-h(a'-a).r=o,      ^ 

qui  n'est  autre  que  la  différence  des  équations  (i)  et  (2)  : 
ce  qu'on  sait  d'ailleurs. 

Le  centre  radical  des  circonférences  Oy  C,  Caserait 
donné  par  les  équations 

^jr-^ax  —  r»  =  o,      6"j-|-a'.r  —  a'  =  o, 

qui ,  en  vertu  de  la  relation 

sont  identiques  avec  le  système  des  équations  (i)  et  (2). 

Ann.   de  Mathémat,.  t.  XVI.  (Février  1857.^  4 
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Donc  il  n'y  a  qu'un  centre  radical.  . 

La  même  question  peut  être  résolue  par  de  simples 
considératioDS  géométriques  de  là  manière  suivante  : 

Les  rayons  de  la  circonftîrence  O  menés  aux  points  de 
rencontre  de  celle-ci  avec  les  circonférences  C,C',C^sonl 
pour  ces  dernières  des  tangentes  égales  issues  du  point  O 
qui "appar tient  ainsi  à  tous  les  axes  radicaux;  d'ailleurs 
tous  ces  axes  devant  être  perpendiculaires  è  la  droite  qui 
joint  les  points  C,  C',C",...  se  réduisent  h  un  seul,  puisque 
du  point  O  on  ne  peut  mener  quVne  perpendiculaire  à 
cette  droi  le. 

On  sait  que  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  se  cou- 
pent en  un  même  point  qui  est  le  centre  radical  de  ces 
cercles.  D'après  cela,  le  centre  radical  des  trois  cercles  O. 
C,  C'^se  trouvera  au  point  de  rencontre  de  Taxe  radical 
commun  avec  l'axe  radical  des  cercles  O  et  C;  de  même, 
le  centre  radical  des  cercles  O,  C,  C'sera  au  point  de  ren- 
contre déjà  mentionné)  et  ainsi  de  suile,  c'est-à-dire  qu'il 
n'y  a  qu'un  centre  radical. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  S48  (MANNIIEIM) 

(fOir  l.  XV,  p.  M)7); 

Pab  m.  bourdelles, 

Élève  du  Lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


Etant  donnés  une  conique  dont  les  foyers  sont  F  et  F' 
et  un  point  quelconque  M  dans  l'intérieur  de  cette  coni- 
que; si  Ton  mène  MF  rencontrant  la  conique  en  A  et  B,  et 
MF'  rencontrant  Ja  conique  en  C  et  D ,  on  aura 


I  1    I  I 

MA  "^  iîÎB  ^  Sic  "^  md  ' 


(5.  ) 
Lorsque  le  point  M  est  intérieur,  les  sommes  sont  rem- 
placées par  des  différences. 


Soit  P  le  point  d^înlersection  des  droites  AD  et  CB , 
soit  Q  celui  des  droites  AC  et  DB-,  joignons  le  point  M 
aux  points  P  et  Q. 

Si  Ton  remarque  qu'il  résulte  de  la  construction  précé- 
dente que  PM  est  la  polaire  du  point  Q,  que  MQ  est 
celle  du  point  P,  et  que  les  droites  MA,  MP,  MC,  MQ 
forment  un  faisceau  harmonique ,  comme  ces  droites  MA 
et  MC  passent  chacune  par  un  foyer  de  la  section  coni- 
que ,  les  droites  MP  et  MQ  sont  rectangulaires  ;  elles  sont 
donc  les  bissectrices  des  angles  formés  au  point  M  par  les 
droites  AB  et  DC. 

En  vertu  de  la  proposition  énoncée  par  M.  Mannheim 
•  {Nout^elles  jinnales,  tome  XV,  p.  383),  si  l'on  consi- 
dère Fangle  P  et  les  transversales  DC  et  A B,  on  a 

I  I     I  I 

Pm  "^  PMB  ■"  pSÏC  "^  PMD' 

ou  bien,  en  exprimant  les  surfaces  de  ces  triangles  en 
fonction  de  deux  côtés  et  de  Tangle  compris  par  ces  côtés, 
on  aura 


\MA  "^  MB/  ""  MP  sin  PMC  \MC  "^  MD/  ' 


MPsinPMA  \MA 

et  comme  les  angles  AMP,  PMC  sont  égaux,  en  multipliant 
les  deux  membres  de  Tégalité  précédente?  par  les  quantités 

4. 


(5a) 

égales 

MPsinPMA  =  MPsinPMC, 

ou  obtient 

I           I           I           1 

C.   Q.    F.    D. 

S!  le  point  M  est  extérieur,  il  est  évident  que  la  somme 
serait  remplacée  par  la  difTércnce,  car  alors  on  partirait 
de  la  relation 


PMA       PMB       PMC       PMD 
La  propriété  subsiste  pour  une  conique  quelconque. 

DEMONSTRATION  DII  TDEORÉfflE  334  (MANNHEIII) 

Par  m.  de  BUSSIÈRE, 

ÉlèTe  à  rÉcole  préparatoire  de  Saînte<Barbe. 


Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  quelconque 
O  dans  rintérieur  du  triangle ,  on  mène  les  transversales 
AOa,  BOfc,  COc:  on  a  l'identité 

I  t        '     I  I  I  I 


AO^       BOc       COa       kOc^BOa       COb 

Celte  proposition  n'est  à  proprement  parler  qu*un  corol- 
laire du  théorème  de  M.  Mannheim  [Nouy^elles  Anna- 
les^ t.  XV,  p.  383).  En  considérant  les  transversales 
BOictCOc,ona 

I  I  I  I 


A0  6       AOB       AOc       AOC 


(53) 
De  même 


t  I     _     f  I 

BÔc  "^  BÔC  "^  BÔ^  "^  BÔÂ' 


I  I     I    .         I    ^ 

CÔ^  "^  CÔA  ""  COÂ  "^  CÔB' 


additionnant  et  réduisant  les  termes  semblables ,  il  vient 
■  I  I     1  i  I      ^. 


AO^»       BOc^COfl       AOc       BOa       COb 


OBSERVATIONS  SUR  LA  NOTE  DE  N.  ROliGHE 

(  Toir  t.  XV,  p.  884); 

Par  m.   p.    SERRET. 


M.  Rouché  veut  bien  me  prêter  une  affirmation  qui  ne 
m'appartient  pas,  mais  qui  lui  est  utile  pour  démolir  un 
édifice  que  je  n'ai  jamais  songé  à  construire  et  dont  le 
véritable  architecte  me  parait  être  M.  Rouché  lui-même. 
On  peut  lire  en  effet  à  la  page  4o  de  mon  Mémoire  : 
«  Le  théorème  précédent  peut,  ce  nous  semble,  être 
employé  aux  mêmes  usages  que  le  théorème  analogue 
de  Legendre.  »  Si  c'est  là  une  affirmation,  elle  parait 
du  moins  assez  timide.  Je  reconnais  volontiers  d'ailleurs 
que  j'aurais  mieux  exprimé  ma  pensée  en  disant  usages 
dialogues,  ce  qui  se  prêtait  moins  bien  à  la  construc- 
tion de  la  phrase.  Mais  on  écrit  généralement  pour  la 
majorité  des  lecteurs,  et  cette  majorité  s'appuie  rare- 
ment sur  un  mot  qui  ne  se  trouve  pas  mathématique- 


{*)  La  même  démonstration  nous  a  étc  adressée  par  M.  Bourdelles^ 
élève  du  lycée  Saint-Loiiis.  S. 
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ment  exact  pour  prêter  à  un  auteur,  qui  parait  d'ail- 
leurs raisonnable,  l'affirmation  que  des  approximations 
du  second  ordre  ou  du  quatrième  sont  une  seule  et 
même  chose.  C'est  de  la  même  manière  encore  que  je 
donne  k  la  page  i43  un  théorème  relatif  à  la  construc- 
tion de  deux  circonférences  comprenant  entre  elles  le 
périmètre  d'une  ellipse  donnée,  théorème  analogue  à 
celui  de  BernouUi ,  mais  fournissant  une  approximation 
moins  rapide  que  ce  dernier.  Néanmoins  j'aurais  volon- 
tiers supprimé  dans  mon  ouvrage  les  deux  pages  qui  con- 
tiennent le  développement  du  théorème  précité,  si  le 
triangle  auxiliaire  que  j'y  emploie  n'avait  présenté  une 
liaison  géométrique  remarquable  avec  le  triangle  sphéri- 
que  vrai,  et  si,  en  particulier,  une  certaine  combinaison 
des  données«des  trois  triangles  rectilignes  que  l'on  peut 
employer  n'eût  reproduit  le  triangle  même  de  Legendre. 

Enfin  j'ajouterai  que  M.  Kouché  doit  publier  prochai- 
nement un  Traité  nouveau  de  Trigonométrie  qui  se  re- 
conunande,  à  ce  que  j'ai  appris,  et  par  une  rare  valeur 
intrinsèque  et  par^ne  démonstration  nouvelle,  commu- 
niquée à  l'auteur  par  M.  Bonnet,  du  théorème  de  Le- 
gendre dont  il  vient  d'être  question.  ^ 

!i6  septembre  i8ô€. 


NOTE  SUR  U  DIVISION  M  CERCLE 

Par  la  règle  et  le  compas  -, 
Pau  m.  ALLEGAET. 


L'illustrer  Gauss  a  indiqué  dans  ses  Disquisitiones 
Arithmeticce,  VU*'  section,  quels  sont  les  seuls  cas  où 
Ton  peut  diviser  géométriquement  le  cercle  en  parties 


(55) 
égales.  Oa  peut  résumer  la  belle  découverte  de  Gauss  par 
ce  théorème  dont  Ténoncé  me  parait  fort  simple  : 

Pour  que  la  diyision  de  la  circonférence  en  N  parties 
égales  puisse  être  effectuée  géométriquement  par  la  règle 
et  le  compas,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  des  entiers 
tnféneurs  à  îi  et  premiers  a\'ec  lui  soit  une  puissance 
de  3. 

On  peut  rapprocher  cet  énoncé  du  suivant,  dû  à  Gauss, 
et  traduit  aussi  par  Wantzel  [Journal  de  Mathématiques , 
tome  II,  p.  369): 

La  division  de  la  circonférence  en  N  parties  ne  peut 
être  effectuée  auec  la  règle  et  le  compas  que  si  les  fac- 
leurs  premiers  de  N  différents  de  a  sont  de  la  forme 
2"  -h  i^et  s'ils  entrent  seulement  à  la  première  puissance 
dans  ce  nombre. 


mmm  de  la  question  555 

(voir  t.  XV. p  m); 

Pab  mm.  a.  ROUSSIN  et  R.  GIBOL, 

Élèves  de  Sainte^Barbe,  classe  spéciale. 


Etant  donnés  un  quadrilatère  ABCD  et  un  point  Odaus 
son  plan,  on  joint  ce  point  aux  milieux  des  côtés  et  des 
diagonales  du  quadrilatère.  Par  chaque  point  milieu,  on 
mène  une  parallèle  à  la  droite  joignant  le  point  O  au  mi- 
lieu du  côté  opposé.  Prouver  que  les  six  parallèles  con- 
courent au  même  point. 

Rappelons  d*abord  que  dans  un  quadrilatère  les  droites 
joignant  les  milieux  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  se 
coupent  au  même  point  en  deux  parties  égales. 

Soient  E^  F,  G,  H  les  milieux  des  côtés  AB ,  BC ,  CD, 


I 
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DE,  etc.  Joignons  OE ,  OF,  OG ,  OH  -,  par  E  et  G  menons 
les  parallèles  EM  et  GM  à  OG  et  à  OEj  elles  se  coupent 


vn  M,  et  OEMG  est  uu  parallélogramme.  Le  problème 
revient  à  prouver  que  si  l'on  joint  MF  et  MH ,  ces  droites 
sont  respectivement  parallèles  à  OH  et  OF. 

Or  dans  OEMG  les  deux  diagonales  EG  et  OM  se  cou- 
pent en  leurs  milieux  au  point  I.  Ce  point  est  aussi  le 
milieu  de  HF.  Nous  en  déduisons  que  OHMF  est  un  pa- 
rallélogramme et  que  MH  et  MF  sont  parallèles  à  OE  et 
OH. 

Ou  démontrerait  absolument  de  même  que  les  deux 
autres  parallèles  menées  par  chaque  point  milieu  des 
deux  diagonales  à  la  droite  joignant  le  point  O  à  l'autre, 
concourent  au  même  point  M. 

Note  du  Bédacteur.  Les  deux  faisceaux  de  six  droites 
chacun  qui  partent  de  O  et  de  M  sont  homographiques , 
car  les  points  jnilieux  sont  des  points  correspondant  har- 
iiioniquement  à  des  points  situés  à  Pinfini.  Projetant  la 
figure  coni([uemeut,  ces  six  points  a  l'infini  sont  en  ligne 
droite  L  et  en  involulion.  Les  trois  parallélogrammes 
deviennent  des  quadrilatères  où  les  côtés  opposés  se  ren- 
contrent en  des  points  situés  sur  la  même  droite  L.  Tirant 
donc  arbitrairement  une  droite  L  dans  le  plan  du  quadri- 
latère ABCD,  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  pro- 
longées coupent  la  droite  L  en  six  points;  prenant  les 


(  57  ) 
harmoniques  de'  ces  six  points,  on  obtient  sur  les  quatre 
côtés  et  les  deux  diagonales  six  autres  points.  Ce  qui 
donne  lieu  à  un  théorème  général  de  géométrie  segmen- 
taire.  Les  parallélogrammes  deviennent  des  quadrilatères 
ayant  en  commun  la  diagonale  OM  ^  dans  chacun ,  les 
côtés  opposés  se  coupent  en  un  point  situé  sur  la  droite  L. 


QUESTIONS. 

3S6.    i".  Discuter  la  courbe  qui  a  pour  équation 
(i)  j  =  sin [(2/1-4- i)  arc  sinx]-f-  I. 

a".  Démontrer  que  si  y  (x)  est  une  fonction  impaire  (*) 
qui  n'a  pas  plus  de  2/t  —  i  racines  comprises  outre  +  i 
et  —  I,  la  courbe  représentée  parTéquation 

(2)  r  —  ^i-'^) 

• 

rencontre  la  courbe  (i)  au  moins  eu  un  point  dont  l'ab- 
scisse est  comprise  entre  -f- 1  et  —  i . 

'  3**.  Déduire  de  ce   qui  précède  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  Tchebichef  (question  347,  t.  XV,  p.  387). 

(Prouhet.) 
3o7.  Etant  donnés  deux  coniques  homofocales  et  un 
point  quelconque  M  entre  les  deux  courbes;  si  Y  on  mène 
MT,  MT'  tangentes  à  la  courbe  intérieure  en  T  et  en  T' 
et  rencontrant  la  courbe  extérieure  en  A  et  B,  en  C  et  D, 
on  aura 

I  I    I  I 

MA  "^  MB  ""  MC  "^  MD' 

(*)  On  dit  qu'une  fonction  9?  (-r)  est  impaire  lorsqu'on  .1 
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Si  la  courbe  intérieure  devienl  la  droite  terminée  par 
les  deux  foyers ,  on  retembe  sur  la  question  348. 

(MiCBAEL   ROBEBTS.) 

358.  Etant  données  deux  coniques  ayant  pour  foyers 
communs  les  points  F  et  F^,  on  mène  arbitrairement  par 
l'un  de  ces  foyers  F' une  droite  rencontrant  chaque  co- 
nique en  deux  points  ;  par  chacun  de  ces  quatre  points  on 
mène  une  tangente  à  la  conique  sur  laquelle  est  ce  point; 
1°  ces  quatre  droites  sont  tangentes  à  une  parabole  ayant 
pour  foyer  le  second  foyer  F  et  pour  directrice  la  droite 
menée  arbitrairement  par  F'  ;  2^  cette  parabole  est  tan* 
gente  à  Taxe  des  coniques  qui  contient  les  foyers  ima- 
ginaires ;  3^  une  tangente  commune  à  Tune  des  coniques 
et  à  la  parabole  est  vue  du  foyer  sous  un  angle  droit. 

(Fàurb.) 

359.  Une  surface  de  révolution  étant  engendrée  par 
la  révolution  d'une  conique  autour  d'un  axe  principal, 
tout  plan  mené  par  un  foyer  O  de  la  conique  coupe  la 
surface  suivant  une  conique  qui  a  le  même  point  O 
pour  foyer. 

360.  A ,  B ,  C ,  D ,  E  étant  cinq  points  situés  sur  celte 
surface  de  révolution ,  on  a  la  relation 

OA.BC.DE-HOB.CD.EA-hOC.DE.AB 

-f-  OD.EA.BC-4-  OE.  AB.CD  ==  o. 

(MoBIUS.) 

361 .  On  donne  un  angle  trièdre  de  sommet  S  et  deux 
points  fixes  A  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le 
sommet  S.  Par  le  point  B,  on  mène  un  plan  quelconque 
déterminant  un  tétraèdre  T  de  volume  V.  Soit  P  le  pro- 
duit des  volumes  des  quatre  tétraèdres  que  Ton  obtient  en 
joignant  le  point  A  aux  cpiatre  sommets  du  tétraèdre  T. 


On  a  la  relation 


(59) 

P 

—  =  constante. 


(Fauiie.) 

362«  L'équation  générale  du  cinquième  degré 

flx*  -f-  5  bx*  -h  locx^  -h  I o  Hx^  -4-  5 ex  -4-/*=  o 

peut  toujours  se  résoudre  algébriquement  lorsqu'on  a  entre 
les  coefficients  les  relations 

</»  ~  cg_  g'  — .  d/_  de^cf 
b^-^  ac       c*  —  bd       bc  —  ad 

(FAuaB.) 


NOTE 

Sar  U  disenssioA  des  équatioas  d«  deuième  degré  à  deu  variaUes 
par  le  loyei  des  éipations  de  leirs  ues  troivées  i  priori  ^ 

Pae  m.  GUILLAUME!, 
Ancien  élëTe  de  TÉcole  Polytechnique. 


La  discussion  de  ré({uation  générale  du  second  degré 
à  deux  variables  présente  une  complication  de  cas  parti- 
culiers assez  nombreux ,  qui  exigeât  pour  être  traités  des 
méthodes  différentes ,  et  nécessitent  souvent  des  calculs 
longs  à  exécuter.  L'idée  de  trouver  à  priori  les  axes  de  la 
courbe  et  leurs  longueurs,  s'il  s'agit  d'une  courbe  de  l'un 
des  deux  premiers  genres ,  serait,  selon  nous ,  assez  natu« 
relie  et  permettrait  d'achever  promptement  la  discussion 
sans  qu'il  pût  naître  aucune  espèce  de  cas  particuliers. 

Cette  méthode )  employée  dans  toute  sa  généralité,  ne 
fournirait  pas  toujours  une  simplification  dans  les  cal- 


(  6o  ). 
culs;  mais  si  Toq  y  joint  les  premiers  résultats  donnés 
immédiatement  par  la  résolution  de  F  équation  générale 
par  rapport  à  y^  elle  amène  à  la  connaissance  déGnitive 
de  la  courbe  plus  rapidement  que  ne  le  ferait  la  méthode 
ordinaire. 

L'application  de  celte  méthode  se  base  essentiellement 
sur  la  connaissance  des  axes  d'une  courbe  rapportée  à 
des  coordonnées  rectangulaires.  Nous  n'avons  considéré 
que  ce  seul  cas,  qui,  du  reste,  se  présente  le  plus  ordi- 
nairement. Nous  avouerons  même  que,  dans  le  cas  des 
axes  obliques,  la  simplification  n'existerait  plus,  Téqua- 
tion  d'un  axe  se  trouvant  alors  compliquée  de  lignes  tri- 
gonomé  triques. 

Pour  trouver  les  axes  de  la  courbe  représentée  par  l'é- 
quation générale 

(i)  Aj'  4-  B-ry  -f.  Ca^  -h  Dj^  +  Ejc  4-  F  =  o, 

on  cherche  à  déterminer  les  coeflScienls  aeib  d'une  droitç 

X  zzzax-^-by 

en  exprimant  que  si  Ton  fait  une  transformation  de  coor- 
données en  prenant  cette  droite  pour  axe  des  abscisses, 
et  pour  axe  des  ordonnées  une  perpendiculaire  quelcon- 
que à  celte  même  droite ,  les  termes  du  premier  degré  en 
r  disparaissent  de  l'équation  de  la  courbe. 

Rien  ne  distinguant  les  deux  axes  nouveaux  l'un  de 
l'autre ,  ou  devra  trouver  deux  solutions ,  et  les  deux  va- 
leurs du  coefficient  angulaire  a  devront  être  inverses; 

En  effet ,  posons  les  formules  de  transformation 

.r  =  X,  -h  .r'  cosa  —  y  sin  a , 
y  =Xx  -h  x' sin  a  -f- 7' cosa; 

et  remarquons  que  la  propriété  indiquée  devant  avoir  lieu 
quelle  que  soit  la  nouvelle  origine  pourvu  que  x  ety  soient 


(6.  ) 
liés  parla  relation 

nous  pouvons  faire  Xt  =  o. 

De  plus,  Tangle  a  a  pour  tangente  trigonomctrique  a, 
ce  qui  donne  pour  nos  formules  de  transformation 


X=à-\- 


Vfl'H-i         \/fl'  -h  ï 


\^ff'-+- 1       v^ 


Reportant  ces  valeurs  de  x  et  y  dans  Tëquation  (i)  et 
supprimant  les  accents ,  on  a  à  égaler  à  zéro  le  coefficient 
du  terme  du  premier  degré  en  j",  c'est-à-dire  l'expression 

9.ka.r  2,Ab  Bx  Ba^x  Bba  iCax 

«'-+-  I        s/a*-r-  i        «'-*-'        a*  -hi        y/a' 4- i  ~  «'-+- i 

D  Ea 


Mais  ce  coefficient  devant  être  nul  quel  que  soit  ar,  on  en 
déduira  les  deux  équations 

2  A/ï  -f-  B  —  B/ï'  —  2Ca 

— _ =z  o. 


\/flM-i 


=  o, 


ou 


2(A  — C) 


(2) 

(3)  (2A  — Ba)A  =  Efl  — D, 


(6»  ) 
d*où  Ton  lire 


(4) 


A- 

-C-t- 

S/(A- 

-C)' 

„..t. 

-4-B» 

-c  — 

B 

A- 

V/(A- 

-C)' 

-4-B» 

1 

B 


D  — Ea, 


(5)     !    ""- 

D-E«, 


Bfl, —  2  A 

Les  éq«ation8  des  axes  de  la  courbe  considérée  seront 
donc 


B 


r  = — :-^= : X 


D--[A  —  C-4-V(A— €)*-+.  B»] 
A  — C+  v^(A  —  C)' -+-"¥« -2A  ' 
A  —  C  —  \/(A  — C)^  +  B» 


r  =  ' 


D-J[a-C-v^(A~C)«-I-B*] 


A  — c—  v^(A  — C)'4-B»— 2A 

équations  faciles  à  se  rappeler,  et  qui,  de  plus,  seront 
simples  à  construire  numériquement,  d^ autant  mieux  que 
dans  le  terme  tout  connu,  le  coefficient  déjà  calculé  se 
représente  deux  fois. 

Nous  feronsr  remarquer  en  passant  que ,  bien  qu^ou 
trouve  dans  le  cas  de  la  parabole  deux  valeurs  pour 
a  et  qu'il  semble  par  conséquent  y  avoir  deux  axes,  la 
méthode  n'est  cependant  pas  en  défaut,  car  si  Ton  rcra- 
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place  B*  par  4  AC ,  on  a 


2A 

—  2C 


Mais ,  reportant  ces  valeurs  de  a  dans  les  valeurs  de  A ,  on 
a ,  pour  celles  de  ces  dernières  qui  correspondent  à 

une  valeur  finie ,  et,  pour  celle  qui  correspond  à 

?.A 
.  =  -, 

une  valeur  infinie  qui  indique  bien  T impossibilité  et  non 
le  parallélisme  avec  Taxe  primitif  des  ordonnées,  puisque 
les  nouveaux  axes  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

Cela  posé,  voyons  d^ abord  la  manière  générale  de 
construire  la  courbe  au  moyen  de  ses  axes.  Après  quoi 
nous  montrerons  comment ,  si  Tapplicalion  de  la  méthode 
présente  de  trop  grandes  difficultés  de  calcul ,  on  peut  la 
simplifier  en  prenant  un  ou  deux  points  de  la  courbe, 
points  déterminés  au  moyen  du  diamètre  dont  l'équation 
est 

Bx-h  D 

^  = TT 

et  par  la  résolution  de  Téquation 

(B'  -  4  AC)  X»  -f-  2  (  BD  —  2  AE)  r  4-  D»  —  4 AF  =  o, 

ou  par  la  résolution  des  équations  qui  résultent  de  la 
substitution  dans  1  équation  (i)  des   valeurs  j:=:o  ou 

r  =  o. 

1®.  Si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on 
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trouvera  Tintersection  des  deux  axes  avec  la  courbe,  ce 
qui  donnera  les  quatre  sommets  si  c'est  une  ellipse,  ou 
les  deux  sommets  et  la  longueur  de  Taxe  imaginaire  si 
c'est  une  hyperbole ,  et  déterminera  la  courbe  dans  l'un 
ou  l'autre  cas. 

a^.  Si  la  courbe  est  une  parabole,  Tintersection  de 
Taxe  avec  la  courbe  donne  le  sommet.  On  y  joindra  un 
point  obtenu  par  Tune  des  méthodes  que  nous  venons 
d'indiquer,  et  la  courbe  sera  encore  déterminée. 

Nous  n'engagerons  pas  ordinairement  à  appliquer  cette 
méthode  générale ,  sauf  dans  le  cas  de  la  parabole  où  l'é- 
quation de  Taxe  devient  très-simple  : 

^      aCE 


B  — 2C  — 2A 


Mais  nous  allons  montrer  comment  on  peut  la  simpli- 
fier dans  les  deux  premiers  cas. 

1°.  Ellipse,  On  prendra  les  deux  points  de  la  courbe 
situés  sur  le  diamètre  dont  l'équation  est 


B.î>-f-  D 


A  ces  points  on  connaît  la  tangente  qui  est  parallèle  à 
à  l'axe  primitif  des  ordonnées.  Cela  donnera  en  même 


temps  le  centre,  et  il  suffit  de  construire  a,  et ^j  pour  avoir 
les  directions  des  axes. 

On  sait  alors  que  OA  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  OP  et  OT  et  que  OB  est  une  moyenne  proportion- 


{65  ) 

nelle  entre  OP'  cl  OT',  ce  qui  donne  les  quatre  som- 
mets. 

Q?.  /f^/;erAo/e.  Nous  distinguerons  deux  cas. 

I.  Le  diamètre  y  = '■ — - —  coupe  la  courbe. 

On  prendra,  comme  tout  à  l'heure,  les  deux  points 
d'inlcrspction,  le  centre  et  la  tangente  en  Tun  des  deux 


points,  tangente  parallèle  àraxe  des  Y.  On  aura  les  som- 
mets et  les  extrémités  de  Taxe  imaginaire  par  les  rela. 
lions 


Ok  =  V'OP  X  OT 
et 


0B\/— I  =:v^OP'XOr. 

La  direction  de  la  tangente  montrera  lequel  des  deux 
axes  est  l'axe  réel. 

IL  Le  diamètre  y  =.  —  • ;-  est  imaginaire. 

On  le  construit;  on  construit  l'un  des  deux  axes;  le 
centre  est  son  intersection  avec  le  diamètre!  Le  deuxième 
axe  en  résulte  donc.  On  construira  ensuite  les  directions 
des  deux  asymptotes  et  on  trouvera  un  point  quelconque 
de  la  courbe  en  faisant  dans  l'équation  (i)  x  =  o  ou 
y  =  o.  On  trouvera  la  tangente  en  ce  point  en  y  menant 
la  droite  dont  la  partie  comprise  entre  les  deux  asymp- 
totes aura  ce  même  point  pour  milieu.  El  on  achèvera 
comme  dans  le  cas  précédent. 

Dans  le  cas  de  la  'parabole ,  la  méthode  générale  sera 
toujours  simple  et  applicable. 

À^m.  de  Uaihémut ,  t.  XVI.  (Férrier  1857.)  5 
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La  méihade  est  en  défaut  dans  uu  seul  cas  :  c'est  celui 
où  B  =  o.  Mais  on  sait  alors  que  les  axes  de  la  courbe 
sont  parallèles  aux  axes  primitifs.  Si  donc  la  courbe  a  un 
centre  ,  on  le  trouvera  en  égalant  à  zéro  les  deux  dérivées 
du  premier  membre  de  l'équation  (i),et  on  appliquera, 
après  avoir  construit  les  axes  en  ce  point,  la  méthode  sim- 
plifiée. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  la  méthode  ne  s'appli- 
c|uera  plus  du  tout.  Mais  alors,  comme  Tun  des  carrés  dis- 
parait, la  résolution  par  rapport  aux  deux  variables  don- 
nera deux  points  sur  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe, 
par  conséquent  l'axe  lui-même,  et  un  point  avec  sa  tan- 
gente, ce  qui  déterminera  la  courbe. 

Nous  sommes  loin  d'avoir  énuméré  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter  et  même  d'avoir  discuté  à  fond  ceux 
que  nous  avons  signalés.  Mais  notre  but  était  seulement 
de  faire  voir  que  la  recherche  des  axes  de  figure  des  cour- 
bes du  deuxième  degré,  faite  à  priori  au  moyen  de  la 
formule  que  nous  avons  indiquée,  formule  bien  connue 
du  reste,  peut  être  utile  pour  la  construction  graphique 
de  cette  courbe,  et  même,  à  notre  avis,  apporter,  dans 
un  grand  nombre  de  cas ,  une  simplification  de  calculs 
assez  sensible. 


NOTE 

Sur  la  théorie  des  rtcioes  égales  et  sur  la  qiestioi  532  {*) 

(foir  p««»î6); 

Pah  m.  Eooèke.  ROUCHÉ, 
Ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique. 

i .  On  doit  à  Lagrange  le  procédé  indiqué  dans  tous  les 


*)  Voir  yom'cltes  Annales,  t.  III,  p.  5t,  t8^;  Roger. 
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Traites  d'Algèbre  pour  ramener  la  résolution  d'une  équa- 
tion qui  a  des  racines  égales  à  celle  de  plusieurs  autreséqua* 
tions  de  degrés  moindres ,  dans  lesquelles  chaque  racine 
n*entre  qu'une  seule  fois.  M.  Ostrogradski  a  énoncé  dans 
les  Comptes  rendus  de  F  Académie  des  Sciences  (19  mai 
i856)  deux  propositions  remarquables  qui  conduisent  à 
deux  solutions  nouvelles  et  élégantes  du  même  problème. 

Nous  nous  proposons ,  dans  cette  Note ,  de  démontrer 
et  d'appliquer  ces  deux  théorèmes,  et  de  rectîBer  l'é- 
noncé de  la  question  332. 

2.  Théorème  I.  Soient  X,  P,  Q, ,  R^  un  polynôme 
entier  de  la  variable  x^  le  plus  grand  commun  di\fiseur 
à  ce  polynôme  et  à  sa  dérii^ée  X';  ef  les  quotients 
X       X' 

Concevons  le  premier  membre  de  l'équation 
X=o 

décomposé  en  facteurs  correspondants  à  ses  racines ,  et 
désignons  par  </! ,  ç^j  ^a ,  g^  les  produits  des  facteurs  de 
chaque  degré  de  multiplicité  pris  chacun  une  fois;  nous 
aurons  successivement 

<^,=qJÙ  +  îi  +  îi  +  Û\ 
f,,-(i'-q,(îi+,.îl  +  3Û). 
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Donc  le  plus  grand  eUx^iseiiv  commun-^ux  polynômes 
Qj  f^l  Rj  — Q',  est  précisément  le  produit  (\y  desfacteiirs 
simples  du  polynôme  X. 

De  plus,  si  1*0  n  désigne  par  Q,  et  R,  les  quotients 


—  »     î 

7t  ^' 


o/i  a 


Qi  =  ^1 73  7m 

Donc  /e  plus  grand  diviseur  commun  aux  polynômes 
Q,  et  R,  —  Q',  est  le  produit  q,  ^^5  facteurs  doubles 
deX, 

Et  l'on  verrait  de  même  que  si  Ton  désigne  par  Q,  et 
Rj  les  quotients 

/e  p///5  grand  dii^iseur  commun  aux  polynômes  Q,  fl 

Rg Q'^  ff5«  le  produit  q»  des  facteurs  triples  deX, 

Ainsi  de  suite. 

3.   Application  numérique. 

X  =  a:»  —  7X'  --  ax«  -+-  I  i8ar*  —  ^.Sgr*  —  83x' 

-h  6i2x»  -—  io8.r  —  432, 
X'  =  8*'  —  49x«  —  12X»  -f-  590X»  —  io36x» 
—  249^' H-  la?^'^^*^  '®^> 
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P  =  j:«  —  7-^' -^  i3a.-  -h  Sx—  i8, 
Q,  =  A*  —   l5x'  ■+-   lOJC  +  24> 

Q',  =  4  J^'  —  3ox  4-  lo , 
R,=8jr'-4-  7x'  — 67x4-  6, 

r.-q;  =  4jc^4.7x'  -  37 X— 4, 

7.  =  J?H-4' 

Q',  =:3x»  — 8x4-  I, 
R,  =  4.r»  —  yx  —  I , 
R,— Q;  =  x'-.x-^2, 

17,  =x»  — X  — 2  =  (x  +  i)(x  —  2), 

73  =  X  —  3  ; 
donc 

X  =  (x  -+-  4)  (x-  ^  X  —  2)*  (x  —  3)^ 

4.  Eu  opérant  ainsi,  on  détermine  successivement 
les  divers  produits  <7i  9  ^i ,  ^3  9  ^i  à  Taide  de  ceux  qui  pré- 
cèdent. La  proposition  suivante  permet  d^ obtenir  immé- 
diatement le  produit  des  facteurs  d'un  degré  quelconque 
de  multiplicité. 

Théobème  II.  X  9  P ,  Qi ,  Ri  ayant  la  niéme  signifi- 
cation que  ci-dessus,  le  plus  grand  diuiseur  commun  aux 
polynômes  Q,  ef  Rj  -^ArQ',  est  précisément  le  produit 
q*  dej  premières  puissances  des  facteurs  de  X  dont  le 
degré  de  multiplicité  est  k. 

En  e(Tct,  on  a  successivement 

X  =  ?.  7Î  7Î       -7       .  llr 


(«) 
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^Q,  =  7.^,^3.    .71...  ^,,  j 

R,=«,y"«2!, 

(2)      R.-*Q',=Q,  {  ^î  ' 

et  il  suffit  de  comparer  les  relations  (i)  et  (2)  pour  voir 
que  le  plus  grand  diviseur  commun  â  Qi  et  à  Rj  — AQ, 
est^i. 

5.  jipplication  numèrUfue,  Mêmes  valeurs  deX,  X', 
P,Q',,R,  qu'au  n°  3. 

Q,  =  X*  —  i5x^  -f-  lox  H-  24, 
R,  —  Q',  =  4x>H-  7x»— 37x^4, 
R,  —  2(y,  =  7x«  —  7x—  14, 
R,  —  SQ',  =:  —  4x^  -h  7*'  -I-  23x  —  24, 

y,  =  X»  — A-  —  2  =(x-h   l)(*—  2), 

y,  =  X  —  3 . 

6.  L'énoncé  de  la  question  332  [voir  t.  XV,  p.  243) 
doit  être  rectifié. 
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Mêlions,  en  eflet)  les  polynômes  M  el  N  sous  la  forme 

m  =  m.m;...  mJ...  n;;, 

D'après  le  ihéorèmell,  le  plus  grand  diviseur  commun 
aux  polynômes  Q^  et  R,  —  kQ[^  esl  M^  N,;  îl  n'est  donc 
égal  à  N  que  dans  le  cas  où  N  est  le  produit  des  puis- 
sances premières  des  facteurs  de  X  dont  le  degré  de  mul- 
tiplicité est  A ,  et  M  le  produit  de  tous  les  autres  facteurs 
de  X.  Ainsi  modiGée,  la  question  332  ne  diffère  pas  du 
théorème  II. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  345 

(TOir  t.  W,  p.  883); 

Pae  m.  EuoiKK  ROUCHÉ. 


y(jr)  =  o  est  une  équation  algébrique  k  coellicients 
entiers;  siy(o)  et/'(t)-sont  des  nombres  impairs,  Tcqua- 
tion  n'a  aucune  racine  entière.  (Gauss.) 

Si  f(x)  admettait  une  racine  entière  a,  le  ({uolient 

■  '  '  ■  aurait  tous  ses  coefficients  entiers,  car  le  premier 
X  —  a 

terme  du  diviseur  ayant  pour  coefficient  Tunité,  la  divi- 
sion ne  peut  introduire  aucun  dénominateur.  Par  suite, 
la  valeur  numérique  de  f{x)  pour  toute  valeur  entière 
de  X  serait  divisible  par  la  valeur  correspondante  de 
X  —  a ,  et  en  particulier  les  quotients 


—  a  I  —  a 


(  7^ 
seraient  cQtiers.    Mais  l'un  des  deux  entiers  conseeulifs 
a  —  1 ,  a  est  pair ^  donc  Fun  des  nombres  f{o)^  J  {^)  *^" 
rait  pair,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse. 


NOTES  SUR  «UELQliBS  «UESTiOSiS  MI  PROGRAMME  OFFICIEL. 


V. 

Loi  (le  l 'homogénéité. 

On  a  donné  de  cette  loi  deux  énoncés  qui  diffèrent  es- 
sentiellement. Suivant  quelques  auteurs ,  la  loi  de  Tho- 
mogénéité  consisterait  en  ce  que  : 

Si  dos  lettres  a,  b,  c,...,  tfui  entrent  dans  une  équon 
tion  représentent  des  lignes  et  qu* aucune  ligne  particu- 
lière n'hait  été  prise  pour  unité,  l'équation  doit  être 
homogène  ou  être  la  somme  de  plusieurs  équations  ho-- 
mo  gènes. 

D'après  cet  énoncé,  il  se  peut  que  Véquation  obtenue, 
en  ne  prenant  aucune  ligne  partiAilière  pour  unité,  ne 
soit  pas  homogène.  Or«  c'est  ce  que  d'autres  auteurs  n'ad- 
mettent pas.  Dans  leur  énoncé,  V équation  est  nécessaire- 
ment  homogène. 

L'un  des  Traités  de  Géométrie  analytique,  où  Ton 
trouve  ce  second  énoncé,  contient  de  plus  les  observa- 
tions que  voici  : 

«...  On  fait  consister  maintenant  le  théorème  de  Tho- 
»  mogénéité  en  ce  que  toute  équation  géométrique  est 
I*  nécessairement  homogène,  ou,  du  moins,  la  somme  de 
»  plusieurs  équations  homogènes.  Avec  un  pareil  énoncé, 
»  la  proposition  devient  évidemment  insignifiante;  car, 
w  (jnclle  est  Téquation,   écrile  au  hasard  par  un   algé- 
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i>  briste ,  qui  ne  puisse  être  conçue  décomposée  en  équa* 
n  lions  homogènes,  d'après  la  seule  précaution  d'y  grou- 
))  per  convenablement  les  termes?  Il  est  certainement 
»  impossible  que  ceux  qui  entendent  ainsi  la  loi  de  Tho- 
»  mogénéité  fassent  aucun  usage  des  précieux  moyens  de 
»  vérification  continue  qu'elle  est  surtout  destinée  à  four- 
))  nir  spontanément  dans  toutes  les  applications  possibles 
))  de  l'analyse  mathématique. 

»  Sans  nous  arrêter  davantage  à  cette  vicieuse  doc- 
»  trine,  procédons  directement  à  la  véritable  explica- 
»   lion.   )) 

Et  l'auteur  procède  effectivement  à  une  explication. 
Mais,  ceux  qui  ont  affirmé  que  Téquation  peut  être  la 
somme  de  plusieurs  équations  homogènes  de  degrés  diffé- 
rents, ont  aussi  douné  une  explication  qui ,  sans  doute, 
leur  a  semblé  être  la  véritable  explication.  C'est  pourquoi 
il  serait  utile  que  le  Programme  officiel  fit  savoir  quelle 
est  de  ces  deux  lois  la  vraie  loi  de  l'homogénéité ,  c'est-à- 
dire  celle  qu'il  faut  pouvoir  expliquer  pour  être  admis  à 
l'Ecole  Polytechnique. 

Puisque  rien  d'ofBciel  ne  s'y  oppose  encore,  je  dirai  qu'il 
est  impossible  d'admettre  qu'une  équation  obtenue,  en  ne 
prenant  aucune  ligne  particulière  pour  unité,  ne  soit  pas 
homogène,  si  l'on  adopte  la  définition  suivante  qui  a 
été  donnée  par  M.  Cauchy  [Leçons  sur  le  calcul  différent 
ii'e/,  page  ai 6)  :  ^ 

a  On  dit  quune  fonction  de  plusieurs  van'able  est 
»  HOMOGÈNE,  lorsqu'  en  faisant  croître  ou  décroître  ton- 
»  tes  les  variables  dans  un  rapport  donné,  on  obtient 
>  pour  résultat  la  valeur  primiUve  de  la  fonction  mul^ 
»  ripliée  par  une  puissance  de  ce  rapport.  L'exposant 
M   de  ce  rapport  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 

»  En  conséquence,  /(x,  y,  «,...)  sera  une  fonction 
»  homogène  du  degré  «,  si  /  désignant  une  nouvelle  va- 


(74) 
)>  riable on  a,  quel  que  soit  t^ 

De  plus,  on  dit  qu*ane  équation 

est  homogène  lorsque  son  premier  membrc/'(j:,  j,  z...) 
est  une  fonction  homogène. 

Ces  déGnitions  admises,  représentons  par 

une  équation  algébrique  dans  laquelle  les  lettres  a ,  & , 
c,  etc.,  expriment  les  valeurs  numériques  des  lignes  d'une 
figure ,  mesurées  avec  une  unité  arbitraire. 

On  pourra,  en  séparant  un  monôme  A  des  autres  ter- 
mes ,  écrire  Téquation  proposée  de  cette  manière  : 

Texpression  y(a,i,c,...)  désignant  une  fonction  al- 
gébrique quelconque  dont  la^valeur  ne  peut  être  nulle 
puisque  le  monôme  A  est  différent  de  zéro. 

Si  l'on  fait  varier  l'unité  qui  a  donné  pour  mesures  des 
lignes  de  la  figure  les  nombres  a,  i,  c,  etc.,  et  qu'on 
prenne  une  nouvelle  unité  qui  soit ,  par  exemple ,  k  fois 
moindre  que  la  première,  il  est  clair  que  les  longueurs 
des  lignes  représentées  d'abord  par  a^  b^  c^  etc.,  auront 
pour  valeurs  numériques  «A,  W*,  cA,  etc.  De  sorte  qu'en 


(*)Silc  premier  membre  de/ (tf,&,  c,...)  =  oo»l  Ja  somme  de  plusieurs 

radicaux  de  la  forme  vA-t-B  -H-C...,  en  élevant  Téquation  à  une  pui»- 
sance  égale  k  Tindicefi  do  l'un  de  ces  radicaux,  on  trouvera,  au  moins, 
un  monôme  parmi  les  termes  de  l'équation  résultante,  et  l'on  pourra 
donner  k  cette  équation  la  forme 

A4-v(«,  h,  c,...)  =  0 


(75) 
désignant  par  m  le  degré  du  monôme  A  ,  la  valeur  de  ce 
monôme  deviendra  AA^  et  9  (a ,  & ,  ^v)  prendra  la  va- 
leur f  (a/:,  bk,  cA^,...). 
Or,  l'équation 

exprime  une  relation  qui,  par  hypothèse,  doit  exister 
quelle  que  soit  Tunité  qui  serve  a  mesurer  les  lignes  delà 

figure ,  on  a  donc 

(2)  A^"*  -\'ff(akj  bky  cky..  .)=  o. 

Cela  posé ,  si  Ton  multiplie  par  A'"  Téquation  (t),  elle 
devient 

(3)  AA*4-A-^(fl,  6,  c,.  ..)  =0. 

Et,  en  comparant  les  équations  (3)  et  (3)  on  Yoit  que 

y  (fl*,  ^^,  cA",.  . .)  =  A"  y  (a,  bj  c,  • .  .). 

Donc,  en  remplaçant  les  variables  a,  &,  c,  etc.,  par 
par  ak^bk^  cky  etc.,  la  fonction 

A^f{ft,b,c,...) 
devient 

*AA"-hA-(p(fl,  ^»,  c,...) 
ou 

[AH-ç(fl,6,c,...)]A-. 

Par  conséquent,  l'équation 

A  -H  f  (û,  6,  c, . . .)  =  o 
est  homogène.  G. 


(76) 


NOTE 

Sur  une  queslioa  proposée  aux  euneos  d'adnission 
à  rÉeole  Navale  (18S6). 

Étant  données  les  èquafions 
(  I  )  /i=  =  ô*  4-  c'  —  7,bc.  cos  A , 

(2)  ft'=û'-+-c'  —  2ar.cosB, 

(3)  f'=a»-4-^«—  lab, co%C, 

« 
dans  lesquelles  a ,  b ,  c  représentent  des  nombres  posi- 
tifs y  et  A,  B,  C  des  angles  compris  chacun  entre  o  et 
1 80  degrés^  en  déduire  les  relations 

a  b  e 


sinA       sinB       sinC 
et 

A-f-B-hC=  i8o«(*). 

En  additionnant  (i)  et  (;i),  on  trouve 

(4)  c=  acosB  H- AcosA. 

9 
{*)  Pour  déduire  des  équations  proposées (1),  (u),  (3)^  l'égalité 
A-l-B-hC=  1800, 

on  a  admis  que  la  somme  des  trois  angles  A,  H,  C  qui  entrent  dans  ces 
équations  n'excède  pas  180  degrés  ;  c'est  là  une  restriction  qui  n'est  pas  né- 
cessaire. Pour  que 

A  +  B-4-C  =  i8o«, 

il  suffit  que  A,  K,  i",  soient  des  angles  compris  entre  o  et  180 degrés, 
comme  ceux  que. l'on  considère  ordinairement  en  géométrie  élémenlaire. 

G. 


(77) 
Et,  en  retranchant  (a)  de  (i) ,  il  vient 

(5)  rt* — ^*=:  r(rt  cosB  —  AcosA). 

La  multiplication  des  équations  (4)  et  (5)  donne  ensuite 

d'où 

/î'(  I  —  cos'B)  =  b^{i  —ces' A) 
et 

Les  quantités  a,  i,  sinB,  sinA  étant  positives,  l'é- 
quation 

a"  àin'  B  =  ^'  sin'  A 
revient  à 

tf  sin  B  =:  ^  sin  A. 
On  en  tire 

a     _     b 
sin  A  ""  sinB 

On  démontrerait  de  même  que 

a     c 

sin  A       sin  C 

Pour  établi  r  Tégal  i  té 

A-+-B-h  C=  i8o% 

divisons  par  c  tous  les  termes  de  Téquation 

(  4  )  cz=  a  CCS  B  -h  ^  ces  A  , 

il  en  résultera 

'f       «       b 
I  =  -cosB  -h  -cosA. 
c  c 


(78  ) 
Or,  les  relations 


sinA       sinB       sinC 

donnent 

m sinA       b sinB 

c       sinC       c       sînC' 

donc 


1= 

sin  A  cosB  H-  sioB  cos  A 

sinC 

d'où 

(6) 

sinC  = 

.  sin(AH-B). 

On 

trauverait 

de 

même 

(7) 

siDB  = 

=  wn(A-+-C). 

Par 

suite 

sinC  -f- 

sin 

B  =  sin 

(A -H  B)  H- sin  (A  H- .C 

ou 

2  sin 


/C  +  B\         /C  — B\ 

.  /    .  ch-b\      /c-b\ 

=  2  sin  I  A  H I  cos  I j  » 

équation  qui  se  réduit  à 

(8)  ,.n(^__)=s.n(^A  +  -^j. 

C  -4-  B 
L'angle  étant  moindre  que  i8o  degrés,  on  a 

.    /C-f-B\  ^ 

et,  par  conséquent, 

sin(  AH--^^j>o. 


(  79  ) 
De  cette  dernière  inégalité  ou  peut  conclure 

A  +  £±J?<.8o-. 

C  -f-  B 
parce  que,  d'après  l'hypothèse,  A  H est  moindre 

que  36o  degrés.  Les  angles  inégaux >  A  H > 

compris  entre  o  et  i8o  degrés  ,  ayant  le  même  sinus  (8), 
sont  nécessairement  supplémentaires.  Donc 

Ah-Bh-C=  I8o^ 

G. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  Ui  (MANNIIEIM) 

(TOirl.  XV.  p.  383}  i 

Par  m.  CREMONA, 

Professeur  à  l'université  de  Padoue. 


Soient  x,,  j^j ,  z^  et  ar, ,  /, ,   «j  les  coordonnées  des 
points  A,  O,  celles  des  points  B,  C  seront  de  la  forme 

.r,  =  .r,  -f-  X  i^  ,      ^3  =  ^-,  -h  X  /  , 
x<  =»x,  H-  pw,     7,  =:  j,  -h  ft/î, 

hykjl^m  sont  des  quantités  données ,  X ,  |ui  deux  indéter- 
minées; donc 

2  ABO  =     I  J?2  /» 
et  analogiquement 


^    «^i  —  ^{  y-i  "^  yx 

-  \    h       k    y 


2A0C  = 


1  ^1  r« 

I      ^4    r« 

=  f* 

I  0^.  r. 

J?l    —  ^5    ri    —  X^ 

m  n 


(8o) 


Il  s'ensuit 


2\abo"*'aoc/     ^   \x. 


J^2  —  ^i     J'i  —  Ti 


m  n       I 


mais  les  points  B ,  C ,  O  étant  en  ligne  droite ,  on  a 


I 

*i  r. 

1 

X,  X, 

I 

X,  Ji 

==o, 


c'est-à-dire 

^7  —  J?i     r>  —  /• 

par  conséquent, 


~v 


/  h 

n  m 


=  o. 


sIaBO"^  AOcj 


K 
m 

A 
/i 

quantité  indépendante  de  i,  fx.  Donc,  etc. 

Théorème  analogue  dans  V espace. 

Par  un  point  O  situé  dans  l'intérieur  d'un  triangle 
trièdre  de  sommet  A,  on  mène  un  plan  qui  coupe  les 
arêtes  du  trièdre  dans  les  points  B,  C ,  D.  Soient  i^,  ^'t,  ^% 
les  valeurs  des  trois  pyramides  AOCD,  AODB,  AOBC; 
je  dis  que  la  somme 


est  constante ,  de  quelque  manière  qu  on  mène  le  plan 
sécant. 

Soient  :r,,  /,,  2, , >r.,  j, ,  ^Tj,...,  jr»,  )^s^  ^s.les  coor- 


(8i  ) 
données  des  cinq  points  A^  O,  B,  C ,  D-,  .r^  ^ji^Zt^Xt 
j^t9  2t  sont  des  quantités  données  ainsi  que  les  a,  /3,  y 
on  aura 

JCa— -gi  __  X^  —  Jx  _  gt— *t  _  ^ 
«.  ^.  7.       ^    ' 

■  «.       ""       p.      ■"      7.      ""**' 


Xj  —  J7( 


I  _  r*—/'  _  *i-"gi  _ 


donc 


6i>.=r 


«s 

I    jr4  r4   »4 

1  *»  r»  »» 


p. 


7» 


=  fAV 


«1  Pi  7t 

«3  Pf  7i 


=:pA, 


et  par  analogie 

JC|  — X,   /i  — ^,  Jf— »i 
6f|  =  vX  a.  p,  7,         =vXB, 

a.  Pi  7« 

*j  — -«îi   rj  — ^1  «ï  — *« 

6«'3=V  «1  Pi  7i  =Xf*C, 

«1  Pj  7» 

A ,  B)  c  sont  des  quantités  connues  *,  d'où    ^ 

Mais  les  points  O,  A,  B,  C  étant  dans  un  même  plan^ 
on  a 

I    Xa  /,  «, 

I     *4    ^4     *4 

ï   «»  n  «• 

Anii.  i/r  Blaihtmal.f  t.   XVI.  (Mart  1867.^  6' 


=  O, 


(8a  ) 
remplaçait  x^  par  i^t  +  x, ,  j»  par  X^,  -f-^f  i ,  z^  par 
iy,  -f-  z, ,  etc.,  on  obtient 


donc 


a. 

p.  7. 

«t 

P»  7i 

«3 

P3  7. 

=  Xp«D, 


6?  \ V  c,*»,    V  ^»^i  ^  V  «'•  «'t  /    ^ 


VXbg 


quantité  indépendante  de  X,  p,  v. 
C'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 


SOLUTION  ANALVTKPIB  DE  U  QUESTION  348 

(voir  t.  XV,  p   Wl)  i 

Pae  lf.  p.  h.  ROCHETTE,  S.  J. 


Étant  donnés  une  conique  dont  les  foyers  sont  F  et  F' 
et  un  point  quelconque  M  dans  le  plan  de  cette  conique  ;  si 
Ton  mène  MF  rencontrant  la  conique  en  A  et  B  et  MF' 
rencontrant  la  conique  en  C  et  D,  on  aura 


MA~MB        MC       MD' 


le  signe  —  répondant  au  cas  où  le  point  M  est  extérieur. 
Ellipse.  Soit 


(' 


b* 


Féquation  de  la  courbe;  par  le  centre  menons  deux  dia- 
mètres respectivement  parallèles  aux  sécantes  données  AB 
et  CD.  Leurs  équations  seront 


X=  wjr,     x  =  m  X 


(83) 
et  celles  des  sécantes  parallèles  qui  passent  par  les  foyers 
seront 

(3)  j=:iîi(.r-f.c),     ^=i  /?i'(.r— c). 

Si  nous  désignons  par  d  et  d^  les  demi-diamètres  et  par 
(x',  y'),  (x",  y^)  les  coordonnées  des  points  où  ils  ren- 
contrent la  coîirbe,  nous  aurons 

d'  =  x'»  -f.  /',      ^»  =  j:"'  -h  r"S 

et,  en  éliminant  (x\  y') ,  (x",  j^")  entre  ces  deux  équa- 
tions et  les  équations  (i)  et  { a) , 

^^^  fl'm*-h  b'   '  /i»/îï'-h  A'     ' 

d'où 

Désignons  par  S  et  S'  les  longueurs  ÂB,  CD  des  sé- 
cantes données  et  exprimons  S  et  S'  en  fonction  des  coor- 
données 

des  points  où  elles  rencontrent  la  courbe.  Les  abscisses 
de  ces  points  nous  seront  données  par  les  deux  éc{ua tiens 
suivantes  : 

(«'/»' H-  b^) .«'  -f-  2a'iw*ca:H-  a^m^c^  —  a^b*  =  o, 
(a» /II" 4-  b^)jc^  —  a<i'iw'Va:-H«''»''c'— fl"^*  =  o, 

Nous  aurons  donc 

_    ,  _  ^^a*m*  c'  —  4  (g» m'  -f-  b^)  [a^m^  c'  ^  g'  b^) 

d'où  Ton  tire,  en  remplaçant  c*  par  sa  valeur  a^  —  A*  et 

6. 


(84) 

réduisant, 

On  obtieut  (x,  — Xt')*  en  changeant  m  en  m'  dans  l'ex- 
pression (6).  On  a  ainsi 

(7)  (''-*')-(«.«,'.  +  *.)'• 

Il  est  facile  de  passer  du  carré  des  différences  des  abscisses 
k  celui  des  ordonnées  ;  car  les  équations  (3)  donnent 

ri-/,  =  'w'(-^»  — ^'J» 
et  il  vient 

(9)  (^'^^>)'=      (.>m--H-^7      ' 

Faisons  la  somme  des  expressions  (6)  et  (8),  (7)  et 
(9)  et  extrayons  les  racines  carrées,  nous  obtiendrons  S 
et  S': 
/     ,  ^        9.ab^{i  -h  m}) 

d'où 


S  _  (1  + w')(a'w"-f-é') 


Cl,  à  cause  du  rapport  commun  aux  relations  (5)  et  (la), 


S'  ~  rf"' 


(85  ) 
Mai»  on   a  (Brîot  et  Bouquet,  Géométna  ^nalydifiu:^ 
page  377) 

MA.MB  _  d^ 

MC.Mb  ~"  5^'' 

S 
Nous  aurons  donc ,  en  remplaçant  ~,  par  sa  valeur , 

AB  _  MB  ±  MA  _  MA.MB 
CD  ""  MD  ±:  MC  ~  MC.MD 
ou 

MA  ~  MB       MC       MD  * 

et  on  voit  facilement  que  le  signe  —  doit  elre  pris  dans 
le  cas  où  le  point  M  est  extérieur. 

Hyperbole.  La  démonstration  serait  absolument  la 
même,  à  quelques  signes  près  qui  changent  dans  les  for- 
mules intermédiaires. 

Parabole,  Dans  la  parabole,  Tun  des  foyers  s'éloignant 
à  Tinfini,  l'une  des  sécantes  menées  par  le  point  M  de- 
vient parallèle  à  Taxe,  MB  devient  infini  et  Ton  a 

MA  "^  MC~MD* 


SdUlTION  M  LA  tlUKSTiON  295 

(voirt.  XUI,  p,  3lf  )i 

Pae  M.  L.  PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


Soit 

(i)  V{x,y)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  quelconque*,  par  un  point  P 


(  86  ) 
(à,  |3)  pris  dans  son  plan  menons  des  normales  qui  la 
rencontreront,  par  exemple,  en  m  points  Ai,  At,.**)  ^m{*)] 
si  (^1)  J^i)  sont  les  coordonnées  d'un  quelconque  A^  de 
ces  points^  ces  coordonnées  seront  données  par  les  équa- 
tions 

dF  dF 

(3)  F(t,,7,)  =  o. 

Si  nous  désignons  par/2<  la  distance  du  point  P,  (ce,  ^) 
au  point  A, ,  (Xi ,  J^,  ) ,  on  aura 

(4)  ;,?  =  («-^,)a4.(p-^,). 

Supposons  qu^on  établisse  entre  les  longueurs  /i,  de  ces 
normales  la  relation 

(5)  ?{«»>  '«1,  «a,«  •  •  ,  ««)  =  O. 

Si  Ton  substitue  dans  Téquation  (5)  les  valeurs  des  jt,, 
yi ,  déduites  des  équations  (d)  et  (3)  en  fonction  de  «  et 
j3,on  aura  le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  cette  reladon 
est  satisfaite. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  P 
sera  donné  par  l'équation 

éLkdriida  ^^dntd^ 

si  r.on  remarque  que  Ton  a  la  relation 

dT  dxi      dVdxi_ 
dxi  doL        dyi  du  ' 

qui  devient,  en  vertu  de  Téquation  (2) , 
(**)  Sip  est  le  degré  de  la  courbe,  alors  m  =  ;^'.  Tu. 


(87) 


on  trouvera  que 

• 

€ini       a.  —  .r, 

tît  par  iin  calcul 

semblable 

^«^p-ri 

n,  ayant  la  valeur  (4)<^ 

On  aura  donc  pour  le  coefficient  angulaire  de  la  tan^ 
gente  à  la  courbe  P  au  point  (a  ,  jS)  la  valeur  suivante  : 

ni  diii 
« — 

21   ££ 


<«)  ^, 


a 


21  <^y 

I    d^ 


2Lzl 
fii  dfii 


Considérons  maintenant  un  point  Q  ayant  pour  coor- 
données (  a ,  &  )  et  désignons  par  2,-  la  distance  de  ce  point 
au  point  A. ,  de  soi  te  qu'on  aura 

<7)  /.'  =  («-x,)'  +  {A-r.)'. 

Déterminons  le  lieu  des  points  Q  par  la  condition  que 
la  relation 

(8)  ?(/.,/,, /3,...,/«)  =  o 

soit  satisfaite,  f  étant  la  même  caractéristique  que  dans 
l'équation  (5). 

La  courbe  P  sera  donc  déterminée  par  les  équationr. 
(2),  (3)  9  (4)  et  (S)  entre  lesquelles  on  éliminera  les  Xi 
etjTi ;  la  courbe  Q  sera  déterminée  par  les  équations  (2) , 
(  3)  t  (  7)  cl  (8)  entre  lesquelles  on  éliminera  les  x,  et  y^^ 


(88) 
A  chaque  point  (a ,  (3)  de  la  courbe  P  correspondra  oae 
courbe  Q(*). 

Pour  obtenir  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la 
courbe  Q  en  un  point  quelconque  (a,  i) ,  remarquons 
que  les  Xi  et  /,  ne  sont  foncions  ni  de  a  ni  de  i;  on  a 
donc  immédiatement 

dli u  —  Xi      dit b  —  Xi 

^"~      7~'     di'^      ii      * 

et ,  par  conséquent , 


(9) 

Or  si  l'on  fait 
il  en  résulte 


ii  dli 


I  d^ 
Tjdi 
da  ^  1  ^f 


// 


//  dli 

Zà  Ii  dli 


a  =  Uy      ^  =  p, 


/,  =  ni. 


on  arrive  alors  facilement  aux  conclusions  suivantes  : 
1^.  La  courbe  Q  passe  par  le  point  (a,  (3),  car  pour 

a  =  a  et  &  =  /3,  l'équation   (8)  se  trouve  satisfaite  ai 

vertu  de  Téquation  (5)  -,  d'ailleurs  ce  résultat  était  évident 

à  priori. 

a*'.  La  courbe  Q  touche  la  courbe  P  au  point  (a ,  ^); 

car  si  l'on  fait 


(*)  Dans  la  courbe  P,les  points  A  Tarient  ;  ils  sont  fixes  dans  la  courbeO 

Te. 


?  =  ■ 


(89) 
les  équations  (6)  et  (9)  montrent  que  l'on  a 

db  _  ^ 

donc  les  deux  courbes  ont  la  même  tangente  au  point 

3^.  Si  Ton  suppose  que  les  points  A,-  aient  des  masses 

respectivement  égaies  —  ^  9  qu  on  compose  ces  masses 

comme  des  forces  parallèles  et  qu'on  désigne  par  G  le 
point  d'application  de  la  résultante ,  je  dis  que  la  normale 
à  la  courbe  P  au  point  (oc ,  |3)  passera  par  le  point  G. 
En  effet,  le  point  G  a  pour  coordonnées 

Smà  m  diii 

ni  dni 
^  ni  diti 

Ri  dfii 

L'équation  de  la  normale  à  la  courbe  P  au  point  (a,  /3) 
est 

■^  ayant  la  valeur  (6) ,  X  et  Y  étant  lès  coordonnées  cou- 
rantes. On  voit  immédiatement  que  l'équation  (11)  est 
véiifiée  pour  X  =  Ç  et  Y  =  u,  ce  qui  démontre  la  pro- 
position énoncée. 
Lorsque 


(9o) 
A*  étant  une  consunte,  alors 


Ê  =  — 
m 

m 


le  point  G  est  le  centre  de  gravité  des  points  Ai ,  At).*^ 
Lorsque  y  =  ^  '*«  —  A:*  =  o , 

=?l 

Lorsque  ^  =  /i, ,  /i, ,...,  n^  —  A*  =  o, 

2S 


5  = 


2s 

=M'. 

ce  qui  fournit  deux  autres  théorèmes  analogues  à  celui 

qui  est  énoncé  dans  la  question  que  je  traite. 

4°.  Si  Ton  suppose  que  les  points  A,  aient  des  masses 

,    ,      ^  I  <f  «»        , 
respectivement  ^ales  a  j  -—»  qu  on  compose  ces  masses 

•i  aii 

comme  des  forces  et  qu^on  désigne  par  d  le  point  d^ ap- 
plication de  la  résultante,  la  normale  à  la  courbe  Q. 


(91  ) 
au  point  quelconque  (a,  &)  passera  par  le  point  Gf 

Pour  les  mêmes  points  Ai ,  Ai,.--»  ^m  correspondants 
au  point  (a,  P)  de  la  courbe  P)  le  point  Gi  variera  en 
même  temps  que  le  point  (â,  6)  sur  la  courbe  Q  corres- 
pondante au  même  point  (  a ,  |3  ) . 

Pour  démontrer  la  proposition,  remarquons  que  le 
point  Gi  a  pour  coordonnées 

2JS" 


i«.= 


1  df 


2  in? 


I  fiff 


21  mf 
Idli 


L'équation  de  la  normale  au  point  quelconque  (a,  b)  est 
db  JL—a 


(i3) 


db""      Y—*' 


-j-  ayant  la  valeur  (9) ,  X  et  Y  étant  les  coordonnées  cou- 
rantes. Il  est  évident  que  l'équation  (i3)  est  vérifiée 
pour 

X=Ç,     et     Y  =  iï,. 


Lorsque  y  =  2*  n/  —  fc*  =  o, 


çi  = > 

m 

m 


alors^le  point  G,  coïncide  avec  le  point  G  ;  donc  toutes 
les  normales  à  la  courbe  Q  passent  par  le  même  point  G  ; 
donc ,  dans  ce  cas ,  la  courbe  Q  est  un  cercle  qui  a  son 


(9>) 
centre  en  G ,  et  qui  a  pour  rayon  la  distance  du  point  G 
au  point  (a,  |3}. 

Le  calcul  direct  conduit  au  même  résultat.  Eu  efiei, 
Tëquation  de  la  courbe  Q  est ,  dans  ce  cas , 

Or  cette  équation ,  en  ayant  égard  à  Téquation 

2[(«-*.)'+(P-r.)*]  =  *'. 

lieu  des  points  P ,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


OU 


iJCi         m 

ce  qui  vérifie  parfaitement  Ténoncé  précédent. 

5^.  Le  lieu  du  point  Gi  s^obtiendra  en  éliminant  a  et 
b  entre  les  équations  (8)  et  (i  i). 

Dans  le  cas  de 

?  =  2/i?-A«=o, 

ce  lieu  est  le  point  G. 

Le  lieu  des  points  G  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  |3 
entre  les  équations  (5  )  et  (lo). 

6^.  Il  résulte  de  la  proposition  a*'  que  la  courbe  P  est 
Tenveloppe  des  courbes  Q  (*). 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  cette  propriété  par  le  calcul 

Application. 
Prenons  pour  la  courbe  (i) 

(*}  Car  (  a  I  /3  )  est  un  point  qtielconque  de  la  courbe  P.  Ta. 


(93) 
ot  supposons 

ç  =  2/i.— ^>=o. 
Les  (a^,  /.)  seront  donnés  par  les  équations 

(a-x)r-i-/>(P— r)  =  o, 

qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Ij»  —  2  ;?  (  a  —  ^  )  j  —  2 />>  S  =  o , 

Soient  J^i  9  /s  9  y%  les  trois  racines  de  la  première  des 
équations  (i4)  6tXi ,  Xt ,  x^  les  valeurs  correspondantes 
données  par  la  seconde;  on  aura,  sachant  que 

En  s' appuyant  sur  les  formules  qui  donnent  la  somme 
des  puissances  semblables  des  racines  en  fonction  des  coef- 
ficients ,  on  trouve 

ri  -f-r«H-r3  =  o, 

r' -t-rî  4- j'3  =  -4/' (/>-«), 

T, +  x,-4-x,  =  — (/;H-jÎ-4-7^)  =— 2(/i— a), 
xî-+-xî-f-x;  =  2  (/;-«)>. 
L'équatîon  de  la  courbe  P  sera  donc 


(  94  ) 
c'est  une  ellipse  dont  Tun  des  axes  principaux  est  dirigé 
suivant  Taxe  des  r  ( *  ) . 
On  trouvera  facilement 

('7)  j  ^ 

(  JfJ  =  o. 

La  courbe  Q  est  un  cercle  dont  le  centre  sera  donné 
par  les  valeurs  (17)  et  son  rayon  est  égal  à  la  distance 
du  point  (a,  ^)  au  point  (^,  n).  La  courbe  Q  aura 
donc  pour  équation 

Les  coordonnées  du  point  Gi  seront 

(ï9)  j  ^ 

Le  lieu  des  points  Gj  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  i 
entre  les  équations  (18)  et  (19) ,  ce  lieu  est  donc  un  point 
déterminé  parles  équations  (19). 

Le  Heu  des  points  G  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  |3 
entre  les  équations  (16)  et  (i  7)  -,  ce  lieu  est  donc  la  droite 
»  =  o ,  c'est-à-dire  Taxe  des  x ,  ce  qui  constitue  une  pro- 
priété remarquable  dont  il  est  facile  de  donner  l'énoncé. 

Les  propriétés  générales  que  nous  venons  d'établir  sub- 
sistent non-seulement  pour  des  courbes  algébriques ,  mais 
encore  pour  les  courbes  transcendantes  telles,  que  les  nor- 
males menés  d'un  point  quelconque  à  la  courbe  sont  en 
nombre  fini  (**). 

(*)  Lorsque  la  courbe  donnée  est  une  conique  quelconque,  la  courbe 
Vf  dans  le  cas  actuel,  est  aussi  une  conique.  Tu. 

{**)  Dans  une  courbe  transcendante,  les  normales  sont  toujours  eu 
nombre  infini,  en  comprenant  les  normales  Imaginaires  et  celles  qui  sont 


(pS) 


THÉORÊMB  N  M.  BRIDSGII 

(▼olrt.Xy«p.  866); 

Par  m.  a.  GENOCCHL 


La  question  générale  de  M.  Brioschi  8€  résout  bien  fa- 
cilement. 

Soit  une  équation  algébrique 

/(  j:)  =  x«  —  aar-'  4- .  •  .±  /  =  o ^ 

soient  a  et  j3  deux  de  ses  racines ,  p  la  somme  de  toutes  les 
autres ,  q  leur  produit,  r  le  produit  des  différences  de  ces 
n —  2  racines  prises  deux  à  deux  ;  soient  selt  les  produits 
formés  avec  les  différences  entre  œ  ou  (3  et  chacune  des 
autres  n  ^-  2  racines  ;  enfin  désignons  par  A  le  produit  de» 
carrés  des  différences  de  toutes  les  n  racines  deux  à  deux ,. 
et  par/'  (x)  la  dérivée  dey(x).  Nous  aurons 

(i)  a-f.B  =  fl— /?,      ap  =  -, 

Ces  équations  donnent 

mais/'  («)»/'  (P  )  étant  une  fonction  symétrique  entière 
de  a  et  |3 ,  s'exprimera  rationnellement  à  Taide  des  équa- 

situé«ft  à  rinûni  ;  on  ne  saurait  en  faire  abstraction  dans  ranalysc.  Il  se- 
rait intéressant  et  facile  d'étendre  ces  recherches  aiit  surfaees.  Tv. 


(96) 
lions  (i).  On  aura  donc 

«■4-P     et     a  — p, 

et ,  par  suite ,  «  et  (3  exprimés  rationnellement  en  fonc- 
tion des  autres  racines  :  ces  racines  y  entreront  par  Fin- 
termédiaire  des  trois  fonctions  p,  q^  r,  dont  les  deux  pre- 
mières sont  symétriques ,  et  la  troisième  n*a  que  deux 
valeurs  égales,  mais  de  signes  contraires» 

Pour  Téquation  du  troisième  degré ,  on  n*a  qu  à  faire 

i  désignant  une  des  racines. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  352^ 

Pa&  m.  de  ROCHAS, 

Élève  k  inècole  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Etant  donné  le  volume  d'un  secteur  sphérique,  trou- 
%fer  la  valeur  extrême  de  faire  totale.  Discussion  du 
problème» 


Le  volume  d'un  secteur  sphérique  est  égal  au  produit 
de  la  hauteur  h  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  par  un 

facteur  constant  ^  tt  R*  ;  par  suite,  si  le  volume  est  clonnc, 
h  est  une  quantité  constante. 


(  97  ) 
Donc,  pour  connaître  les  vanatîon«  de  Taire  totale  du 
secteur  engendré  par  le  secteur  circulaire  ACO  tournant 
autour  de  BO,  aire  qui  a  pour  mesure 

airR/i  -*-itR(AB-|-CD), 

il  suffit  d  étudier  les  variations  de  AB  +  CD. 

Or,  si  nous  appelons  x  F  angle  AOB  et  y  Tangle  COB, 
la  question  revient  à  chercher  le  maximum  de 

(i)  R(8iojc-f- sin/)  =m, 

sachant  que 

(îi)  R  (cosx  — cos/)=  A. 

Comme  les  angles  x  et  j*  ne  peuvent  varier  que  de  o  à 
180  degrés,  leurs  sinus  seront  toujours  positifs;  par  suite^ 
au  lieu  de  chercher  le  maximum  de  m ,  on  peut  chercher 
le  maximum  de  m*. 

Elevant  au  carrelés  équations  (i)  et  (a)  et  les  ajoutant, 
il  vient 

2R»  (1  -4-  sin  jc  sinj  —  cosar  cos  j^  )  =  m}  -\-  h^ 
ou 

/fj>  =  aR»[i  — cos(j:-h  j)]  — A'. 

Dans  le  second  membre^  il  n'y  a  que  cos  [x-\-y)  qui 
soit  variable;  il  est  clair  que  m*  sera  maximum  quand 
cos  (x  +^)  sera  égal  à  —  i. 
Mais  alors 

jcH-r=i8o«, 
m  =  R  (sinjT-h  siDj)=:  aRsin^r, 
h  =  Rfcosjc  — cos/)  =  2R  cosjr, 
d'où 


h  v4ï^'— ^  /7 r 

.2R  2R  ^^ 

Ànn.  dit  Mathémau,  t.  XVr  (Mars  1857. ;  ^ 


(98) 
Remplaçant  h  par  sa  valeur  en  fonction  du  volume  V 
donne,  il  vient 

Y  ^  \axRV  2irR' 

Remplaçant  m  par  sa  valeur  dans  Texpression  de  la  sur* 
face  cherchée ,  on  a  pour  cette  surface  s 

3V        V^(4trR^)'  — (3V)» 
R    ^  aR 

On  voit  que  la  condition  de  possibilité  du  problème  est 
Y<|.R^ 


QUESTION  PROPOSÉE 
4UX  EXAMENS  0  ADMISSION  A  LtGOLE  NAVALE  (i85(); 

RisoLUB  PAR  MM.  SAUGE  kt  CLUTE, 

Élèves  de  rinstitation  Loriol. 


Troux^tir  deux  nombres  entiers  dofié  h  rapport  soà 
égal  à  ta  différe.nce,    * 

SOLUTION  DE  M.  SÂUGB. 

J'appelle  j?  et  j^  les  nombres  cherchés.  On  aura 

X 

d.'où 


X  : 


Y  —  1 


(  99  ) 
Actuellement  je  pose 

Il  en  résultera 

a  a  a 

Or  X  doit  être  entier,  donc  -  est  entier  :  il  s'ensuit 

û=  I, 
et,  par  conséquent, 

SOLlJTIOfr  DE  M.  CLUTE., 


L'équation 


X 


-donne 


JC  : 


De  ce  que  x  est  entier,  il  résulte  quey —  i  doit  diviser 
y^.Orjr  —  i  est  premier  avec  j  qui  est  le  nombre  entier 
immédiatement  supérieur  à  {y  —  i).  H  s'ensuit  que 
r  —  I  est  premier  avecj^*.  Donc  /  —  i  ne  peut  diviserj* 
qu'autant  que  j —  i  est  égal  à  i.  D'où 

et ,  par  conséquent, 

Note*  L'Àpiation  générale  est 

a  en  un  nombre  et /désigne  une  fonction  entière  a  coef- 
ficients  entiers.  L'opération  ^^-^-L  amène  le  résidu  frar- 

7- 


(   »o«  ) 
tionnaire  — - — ,  et  il  y  a   autant   de  solutions  que  le 
nombre  entier  yy  a  de  diviseurs,  Tunilé  comprise.     Tm. 


«UBSTIOli  D'EXAMEN  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTBGIINHIIIK 

(1856). 

Jicconnatlre  à  priobi  que  V équation 

xy  -^yz-^rxz  =  o 

représente  un  cône  droil  à  base  circulaire  (tes  coordon- 
nées étant  supposées  rectangulaires) . 

Lorsque  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires , 
toute  équation  du  second  degré 

symétrique  par  rapport  aux  trois  coordonnées  x^jr^Zy 
représente  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite 
x  =  -2,  )^  =  2  -,  en  supposant  toutefois  que  cette  équation 
représente  une  surface.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 
Remarquons  d'abord  que  l'cquation  proposée 

étant,  d'après  l'hypothèse,  symétrique  par  rapport  aux 
deux  coordonnées  .r ,  y^  le  plan  qui  divise  en  deux  parties 
égales  le  dièdre  que  forment  les  doux  plans  coordonnés ZX, 
ZY  est  nécessairement  un  plan  principal.  En  effet,  nom- 
mons M  un  point  quelconque  de  la  surface  et  a ,  6 ,  c  les 
coordonnées  x,j^,  z  de  ce  point;  Téquation 


{ I«I  ) 

admetirala  solution 

Désignons  par  M'  le  point  symétrique  de  M  par  rapport 
au  plan  bissecteur  considéré;  les  coordonnées x , y,  z  de 
M'auronl  pour  valeurs  A,  a,  c.  Or  ilest  supposé  que 
Téqualion 

/(•'•»/»  «)=  o 

conserve  les  mêmes  solutions  lorsqu'on  y  change  x  enj  et 
y  en  j:  ;  donc  ou  peut  conclure  de  ce  que  celte  équation 
admet  la  solution 

qu'elle  admet  aussi  la  solution 

Ainsi  le  point  M'  appartient  à  la  surface,  et,  par  consé- 
quent, le  plan  bissecteur  x  =  y  est  un  plan  principal  de 
la  surface. 

Ou  démontrera  de  même  que  les  deux  plans  bissecteurs 
X  =  j?,  j"  =  z  sont  des  plans  principaux. 

Cela  posé,  menons  uu  plan  perpendiculaire  Tinter- 
section  [x  =  z,y  =  z]  des  trois  plans^principaux  en  un 
point  quelconque  C  de  cette  droite.  Ce  nouveau  plan  cou- 
pera les  trois  premiers  suivant  trois  droites  passant  par 
le  point  C  et  qui  seront  des  axes  de  la  courbe  déterminée 
par  son  intersection  avec  la  surface.  Celte  courbe' du  se- 
cond degré  ayant  trois  axes  est  nécessairement  une  cir- 
conférence dont  le  centre  se  trouve  au  point  C  sur  la 
droite  x=  z,  y  =  2.  11  en  résulte  que  ré([uation  pro- 
posée 

/(x,  j,  z)=  o 

représente  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite 


(    '02    ) 

De   ce  principe,  on  conclut  immëdiatement  que  le 
cône  représenté  par  réquation  homogène 

«r  H-  r«  -H  •*»  =  o 

est  uu  cône  de  révolution  dont  Taxe  a  pour  équations 
*  =  *,    j^  =  z.  G. 


RKCTinCATION  RT  S«LI1TMN  M  LA  QDISTiM  S8I 

(  TOir  t.  XIH,  p.  m.  et  I.  XIV,  ».  M)  ; 

Paa  m.  l.  bourdelles, 

élève  au  lycée  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Briot  ). 


Si  dans  un  triangle  rectiligne  ABC  on  a 
A<B: 

i^  si  Ton  mène  aux  côtés  opposés  les  transversales  AD 
et  BE  telles  que 

•  CAD^CBE, 

alors 

AD>BE(*); 

a**  si 

.^       o»       .     I>AB       EBA 
^^=^«=     •'     DÂC^EBC' 

alors 

A  =  B. 

1®.  Si  les  triangles  CAD,  CBE  sont  égaux  en  surface, 


{*)  Cette  conclusion  n*est  pus  vraie  dans  tous  l«s  cas,  comme  on  leterrs 
plu»  loin. 


(  .o3  ) 
les  triangles  DAR ,  EBA  le  seront  aussi ,  et  comme  ils  ont 


même  base  AB,  leurs  hauteurs  D<i,  Ee  seront  égales, 
donc  la  ligne  ED,  qui  joint  les  sommets  E ,  B,  sera  paral- 
lèle à  AR.  Mais  les  triangles  rectangles  AeE,  BdD  mon- 
trent que 

A<?>Brf,     car     A<B,     AE>BD, 
puisque 

AC>CB     et     Kf  =  D//; 
on  aura  donc 

Ac-h  ed^Bd  -^ed 
OU 

A^>Brf, 
et ,  par  conséquent , 

AD>BE, 

à  cause  des  triangles  rectangles  A^D,  BeE. 

On  a  supposé  que  les  transversales  rencontraient  les 
côtés  du  triangle.  Le  théorème  existe  encore  si  elles  ren- 
contrent ces  côtés  prolongés  dans  le  sens  AC  et,BC.  Oo  a 
au  contraire  AD  <^  BE ,  si  elles  rencontrent  les  côtés  pro- 
longés en  sens  contraire. 

2«.  On  a 

CAf)<CBË. 

Abaissons  du  point  A  sur  BC  la  perpendiculaire  AH. 
Supposons  CBE  <  CAH  ^  si  par  le  point  E  on  mène  la 
parallèle  ED'  au  côté  AB,  en  joignant  au  point  A   le 


(  «o4  ) 

point  D'  où] elle  rencontre  BC  ,  on  aura,  en  vertu  de  ce 


^/^-/\d' 

/\^S<^\^^ 

A                                               B 

qui  précède 

• 

EB  <  AD'  <  AD. 

£•    Q.    F.    D. 

Mais  si  CBE  >  CAH,  le  théorème  n'existe  plus  (*} 

De  la  relation 

DAB       EBA 

DAC^EBC' 

on  déduit 

DAB       EBA 
ABC  ""  abc' 

Donc 

AB.EB.sinEBA  =  AB.AD.sinDAB, 

c'est-ànlire  que  dans  tous  les  cas  les  angles  EBA,  DAB 
sont  égaux;  par  conséquent  les  triangles  EBA ,  DAB  sont 
aussi  égaux.  Donc 

A  =  B. 

On  peut  démontrer  le  théorème  proposé  en  supposant 
que  CAD  et  CBE  désignent  des  angles.  En  effet,  si 

CAD  =  CBE, 

les  triangles  CAD,  CBE  sont  semblables  et  on  a 

AC_Ap 

bc~"eb' 


C*)  Od  voit  à  priori  que  le  théorème  n^est  pa»  toujours  vrai,  car  si  l'on 
■uppofo  CBE  Uiflerant  très-peu  de  la  surface  dn  triangle,  et  CAD  différanl 


(  io5  ) 

Mais 

AC>BC, 
donc 

AD>EB. 

C.    Q.    F.    D. 

Ce  théorème  est  vrai  aussi  quand  les  transversales  ren- 
contrent les  prolongements  des  c^tës. 

Mais  si  CAD  <  CBE ,  le  théorème  ne  subsiste  que 
lorsque  EBC<  90  —  E  — .... 

Nota.  Ces  diverses  propositions  se  démontrent  facile- 
ment par  la  trigonométrie,  qui  a  Favantage  de  montrer 
clairement  les  restrictions  a  apporter  dans  Ténoncé. 


SUR  L'KILIPSB  H  CASSMI; 

D*4P&is  M.  H.  D'ARREST. 


(Àttron.  I9achr,  iB54,  t.  XXXVIII;  p.  199.) 


i.  Soient: 

ae  =  la  distance  des  deux  foyers  ; 
a  a  =  le  grand  axe  ; 

^=  le  produit  constant  des  rayons  vecteurs. 
On  a  pour  Téquation  de  la  courbe  en  coordonnées  rec- 
tangulaires et  focales ,  origine  au  centre, 

Prenons  a  pour  unité  et  désignons  le  demi  petit  axe  par 
b ,  de  sorte  que  //*  -|-  c*  =  i ,  ft*  =  rf*  —  e* , 


(*) 


'=^J'^'  -V/^' 


auMÎ  très-peu  deCAH,  od  aura  EB>  AD,  ce  qui  est  1c  contraire  de  ce 
qu'indique  l*énoiicé. 


(  .o6  ) 
Téquation  polaire  devient 

p*  —  (l  —  ^'  )  p'  COS  2  y  —  6'  =  O. 

Soit  une  sphère  de  rayon  i  et  ayant  même  centre  que 
la  courbe  de  Cassini.  Considérons  cette  courbe  comme 
étant  dans  le  plan  de  Téquateur  et  faisons  la  projection 
stéréograpbique  de  cette  courbe  ;  le  pôle  étant  dans  un 
hémisphère  et  la  projection  dans  Thémisphôre  opposé, 
OL  eld  étant  des  coordonnées  sphériques ,  Téquation  de  la 
courbe  sphérique  sera 

.^.  /i  — sinJ\»  '  i---sin*  , 

Si  Ton  transporte  l'origine  au  centre  de  la  projection  et 
si  Ton  désigne  les  iiOUTclt«s  coordouuées  sphériques  par 
a'  et  J',  de  sorte  que 

cos^'cosa'  =  sin^, 

<ot  ^'  sin  fie'  ==t  tang  a, 

après  quelques  légères  réductions,  réqualion  (3)  se 
change  en  celle-ci  : 

(4 )  cos  J'  =  D  cosa'     ou     D  =    .  * 

Ainsi  la  courbe  est  Tintersection  d'une  sphère  et  d*im 
cylindre  circulaire  droit  de  diamètre  D  et  passant  par  le 
centre  de  fa  sphère.  / 

Comme 

-=l^.'  '=v/^-  -\/^* 

donc  :  i®.  Si  D  est  plus  grand  qUe  a,  ou  obtient  l'ellipse 
de  Cassini  ; 

tP.  Si  d  est  compris  entre  i  et  a,  alors  la  courbe  esl 
fermée  avec  inflexion; 


(  '07  ) 
3^.  Si  D  c=  I ,  on  a  la  lemniscate  de  BemouUi  ; 
4^.  Si  D  <^  I ,  oo  a  les  deux  ovalea  avec  un  d«aai  petit 
axe  imaginaire. 


THÈORIR  ANALYTIQUE  DE  LA  PERSPECTIVE-RELIEF; 


D'APais  M.  AUGER, 

Professeur  à  Dantsi^ 


{Astron.  JSachr.,  t.  XXXVIII,  p.  t)o6;  1864.  ) 


1 .  Soient  donnés  :  i®  un  système  de  n  points  ayant  pour 
coordonnées  respectives  :*^i ,  7*1 ,  *i ,  t,  ,  ^, ,  z, ,. . . ,  jr„ , 
j'n ,  z„  ;  2°  /»  plans  parallèles  A, ,  At , . .  ,  A„.  Par  Torigine 
et  les  n  points  menons  des  droites  ^  désignons  par  x^i  9  ^,  9 
z\ ,  Jî'a  5 J^', ,  ^',  V  •  »  '^'n  5 y'n  5  ^n  ^^^  intcrscctions  respectives 
de  ces  droites  avec  les  plans  A| ,  At ,. . .,  A„  ;  on  aura  anssi 
un  second  système  de  n  points.  Supposons  que  Ton  a  ces 
relations 

Ml  /  X    =  ' y 

^  mx  -^  ny  -i-  pz  -h  g 

^       a"x  -^-b^y-V-c'^z-^d' 

Z= ' ■ ? 

mju  -^  ny  -^  yz-^  q 

OÙ  les  x^y^h  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  premier  systëtne  et  X,  Y,  Z  les  isoordoititées  corres^ 
pondantes  dû  deuxième  système.  Ces  relations  étant  ho- 
mograpkiques ,  on  sait  qu'à  trois  points  en  ligne  droite 
dans  le  premier  système  répondent  trois  points  en  ligne 
droite  dans  le  second  système;  à  quatre  points  dans  un 
même  plan  du  premier  système  répondent  quatre  points 
dans  un  même  plan  du  deuxième  système. 


(  108) 
2.   Supposons  que  l'on  n'ait  que  deux  plans  A) ,  A, 
parall^s  au  plan  des  xz  et  donnés  par  les  équations 

et  si  Ton  a  les  relations 

P-a-t-r 

. Pf 


p  — a+r 


le  point  X,  Y^  Z  est  dit  Timage  bas-re/tef  da  point  x, 
j",  z,  Tœil  éèant  placé  à  Torigipe  des  coordonnées. 
Etant  donnée  Téquation  d'une  surface 

/(jr,  j,  »)  =  o, 

Timage  bas-relief  de  cette  surface  est  une  autre  surface 

/(X,Y,Z)  =  o. 

Si  les  deux  plans  se  confondent ,  alors  /3  =  a  et 

y 
y 

on  a  la  perspective  ordinaire  sur  un  seul  plan,  et  les  trois 
dimensions  sont  figurées  par  deux  dimensions. 

Si ]3  — a,  intervalle  de  deux  plans  Aj ,  Ai,  devient  in- 
fini, alors 

X  =  ar,  * 

z  =  ,, 


(  «û9  ) 
c'est-à-dire  Timage  se  confond  avec  l'objet,  et  on  a  la 
ronde  bosse;  dans  tout  autre  cas,  les  dimensions  sont 
altérées  (*). 


GRAND  CeNCOlIRS  M  i856 

(Tolr  I.  XIV,  p.  Mi). 


CLASSE  DE  LOGIQUE  (sECTION  DES  SCIElfCBs)  (4  JUILLET  ). 

Mathématiques . 

Etant  donnés  un  cercle  et  deuic  perpendiculaires  à  Tex- 
trémité  d'un  diamètre  AB ,  mener  une  tangente  CD  telle, 
que  le  volume  engendré  par  le  trapèze  ainsi  formé  tour- 
nant autour  du  diamètre  AB  soit  égal  à  une  sphère  de 
rayon  donné. 

Exposer  la  méthode  à  suivre  pour  la  résolution  des 
questions  de  maximum  et  de  minimum,  et  appliquer  la 
méthode  à  Texemple  suivant  :  Dans  un  triangle  rectangle 
dans  lequel  la  somme  des  côtés  de  Tangle  droit  est  con- 
stante, trouver  la  perpendiculaire  maximum  abaissée  sur 
l'hypoténuse. 

CLASSE  DE  SECONDE  (SCIEMCES)   (4  JUILLET). 

Mathématiques . 

i".  Volume  de  la  pyramide  tronquée  et  du  tronc  de 
cône. 

a**.  Trouver  le  rayon  de  la  base  supérieure  d'un  tronc 
de  cône,  sachant  que  le  rayon  de  la  base  inférieure  égale 
le  rayon  d'une  sphère  donnée  et  que  le  volume  du  tronc 

(*)  M.  Poudra  a  composé  un  Traité  complet  de  perspective  où  «e  trouYe 
une  nouvelle  théorie  des  bas-reliefs.  La  publication  de  ccl  ouvrage  serait 
profitable  aux  savants  et  aux  artistes. 


(    IIO    ) 

de  cône  et  celui  de  La  sphère  soni  daos  un  rapport  donaé. 

Physique  (  29  juillet  ) . 

1^.  Un  ballon  de  verre  dont  le  volume  extérieur  est  de 
10  mètres  cubes  k  zéro  degré  est  en  équilibre  dans  Taîr 
sec  à  cette  tempéralure  et  à  la  pression  de  0^,75.  Ceci 
posé ,  on  suppose  que  la  température  s'élève  à  3o  degrés, 
que  l'air  se  sature  d'humidité  k  cette  température ,  que 
la  pression  totale  devienne  o^^^j^^.  On  demande  d'expri- 
mer en  grammes  les  variations  que  ces  changements  des 
conditions  atmosphériques  auront  apportées  k  la  perte  de 
poids  que  le  ballon  éprouve  par  le  fait  de  son  immersion 
dans  l'air. 

Le  coefficient  cubique  du  verre  =  ^s- —  \ 

Tension  maximum  de  la  vapeur  à  3o  degrés  =  o,oo35^ 

5 
Densité  de  la  vapeur  par  rapport  à  Tair  =  g* 

qP.  Exposer  les  méthodes  k  l'aide  desquelles  on  peut 
déterminer  le  nombre  de  vibrations  qui  répond  à  un  sor 
donné. 

classe  de  rhétorique  (sciences). 

Mathématiques . 
1°.  Des  éclipses. 

a**.  On  demande  les  deux  intersections  de  deux  para- 
boles dont  on  connaît  les  directrices  et  les  foyers. 

Mécanique. 

Les  lois  du  mouvement  démontrées  d'après  les  ma- 
chines d'Atwooil  et  de  Morin. 

CLASSE  DE  TROISIÈME  (sCI&MCBs). 

Mathématiques. 

i**.  Extraire  la  racine  carrée  de  19  à  moins  de  0,01  H 
exposer  sur  cet  exemple  la  théorie  de  l'opération. 


{ "I  ) 

a^.  On. inscrit  dans  un  cercle  un  quadrilatère  ABCD 
dont  deux  côtés  contigus  AB,  AC  sont  égaux;  on  tire  les 
deux  diagonales  AD,  BC  qui  se  coupent  en  un  point  T. 
On  demande  de  démontrer  que  chacun  des  côtés  égaux 
AB,  AC  est  moyen  proportionnel  entre  la  diagonale  en- 
tière AD  et  le  segment  AT  de  la  diagonale  AD. 

Mathématiques  spéciales, 

i^.  Démontrer  que  si  quatre  forces  se  font  équilibre, 
on  peut  considérer  leurs  directions  comme  des  généra- 
trices d^un  même  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Note,  Ce  théorème  est  connu  depuis  longtemps.  Il  est  dû 
à  M.  Cbasle»,  (fui,  après  avoir  démontré  celm-ci  :  Quand 
quatre  forées  sejwit  équilibre,  le  ^volume  du  tétraèdre 
construit  sur  deux  quelconques  d* entre  elles  {prises pour 
arêtes  opposées)  est  égal  au  volume  du  tétraèdre  con^ 
struit  sur  les  deux  autres,  ajoute  :  a  Quatre  forces  qui  se 
»  font  équilibre  jouissent  de  plusieurs  autres  propriétés, 
>»  par  exemple,  de  celle-ci,  facile  à  démontrer  :  Ces  quatre 
î)  forces  sont  toujours  les  génératrices  d'un  même  mode 
»  de  génération  d*un  hyperboloïde  à  une  nappe.  )> 
(  Mémoire  de  Géométrie  sur  les  ^sternes  des  forces ,  etc, , 
inséré  dans  1»  Correspondance  mathématique  et  phy- 
sique  deM,  Quélelet,  tome  VI,  page  &1-120,  année  i83o 
f^oir  page  iio.) 

a°.  Développer  log  (i  -h  x)  en  série. 

Physique  et  Chimie, 

Tb^rie  du  pendule  ;  phosphore  ;  acide  pKosphorique  -y 
acide  phosphoreux  (  préparation  ) . 


(  »I>) 


ÉCOLE  POLYTBCmilODE;  GONCOIIBS  D'AMDSSHNII  BN  185« 

(fOir  t.  XIV,  p.  4it). 


COMPOSITIONS  ÉCRITES  (pAmis). 

Math  étnatigues . 
Discuter  réqualioii 

p»  =  A  •+-  B  sin  M  -f-  C  sin'  w 

et  faire  la  classification  des  diverses  couil>es  qo^elle  re- 
présente quand  on  considère  p  et  ot>  comme  des  coordon- 
nées polaires. 

Calcul  tr/gonométrique. 

Sur  la  surface  d^une  sphère  de  rayon  R  on  trace  un  | 

petit  cercle  de  rayon  r  ;  on  divise  la  clrconféreoce  de  ce  I 

petit  cercle  en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres 
I ,  a ,  3  et  on  joint  les  points  de  division  A ,  B ,  C  par  des 
arcs  de  grand  cercle. 

Cela  posé ,  on  demande  de  calculer  les  côtés  du  triangle 
sphérique  ABC  en  mètres,  la  surface  en  mètres  carrés  et 
les  angles  en  degrés,  minutes,  secondes. 

On  prendra 

R  =  366198", 
r=co8(48»5o'i3'). 

R  est  le  rayon  terrestre  ^  r  le  rayon  du  parallèle  de 
Paris. 

Géométn'e  descriptwe. 

On  donne  un  cylindre  vertical  dont  la  base  sur  le  plan 
horizontal  est  un  cercle. 


(  i«3) 

On  coupe  ce  cylindre  par  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  vertical  et  incliné  de  4S  degrés  sur  le  plan  horison- 
tal  ;  on  prend  Tintersection  pour  base  d^un  nouveau  cy-* 
lindre  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan 
de  cette  base.  Enfin  un  point  de  cette  nouvelle  surface  cy- 
lindrique est  donné  par  sa  projection  horizontale.  On 
demande  de  trouver  la  projection  verticale  et  de  mener 
par  ce  même  point  le  plan  tangent  à  la  deuxième  surface 
cylindrique.  ^ 

iV.  B,  Pour  Tuniformité,  on  prendra  les  données 
comme  il  suit  :  le  centre  de  la  base  du  premier  cylindre 
sera  a  3  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et 
le  rayon  de  cette  base  sera  de  i  centimètre.  Le  plan  par 
lequel  on  coupe  ce  cylindre  et  qui  est  incliné  de  4S  de- 
grés par  rapport  au  plan  horizontal  devra  couper  Taxe 
du  cylindre  à  4  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal, 
et  la  trace  horizontale  de  ce  plan  sera  placée  à  gauche  de 
cet  axe. 

Enfin  la  projection  horizontale  du  point  par  lequel  on 
veut  mener  un  plan  tangent  au  second  cylindre  sera 
placée  à  aS  millimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  sa 
distance  au  centre  du  cercle  sera  de  i5  millimètres. 

Composition  française. 

Jeanne  d^Arc  à  Orléans. 


ÉCOLE  M  SâfflT-CYR. 
GONGOliRS  BADWSSION  IN  1856  (IXAUN8  M  PARIS) 

(▼Mri.  XIV,  p.  41»): 


Composition  écrite. 
Rentrée  des  troupes  victorieuses  de  Crimée. 

Afin.  <2(f  VLûthéfnat^^X,  XVI.  (Man  iSS?.) 


(  "4) 

Mathématiques, 

Calculer  la  hauteur  SP  d'une  montagne  au-dessus  da 
plan  horizontal  qui  passe  en  A. 

AB  =  2356",7o, 

SAB  =63M9'.25'', 

SBA  =  48.  35.42, 

SAD=43    19,50. 

Thème  allemand. 


mu  MPfiRULE  NAVALE. 
CONCOURS  DADXISSION  EN  1856  (EXAMENS  DE  PABIS). 


Composition  écriie. 

Narration  :  Les  deux  orphelins. 

Calcul  frigonomé trique. 

Résoudre  un  triangle ,  connaissant  : 

Le  côté  a  =  2856"*, o3i  y 
Le  côté  b  =  3246", 927 , 
L'angle  c  =  48«>  45'  2'',4. 
Vei'sîon  latine. 


(.15) 

SGOLK  IHPBMALK  FORESTIÈRE. 
CONCOURS  D'ADMISSION  IN  1856  (EXAMENS  DE  PARIS). 


COMPOSITIONS  ÉCRITES. 

Zoologie, 

Description  de  l^appareil  de  la  circulation  chesK  les 
Mammifères. 

Botanique. 

Structure  générale  du  fruits  caractère  des  cartopses, 
samares,  gousses,  capsules. 

Minéralogie. 
Caractères  généraux  du  gypse. 

jirithniètique. 

Calcul  des  nombres  décimaux*,  approximations  a  une 
unité  décimale  donnée^  erreurs  relatives  correspondan- 
tes des  données  et  des  résultats. 

Algèbre. 

Partager  une  somme  P  en  deux  parties  telles,  que  leur 
produit  Q  soit  un  maximum.  Des  maxima  et  minima  de 
deuxième  degré. 

Applications. 

DescripUon  dugraphomètre;  manière  de  mesurer  les 
angles  avec  cet  instrument,  et  des  précautions  qu'il  faut 
prendre  dans  son  maniement. 

Trigométrie  et  calcul  logarithmique. 

L'angle  A  d*un  triangle  s=  4o^  56'; 

8. 


(  "6) 
Les  deux  côlés  comprenant  Fangle  sont  : 

C  =:878«,I2. 

Calculer  les  autres  parties  du  triangle  et  sa  surface. 
Cosmographie . 
Calendrier. 
Version  latine. 


APPLICATIONS  DIVERSES  DES  THÉORIES  DE  LA  GfiOHÉTRIB 
SUPÉRIEURE. 

GoMlrictiM  des  sectiois  coiiqies  déteniioies  par  ciif  eailitîois', 
Par  m.  £.  DE  JONQUIÈRES. 


1.  On  donne  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e. 

/"  Solution,  Les  rayons  ac^  ad^  ae  et  leurs  homo- 
logues &c,  hdy  be  appartiennent  à  deux  faisceaux  homo- 
graphiques.  Donc  si  Ton  mène  arbitrairement  un  rayon 
af^  ou  connaîtra  le  rayon  correspondant  bf^  et,  par  suite, 
le  point  /,  intersection  des  deux  rayons  \  on  a  donc  un 
sixième  point  de  la  conique,  etc. 

Si  Ton  prend  le  rayon  ab  au  lieu  de  af^  son  homologue 
bt  dans  le  second  faisceau  sera  la  tangente  en  b ,  etc. 

//'  Solution,  abcd  forme  un  quadrilatère  inscrit  dans 
la  conique  cherchée.  Par  le  point  e,  on  mènera  une 
droite  quelconque  efei  l'on  cherchera  le  point/*,  conju- 
gué du  point  e  dans  Tinvolution  déterminée  sur  cette 
droite  par  les  points  où  elle  i^ncontre  les  côtés  opposés 
du  quadrilatère.  Ce  point  f  appartiendra  à  la  conique. 

Si  Ton  veut  trouver  la  tangente  6e  en  6 ,  on  regardera 


(  "7) 
acbî  comme  un  quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets 
sont  infiniment  voisins  en  b  et  la  droite  ed  comme  une 
transversale  de  ce  quadrilatère.  Cette  transversale  coupe 
les  côtés  opposés  &a ,  &c  en  a ,  y,  la  courbe  en  e  et  i2  et  les 
cotés  opposés  ac  ,  bt  eu  â  et  x.  Ces  six  points  formant  une 
involution ,  on  déterminera  le  point  x,  et ,  par  suite,  la 
tangente  bt. 

III'  Solution.  Par  le  point  e,  on  mène  une  droitequeU 
conque  ^et  Ton  forme  ainsi  un  hexagone  inBcrit  abcdef 
dont  le  sixième  sommet /est  inconnu.  Soit  a  le  point  de 
rencontre  de  ab  et  de  ^e,  (3  celui  de  bc  et  de  ef'j  le  côté 
c(l  coupe  a/3  au  point  où  aboutit  sur  cette  droite  le  côté 
inconnu  af^  ce  qui  fixe  le  point/ (théorème  de  Pascal). 

Si  Ton  veut  trouver  la  tangente  en  &,  on  regarde  cette 
UDgente  comme  le  sixième  côté  d'un  hexagone  dont  deux 
sommets  se  confondent  en  b.  La  tangente  bt  coupe  le  côté 
ed  en  un  point  y  qui  est  en  ligne  di^ite  avec  les  points  de 
concours  a ,  /3  des  côtés  ba  et  cd  avec  les  côtés  opposés 
aeeibc'^  elle  est  ainsi  déterminée. 

On  peut  encore  résoudre  le  problème  en  se  servant  du 
théorème  de  Camot ,  etc. 

2.   On  donne  cinq  tangentes  A,  B,  C,  D,  E. 

Z'"'  Solution.  Les  tangentes  C,  D,  E  déterminent  sur 
A  et  B  deux  divisions  homographiques.  On  obtient  donc 
une  sixième  tangente  quelconque  passant  par  un  point 
pris  sur  A  y  en  joignant  ce  point  au  point  homologue  de 
la  division  marquée  sur  B. 

Si  Ton  prend  pour  ce  point  le  point  de  concours 
(A  ,  B)  des  deux  tangentes  A  ,  B,  on  obtient  immédiate- 
ment le  point  de  contact  de  la  courbe  avec  A  ou  B,  sui-* 
vant  qu'on  regarde  ce  point  comme  appartenant  à  B  ou 
à  A.  On  peut  ainsi  rameper  la  question  i  celle  des  cinq 
points. 

//*  Solution,  Quatre  des  tangentes  données  forment 


("8) 
un  quadrilatère  cirooDscrit.  Qu*on  prenne  sur  la  eîn- 
^ûime  un  point  qoeloonque  a  et  qu^on  le  joigne  ans 
qaatra  sommets  du  quadrilatère;  le  sixième  rayon,  coa« 
jugtié  a  la  cinquième  tangente  dans  Tinvolution  qne  oes 
quatre  droites  déterminent,  est  une  tangente  issue  do 
pointa. 

Suj^osons  qu^on  veuille  trouver  le  point  de  contact  t 
de  la  tangente  B.  O»  considère  le  quadrilatère  formé  par 
léa  tangentes  A,  C,  B  dont  deux  c^tés  se  confondent  en 
un  seul  suivant  B,  et  dont  (A,  C),  (A,B),  (B,C)  et  t 
sont  les  quatre  sommets.  Le  sommet  I  est  inconnu ,  mais 
les  six  rayons  qui  aboutissent  au  point  de  concours  I  de 
D  et  E,  savoir  D,  E,I(A,B),  I(B,C),  I(A,C),  Il 
sont  en  involution ,  et  cinq  sont  connus.  II  sera  donc  fa- 
cile de  déterminer  le  sixième,  et,  par  suite,  le  point 
ekerché  t. 

IIP  Solution^  On  détermine  aussi  une  sixième  tan- 
gente quelconque  au  moyeu  du  théorème  de  M.  Brian- 
chon. 

Si  Ton  veut,  au  moyen  du  même  théorème,  trouver  le 
point  de  contact  /  de  la  tangente  B  et  que  abcde  soit  le 
pentagone  formé  par  les  cinq  tangentes  données,  on  join- 
dra ad  et  be  qui  se  coupent  en  O  ;  la  droite  cO  ira  couper 
oe,  c'esl-^-dire  B,  au  point  cherché  /. 

Noîa^  Dans  le  cas  de  la  parabole,  ta  cinquième  tan- 
gente est  dotmée  implici tendent;  c*est  la  droite  â  TinGni. 
Les  quatre  qui  sont  données  forment  un  quadrilatère.  Par 
les  sommets  de  ce  quadrilatère,  on  mènera  quatre  pa* 
rallèles  dans  une  direction  arbitraire;  ou  les  coupera  par 
iine  transversale  quelconque  sur  laquelle  on  cherchera 
le  point  central  de  Tinvolution  qu^ elles  y  déterminent, 
et  la  parallèle  aux  autres  droites,  menée  par  ce  point, 
sera.  &ur  mic  rin(|uièmc  tangente* 
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Cette  oonstruclioii  dérive,  sans  difiSlculté,  de  la 
deuxième  solution. 

3.  On  donne  quatre  points  et  une  tangente. 

Il  suffit  de  trouver  un  cinquième  point ,  et  la  question 
sera  ramenée  à  la  première. 

P^  Solution.  Soient  abcd  le  quadrilatère  donné  et  e  le 
point  de  contact  inconnu  de  la  tangente.  Soient  a  »  a'  et 
/3  y  jSMcs  points  où  cette  tangente  rencontre  respective^ 
ment  les  côtés  opposés  du  quadrilatère.  Ces  points  déter- 
minent une  învolution  dont  e  est  un  point  double.  Il  sera 
donc  facile  k  trouver.  Mais  on  voit  que  la  question  a  deux 
scrutions. 

Nota,  Dans  le  cas  de  la  parabole ,  la  tangente  est  A 
Tinfini.  Soit  S  le  point  de  concours  des  côtés  opposés  ad^ 
bc  du  quadrilatère  donné.  Qu'on  mène  S c^  et  S  ^'  para]« 
lèles  respectivement  aux  deux  autres  côtés  opposés.  On  a 
quatre  rayons  Se',  S<2\  Se,  Sd  issus  du  point  S,  qui, 
conjugués  deux  à  deux ,  déterminent  une  învolution.  Cha- 
cun des  deux  rayons  doubles  de  cette  involution  est  pa- 
rallèle à  Taxe  d'une  parabole  qui  satisfait  à  la  question. 

Soit  cX  une  parallèle  à  Tun  de  ces  deux  rayons  dou- 
bles menée  par  le  point  c  pour  lequel  on  veut,  par  éxem^ 
pie,  trouver  la  tangente  et  à  la  parabole  dont  cX  est  un 
diamètre.  Les  deux  faisceaux  Xa,  Xfr,  Xc,  ^d  (celui- 
ci  formé  de  rayons  parallèles)  et  ca^cb^ed^  et  sont  bo- 
mograpbiques.  Si  Ton  prend  les  points  de  concours  in- 
verses a',  V  des  rayons  homologues,  la  droite  a'b'  sera 
parallèle  à  la  tangente  en  c,  parce  que  les  deux  points  a' 
et  y  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  où  la  tangente  et 
rencontre  la  tangente  en  X,  c^est^à^lire  la  droite  située  à 
l'infini. 

//'  Solution .  Soit  et  la  tangente  donnée  dont  le  point  de 
conucie  est  inconnu.  On  peut  regarder  la  figure  comme 
un  hexagone  dont  les  côtés  opposés  sont  ah^ed'^  be^  dc\ 
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ei^  ae.  Le  point  / ,  où  la  taDgente  donnée  rencontre  le 
côté  ac ,  est  connu.  Soient  a  et  |3  les  points  de  concours  de 
ab  avec  de  et  de  cd  avec  he  respectivement.  Les  points  oc, 
|3 ,  t  sont  en  ligne  droite ,  par  la  propriété  de  l'hexagone 
inscrit.  U  s'agit  donc  de  mener,  par  les  deux  points  fixes 
b  et  d^  deux  rayons  b^^Hct  qui  se  coupent  en  e  sur  la 
tangente  donnée  et  tels,  que  les  points  oc,  |3  et  f  soient 
en  ligne  droite.  Ces  rayons  sont  évidemment  deux  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  qui  mar- 
quent sur  les  côtés  ab ,  cd^  respectivement  deux  séries 
de  points  pareillement  homographiques.  Si  Ton  joint  le 
point  t  à  ces  points ,  on  formera  autour  du  sommet  i  deux 
faisceaux  homographiques  dont  les  rayons  doubles  four- 
niront l'on  et  l'autre  une  solution  de  la  question  pro- 
posée. 

Nota.  Dans  te  cas  de  la  parabole ,  la  tangente  ei  est  i 
rinfinî,  la  construction  reste  d*ailleurs  la  même,  et  cha- 
que rayon  double  est  un  diamètre  d'une  parabole  qui  sa- 
tisfait à  la  question . 

4.  On  donne  quatre  tangentes  et  un  point» 

I"  Solution.  On  détermine  une  cinquième  tangente  en 
cherchant  les  rayons  doubles  de  Tinvolution  qui  est  dé- 
terminée par  les  quatre  rayons,  conjugués  deux  à  deux, 
qu'on  obtient  en  joignant  le  point  donné  aux  sommets  du 
quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  données.  Cha- 
cun des  deux  rayons  doubles  est  une  tangente  à  la  coni- 
que-, on  a  donc  deux  solutions  distinctes. 

Nota.  Pour  la  parabole,, on  donne  un  point  et  trois 
tangentes,  la  quatrième  est  i  l'infini.  La  solution  est  la 
même.  Deux  des  rayons  de  l'involution  sont  parallèles 
respectivement  à  deux  des.  tangentes  données. 

//•  SoluU'on.  La  figure  i:eprésente  un  hexagone  cir- 
conscrit abcdef.  Les  côtés  ab ,  bc^  cf^  a/* sont  donnés  de 
dM'eçtTon,  ainsi  que*  le  point  d.  Il  s'agit  de  mener  parle 
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poîol  d  une  droite  cde  qui  rencontre  les  côtés  indéfinis 
bc  eifeencele  respectivement  et  telle,  que  les  droites 
be  et  cfse  croisent  en  un  point  de  la  droite  ad. 

Or  il  est  évident  que  si  Ton  fait  pivoter  la  droite  ce  au- 
tour du  pointa,  les*  points  variables  c  et  e  marqueront  sur 
bcetfe  respectivement  deux  divisions  homographiques. 
Les-faisceaux  formés  par  les  rayons  variables  be^fc  sont 
pareillement  homograpbiques,  et  il  en  sera  de  même  des 
deux  divisions  de  points  que  ces  rayons  marquent  sur 
la  droite  ad.  Si  Ton  détermine  les  points  doubles  de  ces 
deux  divisions,  chacun  d'eux  étant  joint  aux  points  b 
exf^  fournira  une  solution  de  la  question. 

Nota.  Dans  le  cas  de  la  parabole  où  la  tangente yi?,  par 
exemple,  est  tout  entière  à  l'infini ,  voici  i  quoi  se  réduit 
la  construction  générale.  Oh  mène  par  le  point  donné  d 
une  droite  quelconque  qui  coupe  le  côté  indéfini  bc  au 
point  y.  Par  ce  point,  on  mène  parallèlement,  à  af  une 
droite  qui  coupe  ad  en  £r^  et  par  le  point  b ,  parallèle- 
ment à  liy,  unedroite  qui  coupe  ad  en  a.  Les  points  a ,  a! 
appartiennent  respectivement  à  deux  divisions  homogra* 
jdiiiques  dont  on  cbercfae  les  point»  doubles  e ,  f .  La  droite 
de ,  parallèle  a  b  e ,  est  tangente  a  lune  des  deux  paraboles 
qui  satisfont  aux  conditions  proposées.  La  droite  de' y  pa- 
rallèle à  &  f ,  est  tangente  à  la  seconde. 

5.  On  donne  trois  points  et  deux  tangentes. 

Soient  a,  i ,  c  les  trois  points  donnés ,  T,  T^  les  deux 
tangentes  qui  se  coupent  au  point  O  et  qui  touchent  res- 
pectivement la  courbe  aux  deux  points  d^  e  qu'il  s'agit 
de  déterminer. 

On  peut  regarder  la  cordedecontact^  comme  représen- 
tant un  quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets  sont  infi- 
niment voisins  Tun  de  Tautre  en  d^  tandis  que  les  deux 
autres  le  sont  pareillement  en  e.  La  corde  bc  étant  consi* 
déréc  comme  une  transversale  du  quadrilatère  et  de  la 
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«courbe,  fournil,  une  relation  d'involulion,  en  vertu  du 
théorème  de  Desargues,  entre  les  six  points  où  elle  coupe 
les  côtés  opposés  du  quadrilatère  et  la  courbe.  Ces  points 
ee  réduisent  ici  â  cinq,  savoir:  f ,  V  sur  les  tangentes 
dOy  eO  respectivement;  t  sur  les  deux  autres  côtés  op* 
posés  qui  se  confondent  en  un  seul  de\  et  enfin  6»  c  sur 
la  courbe.  Le  point  e  est  donc  un  point  double  de  l'invo- 
lution  déterminée  par  les  segments  hc ,  tt'. 

Si  Ton  prend  ah  comme  transversale  au  lieu  de  hc ,  on 
trouvera  de  même  un  point  9  appartenant  à  la  corde  de 
contact  r/e,  qui  se  trouve  ainsi  déterminée  par  les  deux 
l)oints  e  et  f .  Mais  comme  chacune  des  deux  relations 
d'involntion  fournit  deux  points  doubles  e ,  e'  et  f ,  o', 
on  obtiendra  quatre  positions  distinctes  de  la  corde  de^ 
savoir  ef,  ef^,  e'f ,  e'f',  c'est^à*dire  quatre  solutions 
différentes  du  problème  proposé. 
'  Nota.  Dans  le  cas  de  la  parabole  où  Ton  ne  donne 
qu'une  tangente  et  trois  points ,  on  obtient  de  même  qua- 
tre solutions.  La  tangente  T'  est  à  l'infini  aîiisi  que  le 
point  t'\  donc  le  point  t  qui  lui  est  conjugué  dans  Tinvo- 
lution  est  le  point  central  de  cette  involntion  dont  on 
connaît  en  outre  le  segment  hc  et  dont  il  s'agit  de  trouver 
les  points  doubles.  Chacune  des  quatre  cordds  de  contact 
ef  est  un  diamètre  d'une  parabole  satisfaisant  aux  condi- 
tions proposées. 

6.  On  donne  trois  tangentes  et  deux  points. 

M^ous  allons  déterminer  deux  nouvelles  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  donnés  a,  h.  Soient  AB,  BC,  CD 
celles  qui  sont  données.  Désignons  par  O  le  point  decon* 
cours  inconnu  des  deux  tangentes  cherchées;  si  Ton  re- 
garde Tangle  hOa  comme  un  quadrilatère  circonscrit 
OaOi  dont  les  côtés  adjacents  se  sont  confondus  deux  à 
deux  en  un  seul  0 a  ou  06,  on  verra  tout  de  suite  que 
la  droite  BO  est  un  rayon  double  dans  Tinvolution  formée 
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par  les  deux  couples  de  rayons  conjugués  Ba ,  Bb  et  BA, 
BC. 

Pareillement,  CO  est  un  rayon  double  de  Finvolution 
Ca,  C&,  CB,  CD.  Donc  le  point  O,  intersection  des 
rayons  BO  et  CO  est  <y lerminé.  Mais  comme  chacune  des 
deux  involutions  comporte  deux  tels  rayons ,  on  obtient 
quatre  positions  distinctes  du  point  O,  et,  par  consé- 
quent, le  problème  admet,  comme  le  précédent,  quatre 
solutions. 

Nota,  SUl  s'agit  d'une  parabole,  Tune  des  trois  tan- 
gentes données  est  à  l'infini ,  BC  par  exemple.  La  con- 
struction reste  la  même  en  principe;  mais  ici  les  deux 
faisceaux  de  rayon  en  involution  se  composent  de  droites 
parallèles,  puisque  leurs  sommets  respectifs  B  et  C  sont  à 
l'infini  «  Coupons-les  par  une  transversale  quelconque.  On 
aura  sur  cette  droite,  relatirement  au  premier  faisceau, 
deux  points  a ,  (3  intersections  des  rayons  conjugués  àh , 
iB;  un  point  <d 9  intersection  du  rayon  AB  dont  le  con- 
jugué CB  est  â  l'infini ,  ce  qui  est  cause  que  eo  est  le  point 
central  de  l'involution;  enfin  un  point  double  x^  inter- 
section du  rayon  BX  et  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Relatif 
vement  au  second  faisceau ,  oh  aura  de  même  deux  points 
conjugués  d'une  involution  a',  f3';  un  point  central  ed',  et 
l'en  déterminera  un  point  double  j^;  les  droites  a:0,  ^O, 
parallèles  respectivement  aux  tangentes  données  AB,  DC, 
se  couperont  au  sommet  O  de  l'angle  circonscrit  â  l'arc 
a6de  la  parabole,  et  Ton  aura  encore  quatre  solutions, 
parce  que  Ton  obtiendra  deux  positions  du  point  x  et 
deux  positions  du  point  j^. 

7.  Quelques-unes  des  données  peuvent  être  imaginai- 
res. Sans  entrer  dans  le  détait  des  différents  cas  qui  peu- 
vent se  présenter,  supposons  qu'on  ait  à  faire  passer  une 
ronique  par  quatre  points  imaginaires  et  un  point  téA  a. 

Le  système  des  quatre  points  imaginaires  peut  èti*e 
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donné  au  moyen  de^eux  coniques  (tracées  ou  seulement 
déterminées  par  cinq  conditions)  qui  ne  se  coupent  en 
aucuns  points  réels. 

Dans  ce  cas ,  menons  par  le  point  donné  a  une  trans- 
versale qui  rencontre  les  deux  coniques  données  en  h ,  k\ 
2 ,  i'  respectivement  er  la  conique  qu  on  veut  construire 
en  a\  Les  six  points  a,  a\  h,h\  iy  l' sont  en  involution  ; 
donc  on  déterminera  facilement  le  point  a',  et,  par  suite, 
autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  conique  cherchée. 

L'une  des  coniques  données  peut  être  remplacée  par 
le  système  de  deux  droites  qui  seront,  par  conséquent, 
les  axes  de  symptose  de  la  première  et  de  celle  qu'on  a  » 
construire.  La  construction  demeure  identiquement  la 
ip,ème. 

Enfin ,  on  peut  ne  donner  que  deux  droites  L ,  L'  sur 
lesquelles  doivent  se  trouver  deux  par  deux  les  poinu 
imaginaires  e,  f ,  7,  d.  Mais  alors  il  faut  connaître  eâ 
outre  leurs  points  milieux  0»,  tp  et  les  rectangles  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  pris  sur  L  et  sur  L\  ou  »  ce 
qui  en  est  une  conséquence,  au  point  de  rencontre  m  de 
ces  deux  droites.  Ainsi  Ton  connaît  nu.mtf  et  my.mB. 

Par  le  point  a ,  menons ,  parallèlement  à  L,  une  droite 

aa'  n  qui  coupe  la  conique  cherchée  en  a  et  L^  en  n.  On 

aura ,  en  vertu  du  théorème  de  Newton  [Géométrie  sitpé^ 

riieiire;  n®48o), 

na\na mt.mf 

équation  qui  fera  connaître  le  point  a'.  Par  ce  point ,  on 
mènera  une  parallèle  à  L'  et  Ton  déterminera  un  autre 
point  6,  et  ainsi  de  suite  de  proche  en  proche. 

Remarque.  Deux  des  points  imaginaires  peuvent  être 
donnés  k  l'infini ,  soit  sur  une  conique ,  soit  sur  un  cercle. 
Dans  le  premier  cas ,  la  conique  cherchée  est  homothé-- 
tique  à  celle  qui  est  donnée ,  et  dans  le  second  elle  est  un 
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cercle  ayant  pour  axe  radical  avec  le  cercle  donné  la 
droiie  sur  laquelle  sont  donnés  les  deux  autres  points 
imaginaires. 
Etc. 


CONSTRUCTION  D  DNB  MOYENNE  PROPORTIONNELLE 
GÉOMÉTRIQUE^ 

Pak  m.  Edm.-Auo.  GOUZY  (de  Lausawme). 


Soient  aetb  les  deux  droites  données.  Sur  une  droite 
indéfinie  XY  portez  à  partir  d'un  point  A  une  longueur 
AB  =  b  (la  plus  petite  des  droites  données)  ;  sur  la  même 
droite ,  prenez  une  longueur  ABC  égale  à  a  et  la  longueur 
BAD  aussi  égale  à  a  ;  enfin  des  points  C  et  D,  comme  cen- 
tres y  décrivez  avec  la  même  ouverture  de  compas  des  arcs 
de  cercles  se  coupant  en  O  ^  la  droite  OA  =  OB  sera  la 
moyenne  proportionnelle  cherchée. 


QUESTIONS. 

363.  Mener  par  un  point  P  donné  dans  l'intérieur  de 
l'angle  A  une  droite  BPC  qui  forme  avec  les  côtés  de  Tangle 
un  triangle  ABC  dont  le  périmètie  soit  un  minimum. 

364.  Trouver  sur  le  plan  du  triangle  ABC  un  point  o 

dont  la  position  soit  telle ^  que  les  circonférences  passant 
par  le  point  o  et  deux  des  sommets  du  triangle  soient 
entre  elles  comme  trois  droites  a,  b,  c  données. 

365.  m  étant  un  nombre  entier  positif,  la  valeur  e/i- 


(  '"6) 

tièreei  inférieure  la  plus  approchée  de  (i  +  ^ï)'""*"^  est 
divisible  par  a"'+V  Soit  par  exemple  m  =  i, 

(14- V^)*  =  10  4- 6  v^  =  20,39...; 

20  est  divisible  par  2'*^'  =  4  9  ^oit  m  =  2 , 

(i  -h  s/^y  =  76  -f-  44  V^  =  ï52,20. . .  ; 

i52  est  divisible  par  a*"*"*  =  8.  (J.-J.  Sylvestee.) 

366.  Sur  une  droite  AB  de  longueur  donnée  ^  on  dé- 
crit un  segment  capable  d^un  angle  donné.  L'extrémité 
A  se  meut  sur  une  droite  fixe  M  et  Textrémité  B  sur  une 
droite  fixe  N  situées  Tune  et  l'autre  dans  le  plan  du  ser- 
ment. On  demande  de  trouver  :  1°  le  lieu  d'un  point  quel- 
conque du  plan  du  segment ,  point  fixe  relalii^etnent  au 
segment  ;  2^  le  lieu  d'un  point  de  la  circonférence  da  seg- 
ment; 3^  Tenveloppe  du  cercle;  4^  les  mêmes  lieux  et  la 
même  enveloppe  lorsque  V angle  donné  est  égal  à  Fangle 
des  deux  droites  M  et  N.  (De  la  GoomiiEmiB.  ) 

367.  Les  côtés  d'un  angle  droit  inscrit  dans  une  cir- 
conférence de  cercle  interceptent  une  demi-circonférence 
et  sous-tendent  deux  arcs  supplémentaires  ;  on  mène  â 
chacun  de  ces  trois  arcs  une  tangente  telle,  que  le  point  de 
contact  soit  au  milieu  de  la  portion  de  tangente  inter- 
ceptée entre  les  côtés  de  Tangle  suffisamment  prolongés. 
Démontrer  que  les  trois  points  de  contact  sont  les  som- 
mets d'un  triangle  équilatéral. 

(Sir  Fredseick  Pollock,  F.  R.  S.,  lord  chief 
baron  of  the  Conrt  of  Exchequer.  ) 

368.  p^  q^  r  sont  trois  fonctions  entières  linéaires  en 
(t  etjr\  />=o,  9=0,  r=co  sont  les  équations  respectives 
de&  côtés  AB ,  BC ,  CA  d'un  triangle  ABC  ;  p  —  9  =  0, 
q  —  r=  o,  r  —  p  =  o  sont  donc  les  équations  de  trois 
droites  passant  respectivement  par  les  sommets  B,  C,  A, 


(  «^7  ) 
et  se- rencontrant  au  même  point  D;  soient  ot,  ^,  y  les 
points  où  AD  rencontre  RC ,  où  BD  rencontre  CA ,  où 
CD  rencontre  AB.  Trouver  en  fonction  de  p ,  ^,  r  l'équa- 
tion de  la  conique  qui  toucbe  les  côtés  du  triangle  en  a, 
/3,y.  (Arthur  Catley.) 

369.  Mêmes  données  que  dans  la  question  précédente, 
n  s'agit  de  mener  deux  droites  R,  S  rencontrant  AB  aux 
points  }\ ,  5i ,  BC  aux  points  r, ,  5, ,  C  A  aux  points  Ts  ,  5$  » 
de  telle  sorte  que  les  trois  systèmes  de  cinq  points  ri ,  5^ , 
A,  y,  B",  Ti,  5i,  B,  a,C5  r, ,55,C,  /3  ,  A  soient  en  invo* 
lution ^a^^.y  étant  des  points  doubles.  Trouver  en  fonc- 
tion de  p,  </,  r  les  équations  des  droites  R ,  S. 

(Arthur  Cayley.) 

370.  Soit  le  déterminant  k  w*  termes 

^ii  7    ^77 1    ,^M  >      •  •  f    ^ïn  » 


^mt    ^«a»    «W»  •  •  •  »    ^jwii 

a^^f  et  a^p  sont  deux  nombres  imaginaires  conjugués ,  de 
sorte  que  a^^  est  un  nombre  réel.  Démontrer  que  le  déter- 
minant est  réel. 

371.  Déterminer  dans  le  plan  d'un  triangle  un  point 
tel  )  qu'en  multipliant  chaque  distance  de  ce  point  à  un 
sommet  par  le  sinus  de  Tangle  formé  par  les  deux  dis- 
tances aux  deux  autres  sommets ,  la  somme  de  trois  pro- 
duits soit  un  maximum.  Démontrer  que  le  centre  du  cercle 
inscrit  remplit  cette  condition. 


(  1^8) 


CORRECTION  DANS  LES  TABLES  DE  CALLET  DE  1840, 
DE  YEGA  DE  1794  ET  DE  URSINUS  DE  1827, 


log  sin  1 .  47  •  54 
log  sin  4  *  ^3  '  ' 
log  col  i3.3o.5o 
log  cot  4a .  25 .  o 


log  cot  9°  5'  5o" 


log  96^3' 48'' 


Au  lieu  de  : 
8,496  9763 
8,907    3245 
9,619   1827 

o,q39  2258 

Au  Heu  de  : 
10,7955427008 

Au  lieu  de  : 

983943 


CALLET,  4840  (*). 
Lisez  : 
8,496  6763 

8,907  3235 
0,619  1827 
0,039  2>S^ 
VEGÀ,  1794. 

Lisez: 
10,7955426908 

URSINUS,  1827. 

Liseï: 
983843 

Ces  corrections  sont  indiquées  par  M.  Luther  [/éstr, 
Nachr.  t.  XLIV,  p.  289,  i856,  n«  1047). 

Ces  Tables  d'Ursînus  sont  les  suivantes  : 

Ursinus  G.-F.  Logarithmi  sex  decimalium,  scilicet 
nunierorum  ab  i  ad  100  000,  et  si'nuum  et  tangentium 
ad  10",  quibus  additi  stint  varii  logarithmi  et  numeri 
sœpius  in  ntathcsi  adhibiti.  Grand  iu-8,  Copenhague , 
1828. 

Les  logarithmes  sans  colonnes  de  difîërences  ;  mais  au 
dessus  de  chaque  colonne,  il  y  a  des  nombres  auxiliaires 
qui  servent  à  trouver  les  sinus  et  tangentes  des  angles 
moindres  que  20^  4^'  4<^"*  Q  7  ^  une  édition  danoise  de 
1847. 

Ç*y  Ces  fautes  n'existent  pas  dans  l'édition  de  1796.  Comment  se  sont- 
cUes  produites  dans  l'édition  de  18  jo,  les  deux  éditions  étaiit  stéréo- 
types? 


{  ^^9  ) 


SOCIÉTÉ  DE  SECOURS  DES  AMIS  DES  SCIENCES. 


L'esprit  d'abstraction  qui  crée  la  théorie  crée  rarement 
la  fortune  ;  aussi  rencontre-t-on  malheureusement  trop 
souvent,  luttant  contre  la  misère,  des  hommes ,  des  fa- 
milles dont  les  noms  rappellent  d'honorables  souvenirs  et 
se  rattachent  à  des  spéculations  scientifiques  généralement 
admises,  à  des  inventions  devenues  usuelles,  à  des  obser- 
vations fondamentales.  Une  Société  s'est  établie  pour  faire 
disparaître,  autant  que  possible,  cette  déplorable  anomalie 
sociale ,  et  pour  limiter  au  moins  de  douloureux  besoins* 
L'institution  est  Tceuvre  du  vénérable  baron  Thenard, 
qui  veut  couronner  une  carrière  depuis  si  longtemps  il- 
lustre, en  acquérant  un  nouveau  titre  au  respect  de  la  pos- 
térité. Faisant  des  vœux  pour  la  réussite,  nous  associant 
au  succès  de  la  noble  entreprise ,  proclamant  ses  statuts, 
nous  restons  fidèles  au  but  de  notre  recueil  uniquement 
établi  dans  Fijitérèt  de  la  science,  intérêt  qui  exige  im- 
périeusement que  Y  ou  vienne  eu  aide  à  ceux  qui  la  culti- 
vent ou  qui  Font  cultivée  avec  désintéressement. 

Dans  une  séance  d'inauguration  tenue  le  5  mars  der- 
nier, présidée  par  l'illustre  fondateur,  on  a  arrêté  les  sta- 
tuts préliminaires  en  dix  articles ,  dont  voici  les  princi- 
paux, suffisants  pour  donner  idée  de  l'ensemble . 

Article  1^'.  Pour  faire  partie  de  la  Société,  il  faut 
être  présenté  par  l'un  de  ses  membres. 

Article    lIL    La   souscription    annuelle  est    de   dix 

FRANCS. 

Indépendamment  des  souscriptions  annuelles,  la  So- 

Ann.  de  Mnikémat,,  t.  XVI.  (Avril  iSS;.^  9 


(i3o) 
ciété  reçoit  avec  reconnaissance  les   dons  qui  lui  sont 
faits  (*)'. 

Les  fonds,  produit  des  souscriptions  et  des  dons,  sont 
placés  en  rentes  sur  TÉtat,  ou  en  actions  de  la  Banque 
de  France,  ou  en  immeubles,  par  le»  ^K>ins  du  Conseil. 

Article  V.  Les  conditions  nécessaires  pour  avoir  droit 
k  des  secours  sont  : 

1^.  D'être  Français  ou  étranger  naturalisé^ 

2**.  D'être  auteur,  soit  d'un  Mémoire  ou  travail  jugé 
par  TAcadémie  des  Sciences  digne  d*ètre  imprimé  parmi 
ceux  des  Sauants  étrangers,  soit,  au  moins,  d'un  Mé- 
moire ou  d'un  travail  approuvé  par  elle; 

3°.  D'avoir  des  besoins  réels. 

Celui  qui,  à  l'avenir,  remplira  ces  trois  conditions 
aura  droit  à  un  secours  annuel. 

Ce  même  droit  appartiendra  à  ses  père  et  mère,  à  sa 
veuve  et  à  ses  enfants,  pourvu  qu'à  l'époque  de  sa  mort 
ils  aient  des  besoins  réels. 

Article  VIL  Le  Conseil,  sur  le  Rapport  d'une  Com- 
mission de  cinq  de  ses  membres ,  décide,  dans  le  courant 
de  chaque  année,  s'il  y  a  lieu  d'accorder  des  secours, 
quelles  sont  les  personnes  qui  y  ont  droit  d'après  l'ar- 
ticle V,  et  quelle  somme  doit  leur  être  accordée. 

La  Société  est  administrée  par  un  Conseil  de  trente-six 
membres  pris  dans  de  hautes  notabilités  scientifiques  et 
industrielles. 

Dans  la  première  séance  ont  été  nommés ,  pour  former 
le  Bureau  : 

Président M.  le  baron  Thenard. 

,^.      ^   .  . ,  (  MM.  Dumas      )  ,    ,,, 

Vice-Présidents,  .  {  .,,  S  de  Tlnstitul. 

(  tlourens  | 

Secrétaire M.  de  Senarmont ,  de  Tlnstitut. 

(*)  Le  fondateur  offre  un  don  de  vingt  millejrancs. 


yice-Secrétaires . 


(  i3i) 
MM.  Barreswîl,  de  la  Société  d'Encoura- 
gement. 
F.  Boudet,  de  rAcadémie  de  Méde- 
cine. . 


Censeurs . 


MM.  F.  Delessert,  \ 
.    .  B*»  Seguier,  |  de  Tlnstitut. 

M«>VaiJlant,  ) 

Trésorier M.  Paul  Seguin,  ingénieur  civil,  banquier. 

Et  vingt-six  Conseiilers  d 'administration. 

Le  nombre  des  souscripteurs  au  5  mars  dépassait  4S0. 


NOTE  SDR  UNE  FORMULE  RELATIVE  AUX  VOLIWBS^ 

Pa&  m.  Ch.  lombard,  I 

Ancien  élère  de  rÉcol«  Polytechcique,  ^  | 

Licencié  es  Sciences  physiques  et  mathématiques.  1 


Considérons  un  solide  compris  entre  deux  plans  paral- 
lèles au  plan  des  yz  \  appelons  H  la  distance  de  ces  deux 
plans,  B,  B' et  &,  respectivement,  les  surfaces  des  sec- 
tions extrêmes  et  celle  de  la  section  parallèle  et  équidis- 
tante.  Le  volume  de  ce  solide  aura  pour  expression 

V  =  |(B  +  B'-h4*), 

pourvu  que  la  surface  S  d^une  section  qiielconque  paral- 
lèle au  plan  des  jz  soit  une  fonction  rationnelle  de  Tab- 
scisse  de  cette  section ,  fonction  de  la  forme 

S  =  Il  -H  *JC  -h  cj'  -+-  ex»  (*). 
{•)  y tÀT  Jiouveliet  Annales ,  t.  VU,  p   a^t. 


(  i3a  ) 
I  (Le  théorème  ne  serait  plus  vrai ,  si  la  fonclion  était  d'un 

I  degré  supérieur  au  troisième.  ) 

I  Nous  pou  vous ,  sans  changer  cette  condition ,  supposer 

I  l'origine  au  milieu  de  la  distance  H ,  puisque  les  formules 

I  de  transformation  des  coordonnées  étant  entières ,  ration, 

nelles  et  du  premier  degré ,  S  ne  cessera  pas  d'être  ration- 
nelle et  son  degré  ne  sera  pas  élevé.  En  posant  H  =  a/i, 
on  aura  pour  l'expression  du  volume 


{a-^  ba-\-  cx^+  ex^)dx  =  :ixh-\ 5- ■ 


3 


D'un  autre  côté ,  on  obtiendra  les  sections  B,  B'et  &  en 
faisant  dans  l'expression  de  S  successivement 

On  a  ainsi 

8  =  a  —  bh -^  ch^ -^  eh"  ^ 

b  =:  a. 

En  éliminant  a^b^c^e  entre  ces  trois  équations  et  l'ex- 
pression de  V,  on  obtient  la  formule  énoncée  plus  haut. 

Cette  élimination  se  fait  facilement  en  ajoutant  quatre 
fois  la  dernière  équation  aux  deux  précédentes  ;  on  a  ainsi 

\  o     /  n  n 

d'où  on  tire 

•a 

et  comme  A  =  — ,  on  a*  en  substituant. 
V  =  |(B-hB'-h4^)- 
Celte  formule,  due  à  M.  Sarrus,  s'applique  aux  pris- 


(  »33) 
mes  et  cylindres ,  aux  cônes ,  pyramides  et  aux  troncs  de 
cônes  et  de  pyramides ,  à  la  sphère,  aux  ellipsoïdes,  ainsi 
qu^aux  segments  de  sphères  ou  d'ellipsoïdes,  elc. 

Si  Ton  suppose,  en  effet,  les  bases  du  cylindre  ou 
prisme  parallèles  au  plan  des  yz ,  la  section  S  sera , 
dans  ce  cas ,  une  constante ,  et  la  condition  analytique  né* 
cessaire  et  suffisante  pour  Fapplication  de  la  formule  se 
trouve  remplie  :  il  est  clair,  en  effet,  que  pour  les  pris- 
mes et  cylindres,  les  trois  sections  B,  B'  et  &  sont  égales 

H 

et  l'expression  de  V  devient  -^  X  6B  ou  H  X  B. 

Il  en  est  de  même  pour  les  cônes  et  les  pyramides.  Si 
l'on  suppose  Torigine  au  sommet  et  le  plan  de  la  base 

parallèle  au  plan  des  yz ,  l'expression  de  S  sera  — -»  qui 

est  encore  une  fonction  rationnelle.  La  formule  est  donc 
applicable  aux  cônes ,  aux  pyramides  et  à  leurs  troncs. 

On  le  vérifie  aisément  en  remarquant  que  dans  le  pre- 
mier cas  B'  =  o,  B  est  la  base  de  la  pyramide,  h  est  le 

quart  de  B.  L'expression  de  V  devient  donc  •^'  ^B  ou 

BXH 
-3"- 

Si  Ton  voulait  la  vérifier  pour  le  tronc  y  il  faudrait 
évaluer  h  en  fonction  de  B  et  de  B'  et  substituer  cette  va- 
leur dans  l'expression  de  V:  on  retomberait  ainsi  sur  la 
formule  connue  du  tronc  de  pyramide. 

Pour  cela  ,  appelons  x^  y^  z  les  côtés  homologues  des« 
trois  sections  semblables  B,  B',  6^  on  aura 


ou 


B 

B' 

h 

X'" 

~r'~ 

"z» 

y 

(  »34) 
Or 

donc 

a 
d'où  Ton  tire 

4^s=B4-B'-ha  s/BT- 
En  substituant  dans  l'expression  de  V,  on  trouve 

V  =  g  (aB  4-  2B'  -f-  2  v^BB^  =  |  (b  ^  B'  -+-  \/W)f 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

Enfin  le  théorème  s'applique  encore  à  la  sphère  >  aux 
ellipsoïdes  et  à  leurs  segments.  En  effet,  Téquation  de  Tel-* 
lipsoïde  étant 


Texpression  de  S  sera 


I 


^P7(.-J)> 


expression  rationnelle. 

On  peut  le  vérifier,  en  remarquant  que,  dans  ce  cas, 

B  =  o,      B'  =  o,      é=:7rP7     et     Ii=raa, 

par  suite,  V  devient 

-g-4ir?7      ou      jTraPv; 

de  même  pour  la  sphère. 

On  déduit  aisément  de  ce  théorème  une  démonstration 
d'une  formule  de  Simpson  fréquemment  employée  pour 
le  cubage  des  travaux  de  terrassement. 


(  .35  ) 
On  partage  le  volume  à  mesurer  en  un  nombre  pair 
:in  de  tranches  au  moyen  de  2/24-1  plans  parallèles  et 
équidistants.  Représenlons  par 

S| ,    Sa,    S;} ,  .  .  .  ,    Oj/i-i-i 

les  surfaces  des  sectious  ainsi  obtenues.  Appelons  h  la 
distance  constante  de  Tune  d'elles  à  la  suivante.  Regar* 
dons  comme  des  troncs  de  pyramides  les  volumes  com- 
pris entre  Si  et  Sa ,  entre  Ss  et  Sg ,  entre  S5  et  S7 ,  etc. ,  entre 
SfA.i  et  Sfn+i*  En  appliquant  a  ces  troncs  successifs  la  for- 
mule que  nous  venons  de  démontrer,  et  remarquant  que 
h  n'est  que  la  moitié  de  la  hauteur  de  chacun  de  ces  troncs, 
on  aura 

h  ^ 

Volume  entre  S,et  S3  =  7  (S.  +  S,  +  4^1)9 

Volume  enire  S,  et  S>  =  ^ (S,  -♦-  Si  -+•  4S4 ) , 

Volume  entre  S»  et  S,  =  ^  (S»  -h  S,  -h  4 S«) , 


Volume  entre  S„-,  etS,«H-,  =  -z  (S,...,  -h  8,.+,  H-  4Sai.), 

et,  en  ajoutant ,  on  trouve,  pour  le  volume  lojtal, 

^  _  A  /S,  H-  4s.  H^  aSa-h  484-4-  îxSs-h  4S,-h..A 

■^  3  V   -4-  2S,„-.  -f.  4s„  -h  s„+,  ;  ' 

En  d'autres  termes ,  le  volume  total  est  égal  au  tiers  de 
Téquidistance  multiplié  par  la  somme  des  sections  extrê- 
mes ,  augmentée  de  deux  fois  la  somme  des  autres  sections 
de  rang  impair  et  de  quatre  fois  la  somme  des  sections 
de  rang  pair. 
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SOLUTION  M  QUELQUES  PROBLÈIBS  GIIRIEIIX 
DARITiHÉTiQDB; 

Par  m.  ÀLBXAirDBE  ALLEGRET, 
Professeur  à  Parfs. 


On  trouve  dans  le  premier  livre  de  Vjirithmétiçue  de 
Diophante  quelques  énoncés  de  problèmes  susceptibles 
d'une  grande  extension  et  qui ,  modifiés  légèrement,  con- 
duisent à  d'autres  problèmes  linéaires  que  la  sagacité  de 
Leonardo  Pisano  {voir  le  Bulletîn,  1 855-56)  s'est  ap- 
pliquée à  résoudr^Je  m'occuperai  spécialement  dans  cet 
article  des  propositions  XXV,  XXVI ,  XXVH  et  XXVDI, 
Dioph.,  liv.  P*",  qui  rentrent  comme  cas  particuliers  dans 
les  deux  problèmes  d'arithmétique  suivants. 

Problème  I.  On  range  un  certain  nombre  de  personnes 
en  cercle,  et  on  donne  à  chacune  une  certaine  somme 
dont  elle  est  chargée  de  remettre  une  fraction  déterminée 
d'avance  à  la  personne  qui  se  trouve  placée  à  sa  droite. 
Chaque  personne  reçoit  alors  de  la  main  gauche  une 
somme,  en  même  temps  qu'elle  en  remet  une  autre  delà 
main  droite.  On  demande  de  déterminer  quelle  somme 
il  faudrait  donner  primitivement- à  chacune  de  ces  per- 
sonnes pour  qu'après  tous  les  échanges  effectués  comme 
il  vient  d'être  dit,  elles  se  trouvent  toutes  en  possession 
d'une  même  somme. 

Solution,  Ce  problème  est  susceptible  d'une  solution 
uniforme,  indépendante  du  nombre  des  personnes  qui 
entrent  dans  l'énoncé.  Pour  fixer  les  idées ,  je  me  bornerai 
à  traiter  le  ras  où  il  s'agît  de  cinq  personnes  :  on  verra 
facilement  que  la  méthode  est  générale. 


Soient 


(  '37) 

^U       àiy       biy       ^4,        bi 


les  cinq  fractions  données  d'avance,  et  posons,  pour  plus 
de  simplicité, 

^1  = ; »       ^ï=: ; î       6,  = ; î 

^    =  j ,        bi  =  ; 9 

a^-hi  cifc  -4-  I 


OU 


a,  = 


<Ï4 


->         <«t  = 


^. 


•  »         fl»  ?= 


>  «3  = 


I    *3 


X"' 


6.     ' 


on  aura,  diaprés  les  conditions  du  problème,  cette  suite 
d^équations 

4r»H-  fl,x,=  x,4-  flaJTi  =  J»-H  «3J^3  =  ^3-4-  «4^4  =  •'^4  4-  ^i^hj 
les  cinq  inconnues  de  la  question  étant  représentées  par 

J^i        JPf       -^3        o:,        JF5 
bt        bi        63        ^4        ^s 

et  X| ,  Xs ,  Xs ,  0:4  et  Xs  étant  cinq  autres  inconnues  auxi- 
liaires qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Remarquons  que,  comme  il  ne  peut  être  question  que 
de  la  recherche  du  rapport  de  ces  diverses  inconnues,  on 
pourra  poser 

I       O       O       O       I 
1       a,     G       O       O 

I  1  «;;         o         .0 

I       O       I       ^,0 
I       o       o        I        /7, 


x,= 


(  «38) 
Pour  toute  autre  inconnue ,  Xi  par  exemple ,  on  aura 


01  o  t 

I  a,  I 

o  I  I 

o  o  I 

o  o  I 


o 

I 

o 

o 

0 

0 

= 

«« 

o 

I 

«s 

0  o  o  I 

01  o  o  o 
i  a^  o  o 
o  I  a,  o 
o  o  I  a, 


et  plus  généralement ,  /  ou  son  résidu  suivant  le  module  5 
désignant  Tun  quelconque  des  indices  i,  2,  3,  4  ou  ^i 
on  aura 


10        o        o 

I 

I    fl,+,    o        o 

0 

I     I         fl,+a   o 

O 

I     O             I            01+3 

0 

1    o        O         I 

«i 

=   Û/+,  <î,-4.,  fl/4.s  «,-M   •+■   ( 0* 


I  tfl^i  O 

I      I  Oi, 

l  O  I 

I  O  o 


Faisant  passer  la  dernière  ligne  du  dernier  déterminant  i 
la  première  place  ,  ce  qui  revient  à  multiplier  le  détermi- 
nant par  ( —  i)',  on  aura 


^1  =  Oi+i  rt,>j  0/^.3  0,^.4  — 


I  o  o  I 

I  ai+i  o  o 

I  I  «i+î  o 

I  o  I  0,4 


Or  ce  déterminant  est  susceptible  d'une  réduction  ana- 
logue à  la  précédente  et  on  est  ainsi  conduit  à  la  formule 
suivante  d'une  remarquable  simplicité  : 

2_  l^    (  û/+>  «l-t-2  «/+3  Oi+4    —  «i+l   «i+S  ^in\  ^ 

bi    '       ai  X-h  0i+i  0i+2  —  «i-Hi  -4-  1  / 

application.  Supposons  qu'on  donne 


(  >39  ) 
on  aura 

et 

or,  =  2.3.4.5  —  2.3.4 -H2. 3  —  24-1  =  loi, 
or,  =  3. 4. 5.1  —  3. 4-54-3. 5  —  34-i=  10, 

^3  =  4. 5  1 .2  — 4-5.1 4-4-4  — 4  +  ^  =  37, 

:ir4  =  5.1. .2. 3  —  5.1.24-5.1  —  54-1  =  21, 
Xi^  1.2.3.4  —  1.2.34-  1.2  —  I  4-1=  20. 

Les  cinq  inconnues  seront  donc  proportionnelles  aux  cinq 
nombres  suivants  : 

202,     3o,      148,     io5    et     120, 

ce  qu*on  peut  vérifier  immédiatement. 

La  suite  prochainement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  334  (NANNHEIM), 

Par  m.  Abel  RAINBEAUX 

ET  M.  A.  SAINTARD, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Lionnet). 


Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  quelconque  O 
dans  l'intérieur  de  ce  triangle  >  on  mène  les  transversales 
AOa,  BOi  ,  COc-,  on  a  l'îdentîlé 


I  I  I  I  I 

4- 


AOb/^  hOc       COa  "^  AOc  ^  BOa  ^€Ob 

On  a  ('VOir  page  22) 

1  '  1     _     1  I 

^*^  AOB  ^  AOb  '"  A0<:  "^  AOC' 

.  I  1     1  I 

^^^  bôc'*"bôc'~bo^"^âôb' 


(7) 


1  I     1  I 


(  '4o  ) 
Ajoutant  membre  à  membre  (a)  et  (|3) ,  on  a 


I  I 


-f-ï^;r-  = 


BOC      AOb  ^  BOc  ""  AOi:       BOa  "^  AOC' 
En  ajoutant  membre  à  membre  {â)  et  (7) ,  on  a  enfin 


-H;;7r-  = 


AO^^BOc^COfl      AOc       BOrt       COA" 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  3S8  (FAURE) 

(rolrt.Xyj,p.M); 

Pae  m.  l.  bourdelles, 

Élèvo  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


i^.  Soit  M  le  point  de  rencontre  de  la  sécante  arbi- 
traire F'  K  avec  une  des  coniques  ;  je  mène  par  ce  point 
la  tangente  MN  à  cette  conique  :  je  dis  que  cette  droite 
sera  tangente  à  la  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  F  et 
pour  directrice  la  sécante  F'K. 

En  effet,  j'abaisse  du  foyer  F  une  perpendiculaire  a 
cette  tangente.  Soient  K  le  point  où  elle  rencontre  la  sé- 
cante et  H  le  point  où  elle  coupe  la  tangente-,  si  je  joins 
M ,  F,  le  triangle  KMF  est  isocèle ,  car  la  droite  MH ,  tan- 
gente &  la  conique  au  point  M ,  est  bissectrice  dé  Tangle 
KMF.  n  en  résulte  que  le  point  H  est  le  milieu  de  KF,  cl , 
par  suite ,  que  MN  esi  tangente  à  la  païaholc  ronsidérée. 
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La  même  démon stra lion  s^applique  à  toutes  les  coni- 
ques homofocales  ;  par  conséquent,  si  l'on  mène  des  tan- 
gentes à  toutes  ces  courbes  par  les  points  où  la  sécante 
les  rencontre ,  la  courbe  enveloppe  de  ces  tangentes  sera 
une  parabole. 

2°.  ]1  est  évident  que  cette  parabole  est  tangente  à 
Taxe  Oy  des  coniques  qui  contient  les  foyers  imaginaires , 
car  il  est  perpendiculaire  sur  FF'  et  en  son  milieu  0« 

3^.  Toute  tangente  commune  à  une  conique  et  à  la  pa- 
rabole est  vue  du  foyer  sous  un  angle  droit. 

En  effet,  je  considère  la  tangente  menée  par  le  point 
M  ;  soit  N  le  point  où  elle  toucbe la  parabole.  Si  du  point 
N  j'abaisse  une  perpendiculaire  NK  sur  la  directrice,  je 
forme  un  triangle  NKM,  rectangle  en  K ,  qui  est  égal  au 
triangle  MFN  -,  donc  Tangle  MFN  sous  lequel  on  voit  la 
tangente  MN  du  foyer  F  est  aussi  droit.       c.  q.  f.  d. 

Note.  MM.  E.  Carénon  et  E.  Laguières,  élèves  du 
lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie) ,  ont  résolu  la 
question  de  la  même  manière.  M.  Abel  Rainbeaux  donne 
une  solution  analytique.  M.  Rassicod ,  élève  du  lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot) ,  ramène  ingénieuse- 
ment la  proposition  à  celle-ci  :  Du  foyer  F'  comme  centre 
et  du  grand  axe  comme  rayon  ,  on  décrit  le  cercle  dit^eo- 
teury  on  prolonge  le  rayon  vecteur  quelconque  F'  P  jus- 
qu'à ce  qu'il  rencontre  le  cercle  directeur  en  Q;  par  le 
point  Q,  on  mène  une  tangente  au  cercle,  et  par  le 
point  P  une  tangente  à  l'ellipse.  Le  lieu  d'intersection  E 
de  deux  tangentes  est  une  parabole.  La  connexion  de  ce 
résultat  avec  celui  dont  il  s'agit  est  évidente.  En  faisant 
varier  la  droite  arbitraire ,  le  point  E  décrit  la  directrice 
de  l'ellipse  relative  au  foyer  F. 

Note.  MM.  Sylvestre  et  Boyeldieu,  élèves  de  M.  Ca- 
talan ,  et  M.  Poupelet,  de  l'institution  Reusse,  ont  adressé 
les  mêmes  solutions. 


(  '4^  ) 


THÉOR&ME  SUR  LE  TRIANGLE  SPHÂRIQDB  ; 
Pa»  m.  gomrescure. 

Professeur  à  Montpellier. 


Titéorème,  ABC  triangle  sphërique;  O  centre  de  la 
sphère,  Vi  volume  du  parallélîpîpède  qui  a  pour  arêtes 
OA',  OB',  OC;  A',  B',  C  sont  les  milieux  des  côtés  du 
triangle.  S  étant  Taire  du  triangle,  on  a 

V,  =sin-S. 

2 

(CoBjiEuus  Kbogh.) 
Démonstration.  En  désignant  par  a\  b\  c'  les  côtés 
du  triangle  A',  B',  C,  on  a 

-      I  I .        .1.1,       ^ 

cost?'  =  -  tf  CCS  -  é  -H  sin  -  a  siD  -  o  cosC , 

2  2  a  2 

ou,  en  substituant  les  expressions  connues  de  cos-a, 
sin -â ,  etc. ,  en  fonction  des  angles , 


.    /sin  (A  — -S)  sin  (B  — iS) 

C05c'  =  C08isV— ^^ M— ^ 2_/,.... 

2      T  sin  A  sm  B 

Maintenant  on  a 

VÎ  =  sin'ft'sin"c'sin'A' 
=  ï  —  cos'  n'  —  cas'  b'  —  cos'  </  -t-  2  cos  a'  cos  b'  cos  c' , 

et  en  substituant  les  expressions  précédentes  de  cosc', 
cos /y,  cos  a',  il  vient,  après  quelques  transformations 
faciles , 

VJ=i  — cos'iS 

2 
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OU 

V,=8inis. 

2 


PROGRAMHE  D  UNE  NOUVELLE  THÉORIE  DE  LA  MESURE 
DES  PRISMES^ 

Par  m.  dieu, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Grenoble. 


Théorème  I.  La  mesure  d'un  parallélipipède  rec* 
f angle  droit  est  le  produit  de  sa  hase  par  sa  hauteur, 

(Démonstration  par  la  décomposition  en  cubes.) 

Corollaire  I,  Celte  mesure  s'étend  : 

i^.  Au  parallélipipède  droit. 

(Equivalent  au  parallélipipède  rectangle  de  base  équi-^ 
valente  et  de  même  hauteur,  construit  en  formant,  de  la 
manière  bien  connue,  des  rectangles  sur  les  bases  paral- 
lélogrammes :  on  a  une  partie  commune  et  des  parties 
évidemmen  t  superposables .  ) 

2k®.  Au  prisme  triangulaire  droit. 

(Moitié  du  parallélipipède  droit  de  base  double  et  de 
même  hauteur.) 

3°.  Au  prisme  polygonal  droit. 

(Somme  de  prismes  triangulaires.  ) 

Remarques,  Deux  prismes  droits  de  bases  équivalentes 
et  de  même  hauteur  sont  équivalents.  Deux  prismes  droits 
de  bases  équivalentes  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs 
et  deux  prismes  droits  de  même  hauteur  sont  proportion- 
nels à  leurs  bases. 

Théorème  II.  La  mesure  d'un  prisme  oblique  est  le 
produit  de  la  section  droite  par  la  longueur  des  arêtes 
latérales. 
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Remarque.  SUl  s'agit  d'un  parallélipipède,  il  faut 
dire  :  Le  produit  d'une  section  droite  par  la  longueur  des 
arêtes  perpendiculaires  à  cette  section. 


(AD'  étant  le  prisme  oblique,  MNP...  une  section 
droite  et  MQ'  le  prisme  droit  construit  sur  MNP...  dont 
la  hauteur  MM'  =  AA'.  On  prouve  facilement  que  ce 
prisme  droit  est  équivalent  au  prisme  oblique,  partie 
commune  MD'  et  parties  superposables  MD,  M'D'.  Pour 
établir  la  superposition  de  ces  dernières  parties ,  il  est  bon 
de  remarquer  que  les  angles  trièdres  [M,  M'],  [N,  N'], 
etc.,  sont  égaux  deux  à  deux,  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune. ) 

Remarques.  Deux  prismes  obliques  sont  équivalents 
lorsque  leurs  sections  droites  sont  équivalentes  et  leurs 
arêtes  latérales  égales.  Us  sont  proportionnels  à  leurs 
arêtes  latérales ,  si  les  sections  droites  sont  équivalentes, 
et  à  leurs  sections  droites  si  les  arêtes  latérales  sont  égales. 

Théoeeme  in.  La  mesure  d'un  prisme  oblique  quel* 
conque  est  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Démonstration.  Soient  A'D  le  prisme,  MNP...  tme 
section  droite ,  MI  et  AH  deux  perpendiculaires  aux  bases 
du  prisme.  Désignons  par  B  Taire  de  ces  bases ,  par  S  celle 
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des  sections  droites ,  par  h  la  hauteur  AH ,  enfin  par  Â 
la  longueur  des  arêtes  AÂ'. . . . 

D'après  un  théorème .  connu ,  en  remarquant  que  la 
section  droite  MNP. . .  est  sur  son  plan ,  la  projection  de  la 
base  A'B'C'...,  on  a 

S      MI 
B  "■  MA'' 

Mais  les  triangles  semblables  MA'I,  AA'H  donnent 

.      MI        AH  _h 
MA'""  AA'^'fl' 
donc 

S       h 
B=â' 
d'où 

BA  =  Sa  =  volume  prisme  (théor.  précédent). 

Remarques,  Deux  prismes  quelconques  de  bases  équi- 
valentes et  de  même  hauteur  sont  équivalents.  Deux 
prismes  quelconques  de  bases  équivalentes  sont  propor- 
tionnels à  leurs  hauteurs ,  et  deux  prismes  quelconques 
de  même  hauteur  sont  proportionnels  à  leurs  bases. 


THËORBIB  SUR  LBS  RACINES  GOUIIENSIIRARLES 
rilNB  ÉQIIATION^ 

Pae  m.  Emile  MATHIEU, 

Professenr. 


Soit  Tëquation  algébrique  à  coefficients  entiers 

/(«)  =  Aa:"4-Baf-'  H-Cjc"-»-f-...  +  Hx-hL  =  o. 
i4iiR.  de  Mathémat.,  t.  XVI   (Avril  1857.)  lO 
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i".  L'équation  n'a  pas  de  racines  commensurables ,  si, 
A  et  L  étant  impairs,  l'un  des  nombres  y  (i)  et/"!  — i) 
est  aussi  impair. 

a^.  L^ëquation  n'a  pas  non  plus  de  racines  conmiensu* 
râbles,  si ,  des  quatre  nombres  A ,  hjf[i)  etf( — i),  au* 
cun  n^est  divisible  par  3. 

Démonstration,  En  effet,  soit  -r  une  racine  fractioa- 

o 

naire  irréductible  de  cette  équation;  on  aura 


ou 


/W  =('-?) 


Posons 


-— T 

+  B 

ha 

+  c 

tI-»^) 

Au—' 


■h 


tp  (x)  étant  un  polynôme  algébrique  dont  les  coeflieîenls 
sont  entiers  }  donc 

£oit  a  un  nombre  entier;  on  obtient  Tidentité 


/(-) 


_{ba^a)^(a) 


If 


et 


K.)  =  &^i- 


boL  —  a 


Or  si  un  nombre  premier  p  divise  £"*,  il  divise  i ,  il  est 
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donc  premier  avec  a  ;  donc  il  n^y  a  pas  de  facteur  corn- 

mun  à  6*"  et  à  &a  —  a-^il  faut  donc  que  ,     _J     soit  un 

nombre  entier,  quel  que  son  a. 
Faisons-y  successivement 

«  =  0,      a  =  i,      a  =. —  l, 

et  alors 

a        b  —  a        è  -h  a 
sont  entiers. 

Or  -  est  racine  de  réquation  inverse 

L,jr  -h  EjT-'  -h.  .,-f-  Bx  -f- a  =o; 

donc,  par  la  même  raison  que  -  est  entier,  t  sera  aussi 

entier,  dans  l'équation  inverse. 

D'après  cela,  si  A  et  L,  multiples  respectifs  de  £  et  a, 
sont  impairs ,  a  et  b  sont  aussi  impairs;  donc  b — a  et 
b-h  a  sont  pairs  ety*(i)  et/( —  i)  sont  pairs. 

Donc  si  A  et  L  sont  impairs  et  que  Tun  des  nombres 
f(i)  et/( —  i)  soit  aussi  impair,  l'équation  ne  peut  avoir 
dcTacines  fractionnaires;  le  raisonnement  reste  le  même 
lorsque  &  =  i  :  donc  Téquation  n'a  pas  de  racines  corn- 
mensurables;  dans  ce  cas,  le  théorème  rentre  dans  le  cas 
examiné  [Nouv^elles  Afinales,  t.  XV,  p.  449)- 

Supposons,  en  second  lieu,  que  A  et  L  ne  soient  pas 
divisibles  par  3 ,  ^  et  &  ne  le  seront  pas  non  plus  ;  on  aura 

/ï  =  3/?±l,       6=:37±l, 

et  il  est  facile  de  voir  que  l'un  des  nombres  a  — b  et 
a-h  b  sera  divisible  par  3  ;  donc  l'un  des  nombres  f{i) 
eif( —  i)  sera  nécessairement.divisible  par  3. 

Donc  l'équation  n'a  pas  de  racines  commensurables ,  si 

10. 
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des  quatre  nombres  A ,  L,/(i)  et/(^ —  i)  aacun  u'esi  di- 
visible par  3. 

Corollaire,'  Toute  équation  d'un  nombre  impair  de 
termes  dont  tous  les  coefficients  sont  impairs  n'a  aucune 
racine  commensurable. 

Observation,  Si  le  terme  tout  connu  manque,  il  y  a  des 
racines  nulles. 


SURFACES  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ, 

Plaos  polaires,  Go&struction  d'ine  surface  di  troisiène  degré; 
Par  m.  poudra. 

Proposition  /.  Lorsque  plusieurs  surfaces  du  deuxième 
degré  passent  par  huit  points  communs,  les  plans  po- 
laires d'un  neuvième  point  M  pris  par  rapport  à  ces  sur- 
faces passent  par  une  même  droite. 

Démonstration,  En  effet,  toutes  ces  surfaces  ont  en 
commun  une  courbe  du  quatrième  ordre  ;  donc  si  par  le 
point  JM  on  mène  un  plan  quelconque,  il  coupera  les  sur- 
faces du  deuxième  degré  suivant  des  coniques  qui  auront 
quatre  points  communs:  les  polaires  du  point  M,  relatif 
à  ces  coniques,  passeront  donc  par  un  même  point  N  qui 
sera  ainsi  dans  tous  les  plans  polaires.  Il  en  sera  de 
même  pour  tout  autre  plan  mené  par  M;  donc  tous  ces 
points  N  devant  se  trouver  en  même  temps  dans  tous  les 
plans  polaires  de  ce  point  M ,  il  en  résulte  qu'il  faut  que 
tous  ces  plans  passent  par  une  même  droite. 

Corollaire  I,  Si  le  point  M  est  un  des  points  communs 
à  toutes  les  surfaces ,  les  plans  polaires  de  ce  point  seront 
les  plans  tangents  aux  surfaces  en  ce  point.  Donc  tous  les 
plans  tangents  à  une  série  de  surfaces  du  deuxième  degré 
ayant  en  commun  une  mùuie  courbe  du  quatrième  ordn* 
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en  un  point  de  celte  courbe  passent  par  une  même  droite. 

Corollaire  II.  Si  le  point  M  est  à  Tinfini,  chaque 
plan  polaire  passe  par  le  centre  de  la  surface  ainsi  que 
chaque  polaire.  Donc,  lorsque  plusieurs  siirfaces  du 
deuxième  degré  passent  par  une  même  courbe  du  qua- 
trième, tous  les  centres  se  trouvent  sur  une  même  droite. 

Proposition  II,  Les  plans  polaires  relatifs  â  quatre  de 
ces  surfaces  ont  le  même  rapport  anharmonique,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M. 

En  effet ,  par  le  point  M  menons  un  plan  quelconque. 
Il  coupera  les  quatre  surfaces  suivant  quatre  coniques 
passant  par  quatre  mêmes  points.  Le  rapport  aûharmo- 
nique  des  polaires  d^iin  point  quelconque  de  ce  plan  est 
toujours  le  même ,  et  ce  rapport  est  égal  à  celui  des  quatre 
plans  polaires.  Or  cela  ayant  lieu  pour  tous  les  plans  pas« 
sant  par  M,  existe  pour  les  points  de  leur  commune  in- 
tersection et ,  par  suite ,  pour  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace. Donc,  etc. 

Corollaire,  Si  le  point  M  est  un  des  points  communs 
d'intersection  des  surfaces ,  les  plans  tangents  en  ce  point 
formeront  donc  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmo- 
nique  sera  le  même,  quelle  que  soit  sa  position  sur  la 
courbe  d'intersection.  Donc  tous  ces  plans  tangents  for- 
meront par  les  intersections  de  faisceaux  homographiques 
un  hyperboloïde  passant  par  cette  même  courbe.  (On 
voit,  en  effet,  que  pour  deux  |>oints  de  cette  courbe  les 
deux  faisceaux  de  plans  tangents  étant  homographiques, 
se  coupent  sur  cet  hyperboloïde.  )  Chaque  génératrice  de 
cette  surface  se  trouvant  à  la  fois  dans  tous  les  plans  tan- 
gents à  toutes  les  surfaces  passant  par  ce  point,  il  en  ré- 
sulte que  cet  hyperboloïde  sera  tangent  à  toutes  ces 
surfaces  du  deuxième  degré  suivant  la  courbe  commune 
d^intersection. 

Nous  appellerons  aussi ,  pour  abréger,  rapport  anhar- 
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de  ^pntre  de  oei  sanaces  or  dcaxicme  degré 
piMinl  par  me  mèae  eooilie  dlMiosectioii ,  le  rapport 
anbaraioaiqae  des  pUas  polaires  d'un  pnnt  qndconqoe 
odatÎTef  à  cet  cosriies,  on  Imi  le  report  antiamMViiqQe 
des  quatre  plans  ui|genis  à  ces  «rfaccs  panant  par  une 
mênie  droile,  genrralfice  de  llijpcilioloide  langent  à 
tontes  les  snr&œs  dn  denadcme  ordre  passant  par  la 
wtwit  ooanbe  d  interaectioa. 

BemartjnoDs  que  lliyperboioîde  taisent  ne  oontieni 
généndcment  sur  chaque  gcnëratrioe  qa*nn  senl  point  de 
la  oomise  dn  quatrième  ordre,  inierMClion  oomnuine  des 
surfaces  dadeaxiime  degré,  tandis  «pie  les  liyperfacdoldes 
qui  nous  ont  senri  (voir  t.  XV,  p.  385)  à  déterminer  cette 
courbe  ont  ime  génératrice  qui  passe  par  deux  points  de 
cette  courbe. 

Proposition  III.  Quand  iwe  série  de  surfaces  du 
deuxième  degré  ont  ime  même  combe  d'intersection,  si 
Ton  prend  les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  par 
rapport  &  ces  surfaces ,  et  qu'ensuite  par  une  droite  P 
quelconqtie  on  mène  des  plans  (dont  trois  de  direction 
arbitraire)  forment  un  faisceau  bomographique  au  fais- 
ceau formé  par  les  plans  polaires ,  je  dis  que  ces  plans, 
qui  correspondront  un  à  un  respectivement  aux  surfaces 
du  deuxième  degré ,  rencontreront  respectivement  ces  sur- 
faces suivant  des  coniques  dont  le  lieu  géométrique  sera 
une  surface  du  troisième  ordre  passant  par  la  courbe  d'in- 
torsection  et  par  la  droite  P. 

Eji  effet,  si  Ton  coupe  tout  le  système  par  un  plan ,  les 
surfaces  du  deuxième  degré  donneront  par  leurs  intersec- 
tions un  faisceau  de  coniques  passant  par  quatre  mêmes 
points  et  dont  le  rapport  anharmonique  sera  celui  des 
plans  polaires ,  et  le  faisceau  de  plans  donnera  un  faisceau 
de  droites  dont  le  rapport  anharmonique  sera  celui  du 
faisceau  de  plans  \  donc  ce  faisceau  de  droites  sera  homo- 
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graphique  avec  celui  des  coniques,  et,  par  conséquent , 
les  points  d'intei'sections  respectifs  donneront ,  comme  on 
sait  (t.  XIV,  p.  36o}  «ne  courbe  du  troifième  ordre  passant 
par  les  quatre  points  communs  des  coniques  et  par  le 
sommet  du  faisceau  de  droites ,  sommet  qui  appartient  à 
la  droite  P.  Tous  les  plans  sécants  donneront  de  même 
des  courbes  du  troisième  ordre  \  donc  le  lieu  de  toutes  ces 
courbes  du  troisième  ordre  sera  bien  une  certaine  surface 
du  troisième  ordre  passant  par  la  courbe  d'interseetion  et 
par  la  droite  P. 

Proposition  JF.  Par  quinze  points  de  Teqiace  faire 
passer  une  surface  du  troisième  degré. 

Par  huit  de  ces  points ,  onWait  passer  un  faisceau  de 
surfaces  du  deuxième  degré  passant  successivement  par 
les  points  9,  lo,  ii,  la,  i3,  i4)  i5,  ce  qui  fait  sept  de 
ces  surfaces.  Ou  cherche  ensuite  par  le  problème  (  Aoii» 
uelles  Annales t  t.  XV,  p.  161  )  la  droite  par  laquelle  sept 
plans  étant  menés  par  des  points  9,  lo»  11,  la,  i3,  i4, 
i5,  ces  sept  plans  forment  un  faisceau  homographique  à 
celui  des  sept  surfaces  du  deuxième  degré  passant  respec- 
tivement par  ces  points.  Les  intersections  des  surfaces  d« 
deuxième  degré  par  les  plans  respectifs  correspondants 
donneront  des  sections  coniques  appartenant  à  la  surface 
du  deuxième  degré  passant  par  les  quinze  points  donnés 
(prop.  ni). 

Proposition  V.  Si  par  huit  points  on  fait  passer  un 
faisceau  de  surfaces  du  deuxième  degré  et  par  huit  autres 
pointa  un  autre  faisceau,  mais  tel,  que  les  rapports  anhar- 
moniques  des  deux  faisceaux  soient  les  mêmes ,  alors  les 
deux  surfaces  du  deuxième  degré  correspondantes  de 
chaque  faisceau  se  couperont  suivant  des  courbes  du 
quatrième  degré  dont  Tensemble  formera  une  surface  du 
quatrième  degré  passant  par  les  seize  points  donnés  [voir 
t.  Xn,*p-358). 
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SUR  U  DIVISION  AimiGÉB 

(rolrt.  Xni.p.lTO); 

Pae  m.  EuGÂiTE  ROUCHÉ, 
Professeur  au  lycée  Gharlemagne. 


Prirgipe.  Quand  on  substitue  au  diviseur  le  nombre 
formé  par  ses  m  +  i  premiers  chiffres  significatifs  (en 
remplaçant  par  des  zéros  ceux  des  chiffres  supprimés 
gui  sont  à  gauche  de  la  virgule)^  on  augmente  le  quO" 
tient  d'une  quantité  moimdre  que  V unité  de  V ordre  de 
son  m'*"^  ch^e. 

En  effet,  substituer  au  diviseur  exact  648,2717954  1< 
valeur  approchée  648,27 1  revient  à  multiplier  le  quotient 
par 

648,2717954 _^  ^  0,0007954^ 
648,271  648,271 

ou  à  Faugmenter  de  son  produit  par    *       79^4,  q^  ^^^ 

fraction  est  moindre  que  — ^ =  — -;  d'ailleurs  le  que- 

^        100         10*  * 

tient  contient  au  plus  99999  unités  de  son  cinquième 

chiffre  :  il  est  donc  inférieur  à  10'  unités  de  l'ordre  de 

ce  chiffre;  et,  par  suite,  Terreur  en  plus  commise  sur  ce 

quotient  n'atteint  pas  une  unité  du  cinquième  chiffre. 

C.    Q.    F.    D.- 

Règle.  Pour  obtenir,  à  moins  d'une  unité  d'un  cer^ 
tain  ordre,  le  quotient  de  deux  nombres  entiers  ou  dé' 
cimaux,  on  commence  par  déterminer  l'ordre  des  plus 
fiantes  unités  du  quotient  exact,  et,  par  suite,  le  nombre 
des  chiffres  du  quotient  demandé,-  on  prend  deux  chif- 
fres de  plus  au  diviseur  et  on  divise  le  dividende  par  le 
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nombre  ainsi  formée  abstraction  faite  des  virgules.  Seu- 
lement y  après  chaque  division  partielle,  au  lieud'abais- 
ser  à  la  droite  du  reste  le  chiffre  suiî^ant  du  dividende^ 
on  divise  ce  reste  tel  quil  est  par  le  diuiseur  précédent 
priué  de  son  dernier  chiffre,  et  l'on  s'arrête  dès  quon  a 
au  quotient  le  nombre  de  chiffres  voulu.  On  place  en- 
suite la  virgule  d'après  l'approximation  énoncée. 

Exemple.  Soient  les  deux  nombres  i5466,a73863, 
648,2717954  dont  on  demande  le  quotient  à  moins  de 
0,01. 

Les  plus  hautes  unités  du  quotient  exact  sont  des  di- 
15466,27  I  6  4  8,â  7  i    zaines;  le   quotient  demandé 

25oo85  I  2  3,8  5  ^^^^i  ^^^^  quatre  chiffres,  puis- 

5  5  6  o  4  qu®  son  dernier   chiffre  doit 

3748  exprimer  des    centièmes.   On 

5  0,8  prend  pour  diviseur  le  nombre 

de  six  chiffres  648,271,  et  en  suivant  la  marche  indiquée 

on  trouve  23,85. 

Démonstration.  En  remplaçant  le  diviseur  par  le  nom- 
bre de  six  chiffres  648,271,  on  augmente  le  quotient 
d'une  quantité  moindre  qu^une  unité  de  Tordre  de  son 
cinquième  chiffre ,  c'est-à-dire  moindre  que  o^ooi.  Telle 
serait  Terreur,  si  Ton  conservait  pour  diviseur  648,271; 
mais  dans  Topération  suivante ,  au  lieu  de  diviser  le  reste 
par  648,27*1 ,  on  prend  pour  nouveau  diviseur  le  nombre 
d€  cinq  chiffres  648,27  ;  de  là  résulte  une  nouvelle  erreur, 
en  plus,  moindre  quune  unité  du  quatrième  chiRre  4u 
nouveau  quotient,  c'est-à-dire  moindre  qu'une  unité  du 
cî/ï^iaèrne  chiffre  du  quotient  total ,  et,  par  suite,  moinr 
dre  encore  que  0,001.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que 
chaque  opération  augmente  le  quotient  d'une  quantité 
moindre  que  0,001 5  donc,  après  quatre  opérations  i  Ter- 
reur finale  en  plus  sera  plus  petite  que  o,oo4  et  à  fortiori 
que  0,01. 
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De  plus,  en  négligeant  de  dÎTÎser  le  dernier  reste  par 
le  dernier  diviseur,  c'est-à-dire  en  négligeant  les  chiffres 
du  quotient  qui  suivent  les  centièmes ,  on  commet  une 
erreur  en  moins  inférieure  à  0,01 . 

Les  deux  erreurs,  Tune  en  plus,  l'autre  en  moins,  se 
compensent  en  partie ,  et  comme  chacune  d'elles  est  infé- 
rieure à  0,01,  Terreur  totale  est  moindre  que  0,01  en  plus 
ou  en  moins. 

Remarque,  La  règle  précédente  semble  exiger  que  le 
quotient  demandé  ait  moins  de  onze  chiffres  afin  que  Ter- 
reur en  plus  soit  moindre  que  0,001  x  10  =  0,01.  Mais 
hâtons-nous  d^ observer  que  la  limite  indiquée  dans  notre 
principe  est  loin  d*être  aussi  resserrée  que  possible. 

Au  lieu  de  prendre  100  pour  limite  inférieure  du  divi- 
seur, on  peut  mettre  640  puisque  le  dernier  diviseur  em- 
ployé a  toujours  trois  chiffres  (on  prend  en  effet  deux 
chiffres  de  plus  au  diviseur  qu  au  quotient  et  Ton  ne 
commence  à  supprimer  un  chiffre  sur  la  droite  du  divi- 
seur qu'à  partir  de  la  deuxième  opération)  \  on  trouve 
alors  pour  limite  de  Terreur,  dans  chaque  opération  par- 
tielle, ^-7  de  l'unité  du  cinquième  chiffre  du  quotient, 

on  a  donc 

0,001 0,01 

et  pour  que  Terreur  totale  précédente  produite  par  les 
altérations  successives  du  diviseur  ne  dépasse  pas  0,01, 
il  suffit  que  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  demandé 
ne  surpasse  pas  le  nombre  64  formé  par  l'ensemble  des 
deux  premiers  chijjres  du  dwiseur. 

On  voit  ainsi  : 

Qu^il  suffira  de  prendre  au  dii^iseur  un  cbiffie  déplus 
qu'an  quotient  toutes  les  fois  que  le  nombre  des  chiffres 
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du  quotient  demandé  rC excédera  pas  le  premier  chiffre 
du*  diviseur j  et  que^  en  général,  n  étant  le  nombre  des 
chiffres  du  quotient  demandé,  il  faudra  compter  sur  la 
gauche  du  diviseur  assez  de  chiffres  pour  former  un 
nombre  au  moins  égal  à  net  puis  prendre  n  chiffres  de 
plus.  Cest  la  règle  de  M.  Lionnet  (t.  XI,  p.  i4S). 

n  n'y  a  d'ailleurs  aucune  modification  à  faire  dans  le 
cas  où  un  dividende  partiel  contient  dix  fois  le  diviseur 
correspondant.  On  prend  alors  lo  pour  quotient  partiel; 
on  trouve  que  les  quotients  partiels  suivants  sont  nuls,  et 
le  quotient  ainsi  obtenu  est  évidemment  approché  par 
excès. 


RBGIIBIL  DE  FORMULES  RELATIVES  AU  CERCLE 

(foir  l.  XII,  p.  SOI). 


Multiples  deit  de  i  à  g  avec  vingt  décimales. 

7r=  3,i4i59  26535  89793  23846 
2ir=  6, 283 18  53071  7958647692 
3n=  9,42477  79607  69379  71639 
4w  =  12,56637  06143  59172  95385 
5ïr=  15,70796  32679  4^966  19231 
67r  =  18,84955  59215  38769  43077 
7ir  =  21,99114  85761  28662  66924 

87r=  26,13274  12287  1834690770 

97r  =^8,27433  38823  08139  14616 
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Multiples  de  "  de  -  à^  auec  vingt  décimales. 


V      ir 


-=o,3i83o  g886i  83790  67154 


ÏT 


^  =  o,6366i  97723  67581  353o8 

3 

-  =  0,95492  96585  51372  01461 

A 

2=  1,27323  95447  35162  686i3 

5 
.  -=  1,59154  94309  18953  35769 

6 

-=1,90985  93171  02744  02923 

n 

-=2,22816  92029  86534  70076 

Q 

-=2,54647  9089^  70325  37230 

2=2,86478  89756  541 16  0^384 

M.  Du  Hays  a  communiqué  cette  Table  de  -  avec  viugt 

décimales;  M.  Koralek  a  calculé  -  avec  vingt-cinq  déci- 
males. Les  dix-neuf  décimales  i  gauche  sont  les  mêmes 
que  ci-dessus  et  les  six  décimales  à  droite  sont  377675. 

Observation.  Le  point  placé  sur  la  décimale  à  droite 
indique  que  la  valeur  est  trop  forte  d'une  quantité  moindre 

que  - .  ïo~*®  \  Tabscncc  du  point  indique  que  la  valeur  est 
trop  faible  d'une  quantité  moindre  que  -  •  io~". 
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A  Faide^de  ces  deux  Tables,  les  expressions  dans  les- 
quelles ir  entre  comme  facteur  ou  comme  diviseur  se  ra« 
mènent  à  des  additions  : 

/ir=  1,444?^  98858  494^0  174^4  34237 

L7r  =  0,49714  98726  94i33  85435  i'i268  288 

(Voirt.  V,p.  80.) 


NOTES  SUR  QUELQUES  QUESTIONS  DU  PROfiRAHMB  OFFICIEL. 

VI. 

Calcul  numérique  des  racines  de  Véquation 

ax^  -4-  ^x  H-  c  =  o , 

quand  a  est  très^petit. 

Je  crois  qu'il  faudrait  dire  :  «quand -r^  est  très-petit.  » 

Il  est  du  moins  certain  que  les  solutions  qu'on  a  données 
de  celte  question  dans  des  Traités  d'Algèbre  entièrement 
conformes  au  programme  ojficiel  peuvent  être  en  dé- 
faut, quelque  petit  que  soit  a  par  rapport  à  &  et  c,  lorsque 

la  valeur  de  j-  n'est  pas  suffisamment  petite. 

Dans  Tun  de  ces  Traités ,  on  a  pris  pour  exemple  l'é- 
quation 

0,001  .x' -h  a? — 1  =  0. 

L'application  de  la  méthode  des  approximations  succès- 
situes  à  cette  équation  a  donné  des  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées  de  la  racine  positive  cherchée.  Mais  si 
on  avait  pris  pour  exemple  l'équation 

o ,  00 1 .  .r»  H-  X  —  1 0000  =  o , 
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dans  laquelle  la  valeur  de  a ,  comparée  à  celle  de  c ,  csi 
1OOO0  fois  plus  petite  que  dans  l'équation 

0,001  .ar*  4- Jp  —  1  =  0, 

la  méthode  des  approximations  successives  aurait  conduit 
à  des  valeurs  de  plus  en  plus  éloignées  de  la  racine  clier- 
cliée ,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 
En  général ,  lorsque  l'équation  considérée 

aa^  -f-  ^.r  —  c  =  o 

a  des  racines  de  signes  contraires,  pour  que  la  méthode 
dout  il  s'agit  donne  des  valeurs  de  plus  en  plus  appro- 
chées de  la  racine  positive  de  cette  équation,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  ait 

ac  /- 

Quand  l'équation  proposée  a  des  racines  de  même  signe 
et  inhales  ^  on  a  nécessairement 

ac      i 
et  la  méthode  n'est  jamais  en  défaut.  G. 


•ORSTiON  D'RXANIN. 


On  donne  en  grandeur  et  en  position  les  deux  axes 
d'une  hyperbole,  construire  deux  diamètres  conjugués 
^ui  forment  un  angle  donné. 

Je  désigne  par  OA ,  OB  les  demi-axes  donnés  5  le  pre- 
mier OA  étant  supposé  transverse.  Les  diagonales  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  détermineront  les  aymptotes 
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OX,  OY ,  dont  Tanglc  YOX  est  divise  en  deux  parties  égales 
par  Taxe  transverse  OA.  Sur  Tune  des  deux  asymptotes, 
OX  par  exemple,  je  prends  un  point  quelconque  X',  et 
sur  la  droite  OX'  je  décris ,  du  côté  où  se  trouve  le  somvi 
met  A ,  un  segment  capable  de  l'angle  donné  que  doivent 
faire  entre  eux  les  diamètres  conjugués  cherchés.  Par  le 
milieu  M  de  OX',  je  conduis  à  OY  une  parallèle  qui  ira 
couper  l'arc  du  segment  décrit  en  un  certain  point  P.  La 
droite  OP,  menée  du  centre  au  point  P,  sera  la  direction 
qu'il  faut  donner  à  celui  des  deux  diamètres  conjugués 
qui  doit  couper  la  courbe.  La  direction  de  l'autre  s'ob- 
tiendra en  menant  par  le  centre  de  la  courbe  une  paral- 
lèle à  la  droite  PX'. 

Pour  déterminer  la  longueur  du  demi-diamètre  dirigé 
suivant  OP,  on  mènera  par  le  sommet  A  une  parallèle 
à  OP,  qui  rencontrera  les  directions  des  asymptotes  en 
des  points  C,  D;  puis  on  prendra  une  moyenne  géomé- 
trique entre  AC  et  AD.  La  longueur  du  demi-diamètre 
non  transverse  sera  déterminée  par  une  construction  en- 
tièrement semblable. 

Le  problème  admet  une  seconde  solution  qu'on  obtien- 
drait en  substituant  au  segment  capable  de  l'angle  donné 
un  segment  capable  du  supplément  de  cet  angle.  Les  dia- 
mètres de  la  seconde  solution  sont ,  par  rapport  aux  axes, 
symétriques  des  diamètres  de  la  première  solution. 

G. 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  343 

(voir  t.  XV  .  p.  SM)  ; 

Pak  le  p.  h.  ROCHETTE,  S.  J. 


Si  ^  et  4p  + 1  sont  des  nombres  premiers  absolus,  a 
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est  racine  primitive  relativement  au  nombre  4/^  +  1- 

(TcHEBIÇHBF.) 

Pour  que  a  soit  racine  primitive  de  4/^  +  I9  il  faut, 
(!omme  Findique  la  marche  que  Ton  suit  pour  obtenir 
ces  racines ,  que  ce  nombre  ne  se  trouve  ni  parmi  les  ré- 
sidus quadratiques ,  ni  parmi  les  résidus  de  puissance  p 
des  Zip  premiers  nombres  naturels.  Or  on  sait  que  si  2 
était  résidu  quadratique  par  rapport  à  l'un  de  ces  nom-^ 
bres,  X  par  exemple ,  c'est-à-dire  si  Ton  avait 

jr'ssa     mod.  (4/7  +  i)« 
on  aurait  aussi  (Serret,  Algèbre  supérieure^  p.  332) 

(1)  7}P^l       IDOd.  (4/'  +  l), 

et  s'il  était  résidu  de  puissances  p,  on  aurait  de  même 

(2)  2*^  I     mod.  (4/^4-  0- 

La  première  de  ces  deux  congruences  est  impossible,  car 
n  représentant  un  nombre  premier,  on  a  constamment 
[Noui^eUes  Annales,  t.  V,  p.  65 7) 

2*^(— i)*       mod.  (/i), 
expression  qui  se  réduit  dans  le  cas  actuel  à 

(3)  2Vsi(-i)/'     mod(4/?-f-i), 

et  comme  p  est  premier  et  par  conséquent  impair,  la  . 
forme  (3)  entraine  l'impossibilité  de  la  forme  (1). 

Quant  à  la  congruence  (2),  elle  ne  pourrait  évidem- 
ment avoir  lieu  que  dans  le  cas  de  p  =  i ,  et  dans  ce  cas 
on  n'a  plus  à  considérer  les  résidus  de  puissances  p.  Ainsi 
a,  ne  se  trouvant  pas  parmi  les  résidus  des  puissances 
marquées  par  les  facteurs  premiers  de  4^9  sera  racine  pri<- 
mitive  relativement  à  4p  -H  i- 
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NOTE 

Sir  an  problème  d^  analyse  iidétenihée; 
Par  m.  Arthue  CATLEY. 


Euler  a  donné  dans  le  Mémoire  :  Régula  facilis  pro- 
blemata  Diophantea  per  numéros  integi*os  expedite  soU 
uendî  (Comment,  Arith.  Coll. y  t.  II,  p.  263)  la  solu- 
tion que  voici  de  Féquation  indëterminée 

En  supposant  que  l'on  ait  la  solution  jc  =  a,  j^=  J  de 
manière  que 

aû»-h  P«  -f-  7  =  Ç^'-f-ïi^-t-i^, 
et  en  posant 

s  =  \lar^  4-  I  , 

OÙ  r  est  une  quantité  quelconque,  Féquation  sera  satis- 
faite par  les  valeurs 

2  a  2 

,  (s l)»  I      ^ 

y=OLrn  ^sb-\-- --i--f.-rp; 

2<g  2 

en  effet,  on  voit  sans  peine  que  ces  valeurs  donnent  iden- 
tiquement 


• 


En  supposant  de  plus  que  les  coeOicieuts  0e,  jS  ,  y,  {^, 
yj,  3^  soient  des  nombres  entiers  tels ,  que  aÇ  soit  un  en- 

Ann.  de  ^lalhcmat.,  I.   \VI.  (Mai   iSSy.^  II 


lier  ^fs'iûi  lioa  carré,  od  pral  tudfj^ws  dêienniiicr  W 
nombre  entier  r  de  manière  cjce  ^soitmi  iiOMlirf  enlicr; 
cela  «Haut,  et  en  supposant  <|iie a.  h  smcnt  des  entiers, 
il  est  rrident  «pe  x,  jr  seront  des  MNabres  rationnels. 
VjoXer  a  de  plos  remarqué  que  Von  peat  toujours  faire  en 
ftotie  qoe  Xjj  soient  des  nombres  entiers.  En  efiet,  si 
les  formates  donnent  x  =  a',  y=^V  des  ralenrs  non 
entières,  en  substitoant  dans  les  ibnnides  au  lien  de  a«  A 
les  valears  a! ^  h\  on  obtiendra  pour  x^j  des  yaleors  en- 
tières; cela  se  vériâe  sans  peine. 

L'éqnalion  indéterminée  (2)  rentre  dans  celle-ci 

(ro/r  note  I.} 
en  supposant  que  la  forme  ternaire 

w,  transforme  en  elle-même  au  moyen  d^une  substitution 
linéaire  quelconque.  On  peut  supposer  que  cette  substi- 
tution soit  tclle^  que  l'on  a\tz'  =  z]  cela  étant,  en  écri- 
vant z'  =  2  =  1  et  en  mettant  de  plus  A  =  o,  l'ëqua* 
lion  (3)  se  réduit  évidemment  à  une  forme  telle  qne  Té- 
quation  (2).  Or  on- peut  trouver  par  la  méthode  générale 
de  M.  Hcrmitc  la  solution  convenable  de  Téquation  (3). 
En  supposant,  comme  à  Fordinaire, 

A  =  abc  —  a/^  —  bg*  —•  cA'  -h  a^grA, 

(Fo/>notcII.) 
il  faut  pour  cela  écriçe 

x'  :=^  2^  —  X, 
s'  =  2  Ç  —  Zf 


(  i63  ) 
et 

ojcr^  hjr-{-  gz  =  aS  +  Ai  +  l'i;  —  9C>i  +  ^£^9 
/m: -f.  àx -h^  =  AÇ -h  ^«ï -+-/Ç -h  9  C?  —  9  ©Çf 

où  g  est  une  quantité  arbitraire.  En  effet,  en  multipliant 
ces  équations  par  ^,  lo ,  ^  et  en  ajoutant,  on  obtient 

=  («.  à,  c,/,  g,  h)  (5,  „,  l;)'  (note  m), 
et,  au  moyen  de  cette  équation  et  des  valeurs 

.r'=  2Ç  — X, 

2'=2Ç  —  z, 

on  forme  tout  de  suite  l'équation  (3)  (note  IV).  De  plus, 
en  multipliant  les  trois  équations  par  C)^)  (16  et  eu 
ajoutant,  on  obtient 


A«=^Ç  (noie  V), 

c'est-à-dire 

»  =  Ç 

et  de  là 

z'=». 

Cela  étant,  les  deux  équations  donnent,  en  remplaçant 
Ç  par  z, 

«5  -H  (A  —  f  C)  «  =  «-«^ H-  Ar  :♦-  («^  —  çj  ) »» 
(A  -h  yC)  5  -H  ^'ï  =  ^^  ■♦-  */  -»-  (/+  q  ©)  », 

et  de  là,  en  remarquant  que 

fl6-(A-^C)(A-f-yC)  =  tt4-^'C'=^t(i+7'C), 
on  obtient  très-facilement,  éliminant  successivement  19 


(  «64) 
ctÇ, 

(n-  7*C)  ç  =  (iH-  7^0  '  ■+-  ih  -+-  (7/+  9'  »)  2, 

(i  H-  q*€)^  =  —  7#5rj:  -h  (i  —  çA)  y  -h  (—  7g:  4-  7'i)  * 
et  ensuite 

(«4-9'C)/ 
=  —  a9/ï.r-H(i  — 29A  —  9*Or  +2(— W-t-9'/)^ 

c'est-à-dire,  en  écrivant  2  ;=  ^'  =  i,  les  valeurs 

=  (1  4-  2 9A  -  7'C)'^  +  29^r  +  2  (^4-  ^'(5), 

satisfont  idcnliquemcnt  à  T équation 

(5)  [a,  h,  c,f,g,  h)[a/,r\  1)' =  (^,  b,  c,f,  g,  h){x,y,  i)\ 
En  prenant  /i  =  o ,  on  a 

et  les  formules  deviennent 

« 


f  fi  \ 

J  (i -+-7»a^)/=— 2  7aj:-h(i  —  7'fl^)^— 29(^4-7^/), 

valeurs  qui  satisfont  identiquement  k  l'équation  (note  VI) 

I        (fl.r'*4-2g'a/4-/')-h(V'4-2>5^'4-m') 
^'^        |=(«x'4-2^x4-/)4-(A/'4-  2/r4-m), 

«t  en  y  écrivapt 

i  —  q^ab  I j— 

I  4-  7»/ift  ^ 


(  «es  ) 

on  obtient  des  formules  qui  correspondent  précisément 
aux  équations  données  par  Euler  pour  x, y  en  termes  de 

a,  b. 

Londres,  lo  mars  1867. 

NOTES    DU    RÉDACTEUR. 

Note  I,  D'après  la  commode  notation  introduite  par 
M.  Cayley,  l'équation  (3)  développée  a  cette  forme 

/ijc"  +  hy^  4-  c'a"  -f-  a/r'V  4-  2^4?'*'  -h  %hx'y 
=  ax*  -{•  by  -^  cz*  -f-  a^a  -f-  a ^xa  -h  ^hxy. 

Note  II.  Désignant  par  X:  le  déterminant  de  chaque 
membre  de  Téquation  (  3  ) ,  on  a 

k  =  abc  —  «i/"'  —  bg^  —  ch^  H*  ^fgh\ 

prenant  les  dérivées  de  h  successivement  par  rapport  à 
chacune  des  six  lettres  a  y  6,  ^^J^St  '^  »  ^^^ 

%^bc^f\     9==ac^g\     ^  =  ab'^h\ 

dk 
£^-^^  —  =  gh^af,     ^=/h^bg,     ^==/g-ch. 

Noie  III.  Cette  notation  développée  donne 

X  (flÇ -h  An  4- gÇ)  +  7  ( A5  +  *„ -f-A)  +  a  (é'ï -f-/»j -h  cÇ) 

Note  IV.  Remplaçant  dans  la  dernière  équation  res- 
pectivement a:,  j^,  zpar  2$ — x\  210 — j'y  aÇ  —  z',  on 
obtient 

=  aV  +  bn'  -h  cK'  +  2/1,1;  4-  a^5Ç4-  2  AÇn. 
Note   f^.    Exécutant   les    opérations    indiquées,    on 


(  166) 
trouve 

=  |(«®  +  Ai+^C)  +  »(A«  +  */+/C) 

or 

*»+/!+««  =  *; 
donc 

A-irrÂ-Ç,     a  =  Ç,     zz=zzXt — «'  =  az  —  ^y 
donc 

3  =  8'. 

iVbfe  FL  Faisant 

Z=:  ^  =lly       A  =  0, 

l'équation  (3)  prend  la  forme 

=  flx»  •+-  2gx  -f-  ày'  -f-  ^fjr  -f-  c. 
Faisant 

C  î=  Ç''  =  /  -f-  Jlf  , 

on  obtient 

{ax'*  H-  2^^  4-^)4-  [by  4-  2^'  -4-  m') 
=  (a*»  +  2^ar  -h  /)  -H  ( *r'  H-  2^  -h  «). 


SaUlTMH  ET  fiiNBlALISATMN  BK  LA  «liBSTIM  232 

(fOirt.  X,  p.  18t); 

Pae  m.  e.  prouhet. 


La  question  232  a  déjà  été  résolue  d'une  manière  très- 
remarquable  par  M.  Tardy  (t.  XI,  p.  345).  Pour  me  con- 


(  i6'7  ) 
former  au  désir  exprimé  par  ce  savâDi  professeur  (  t.  XI', 
p.  354)  9  je  vais  donner  ma  propre  solution  avec  les  sim- 
plifications qui  résultent  d'un  point  de  vue  un  peu 
plus  généra]  auquel  j'ai  été  amené  par  de  nouvelles  ré- 
flexions. 

1 .  Soient  A| ,  As ,.•  •  9  ^«9  '^  points  distribués  comme 
on  voudra  dans  un  plan,  et  concevons  ces  points  liés  par 
des  droites,  savoir  le  point  Ai  au  point  At,  celui-ci  au 
point  As  9  etc.,  et  enfin  le  point  A„  au  point  Af.  Nous  ob- 
tiendrons un  polygone  rentrant,  d'une  forme  d'ailleurs 
quelconque. 

Je  désignerai  par  Pi  l'aire  de  ce  polygone^  par  Pt  l'aire 
du  polygone  obtenu  enjoignant  les  milieux  des  côtés  con- 
sécutifs du  premier,  etc. 

2.  Prenons  maintenant  des  axes  rectangulaires,  et  dé- 
signons par  Xi,  j^i,  Xt,  y^t  etc.,  les  coordonnées  des 
points  At,  At,  etc. 

Posons  en  outre 

ï«  =  [l,a4-i]4-[2>aH-3]H-...-|-[/i,a]. 

Ces  fonctions  jouissent  de  propriétés  qu'il  suffit  d'indi- 
quer, parce  qu'elles  sont  bien  connues  ou  d'une  démons- 
tration facile.  Ainsi  l'on  a 

[«,  p]  =  -[p,«], 
[a,  a]  =  0, 

Su — oc  -^  —  2a, 
Soj  =  O      si      /l  =  2  &) , 
Iw  =  —  2w—  I       si      /î  ==  2  w  —  I . 

Enfin  les  coordonnées  ^  et  y?  d'un  sommet  de  P;i  sont 


(  i68  ) 
Slonnés  par  les  formules  symboliques 

dans  lesquelles ,  après  le  développement  du  second  mem- 
bre ,  il  faut  remplacer  les  exposants  par  des  indices. 

3.  Ces  préliminaires  admis,  il  est  facile  de  démontrer 
le  tbéorème  suivant  : 

//  existe  une  relation^  indépendante  du  mode  de 
distribution  des  points  Ai,  AtvM  •^«9  entre  Pi,  P|, 

Ps , . . .  e/  Pft, ,  û)  désignant  -  ou selon  que  n  est  pair 

ou  impair. 

En  effet,  on  a  d^abord  pour  Taire  du  premier  poly- 
gone (voir  t.  XV,  p.  373) 

P,  =-2,  =  A,2,. 

Pour  obtenir  Pi ,  il  suffira  de  changer  dans  cette  for- 

mule  Xi ,  jr, ,  x,,  y,,  etc.,  en » ^?  etc.,  en 

en  sorte  que  Pf  sera  une  somme  d^expressions  telles  qae 
les  suivantes 

2       2  a  22  2 

dont  le  développement  ne  fournira  que  des  termes  de  la 
forme  a[i,2]ouft[i,3].  On  pourra  donc  écrire 

Pj  =  Bi  2|  -f-  Bsïa, 

Bj ,  Bs  étant  des  coefficients  numériques  indépendants  des 
coordonnées. 


(  i69  ) 
4.  En  continuant  de  cette  manière,  on  aura  les  éga- 
lités suivantes  : 

(i)  P.  =  A.2,, 

(2)  P,  =  B,2, -hB,2,, 

(3)  P3  =  C,2, -+.C,2,H-Ci23, 


(«)  Pw  =  L,  2,  -H-  L,î,  -h  L3  23  -h. .  .  4-  L«  2a,, 

auxquelles  il  faudra  joindre ,  suivant  les  cas , 

(»H-l)  2ai  =  o      OU      2w  r=: — 2ft,-.i(*). 

5.  La  loi  des  coefficients  qui  entrent  dans  ces  équations 
est  assez  compliquée ,  mais  il  suffit,  pour  notre  objet,  de 
remarquer  que  ceux  que  nous  désignons  par  Âi,  Bj, 
Cs  V •  -9  L«)  ne  sont  pas  nuls.  On  trouve  en  effet 

1  III       III       III 

2  222      244       200 

Il  résulte  de  cette  remarque  qu'on  pourra  toujours  éli- 
miner entre  ces  &>  -H  1  équations  les  quantités  Si ,  Si,..., 
Zm  qui  sont  au  nombre  de  o).  Le  résultat  de  celte  élimi- 
nation sera  la  relation  entre  Pi,  Pi,...,  P^»  dont  l'exis- 
tence était  à  démontrer. 

Cette  relation  sera  d'ailleurs  linéaire  et  de  la  forme 

(R)  P.-+-A,P,-f-A3P3  +  ...-f-A«P«=:o. 


(*)  -Z,,  -  £,,  etc.,  expriment  les  surfaces  des  polygones  obtenus  en 

joignant  de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois,  les  sommets  de  Pf.  Par 

exemple  Tégalité  (a),  dans  laquelle  B|  =  79  B,  =  3?  peut  s'écrire  ainsi 

4  «* 

a        4 

Q  désignant  l'aire  du  polygone  obtenu  en  joignant  de  deux  en  deux  les 
sommets  de  P, . 


(  «70  ) 
6.  Pour  trouver  les  coefficients  Af,  Asv**?  ^w,  soit  A 

un  entier  au  plus  égal  à  /i,  et  désignons  par  -7  la  fractioa 

irréductible  équivalente  à  —  Prenons  pour  Pt  un  poly- 
gone régulier  étoile  de  ;»' côtés  et  dont  Tangle  au  centre 
est  égal  à  — 7—  Ce  polygone  pourra  être  assimilé  à  un 

polygone  de  n  côtés,  en  considérant  son  périmètre  comme 
un  fil  non  interrompu  qui  se  serait  enroulé  A  fois  autoar 

de  ses  sommets ,  h  représentant  le  quotient  -7* 

Pi  étant  régulier,  il  en  sera  de  même  de  Pi ,  Pa ,  clc. 
Chacun  de  ces  polygones  est  composé  de  n  triangles  ayant 
le  centre  du  polygone  pour  sommet  commun. 

Or  la  comparaison  des  triangles  élémentaires  de  Pi  et 
de  Pt  donne  aisément 

P,  =  P,  cos»  -7-  =  P,  cos»  —  î 
n  n 

on  trouvera  de  même 

P3  =  P,  cos*  —  =  P,  cos*  — » 
n  n 

^        ^        .^'f       «        -^'^ 

P4  =  P,  cos*  —  =  p,  cos* » 

n  n 


P«=  P«-,  CO8'  ^  =  p.  cos-^("-)  —  • 
n  n 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  relation  (R),  après 
qu'on  aura  supprimé  le  facteur  commun  P,  et  remplacé 

cos*  —  par  x,  donnera 

(E)  H- A,a:+ A3.^'+...-f-A««"""'  =0. 

k  étant  Tun  quelconque  des  nombres  i,  a,  3  ,...,  &>  —  i» 


(  •7'  ) 
il  en  résulte  que  l'équation  (E)  admet  pour  racines 


t:              .air              .  3ir                     ,  (w  —  i  )7r 
,      ces'  ' i— . 


ces'  -  9     ces'  —  î     ces' 
n  n  n 


Or  on  trouve  une  «équation  qui  admet  ces  mêmes  ra- 
cines lorsque  Ton  égale  k  zéro  le  développement  de  sin  na 
en  fonction  de  cosa,  après  y  avoir  remplacé  cosa  par  x. 
Cette  équation  est  la  suivante  : 

(C)  i4-<A.,x  4-  Xyx"  4-. . .-+-  ai>«x""'=ro, 

•^t)  A>s,...,  Xo,  étant  des  fonctions  de  n  comprises  dans 
l'un  des  types 

(/»'—  2') (a*  —  4»). . .  [jt»  >-  (a/> ^  2)'] 

2.3.,  .  (2/?—  l) 

ou 

(;,>«.  ,1)  (;!»— 3').  .  .  [H'  —  (2/1—  3)^] 


1 .2.3.  . .  (a/? —  2) 


-  9 


suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

Les  équations  (£)  et  {€)  ont  donc  les  mêmes  racines  et 
doivent  être  identiques.  Par  conséquent,  on  aura 

Al  —  Jv>j  j      Aj  ^3  oJvf  )  •  •     • 

7.  Ainsi  les  deux  égalités  qui  constituent  la  ques- 
tion 232  se  trouvent  démontrées  et  de  plus  généralisées, 
de  telle  sorte  qu'elles  expriment  une  propriété  qui  ap- 
partient à  ^1  points  distribués  comme  on  voudra  dans  un 
plan,  propriété  qui  ne  dépend  que  du  nombre  de  ces 
points. 


(  '72  ) 


SOLUTION  DB  LA  QUESTION  349 

(Tolr  t.  XV,  p.  «07); 

Par  le  P.  H.  ROCHETTE, 


Si  une  équation  du  troisième  degré  et  sa  dérivée  ont 
toutes  leurs  racines  rationnelles,  les  racines  a,  &,  c  de 
la  première  seront  données  par  les  formules 

a  =  /it  +  /i ,      b  =  mu}  -h  à  y     c  =  2  mu  -+-  A, 

m ,  A  et  u  étant  des  nombres  rationnels.     (Peouhet.  ) 

Soient  donc  a,  &,  e  les  trois  racines  de  Téquation 
donnée 

j:* -f- Px»  4- Qar  H- R  =  o. 

La  condition  nécessaire  et  suflSsante  pour  que  les  1*3- 
cines  de  la  dérivée  soient  rationnelles  est  exprimée  par  la 
relation 

P^  -3Q  =  C». 

Si  nous  y  remplaçons  P  et  Q  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  racines,  elle  prendra  la  forme  suivante  : 

(fl-ô)'H-(«-c)(ft-c)  =  C% 

et  cette  relation  entre  les  trois  racines  a^b^c  suffit  pour 
qu'on  puisse  les  mettre  sous  la  forme  indiquée. 

En  effet ,  si  nous  éliminons  m  et  h  entre  les  trois  équa- 
tions 

ii  =  /ii  +  Ai     6=  ma' -h  A,     c  =  2iiia4-A, 

nous  obtiendrons  une  équation  du  second  degré  en  a 

(a  —  r)  m'  —  2  (fl  —  ^)w  —  (^  —  c)  =  o, 


(  '73  ) 
qui  donnera  pour  u  des  valeurs  rationnelles  toutes  les  fois 
que 

(a  — 5)^-+-(tf  •-  r)(*  — r) 

sera  un  carré  parfait.  On  pourra  donc,  dans  ce  cas-là, 
trouver  aussi  pour  m  et  A  des  valeurs  rationnelles,  et 
exprimer  les  trois  nombres  rationnels  a  ,  & ,  c  au  moyen 
des  fonctions  indiquées  de  m,  A  et  u. 

Le  problème  a  deux  solutions  dans  le  cas  où  P*  —  3  Q 
n'est  pas  nul ,  et  une  seule  dans  le  cas  contraire. 

On  démontrerait  très-facilement  que  réciproquement 
lorsque  les  trois  racines  a^  b^c  d'une  équation  du  troi- 
sième degré  sont  données  par  les  formules 

les  racines  de  la  dérivée  sont  rationnelles. 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  353  ET  354 

(TOlrt.  XV,  p.  *6*); 

Par  m.  L.  BOURDELLES, 

Élève  au  lycée  Saint-Louis  (  dawe  de  M.  Briot  ). 


Question  353. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  coupé  par  une  transversale 
en  a  sur  le  côté  AB  et  en  |3  sur  le  côté  opposé  CD;  soient 
a'  le  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  aux  points 
A,  B,  et  ^'  le  conjugué  harmonique  de  |S  par  rapport  aux 
points  C,  D;  menons  la  droite  a'|3',  faisons  une  con- 
struction analogue  sur  les  côtés  opposés  AC ,  BD  et  sur 
les  diagonales  AC,  BD  :  les  trois  droites  passent  par  le 
même  point.  (de  Laffitte.) 


(  «74) 


Je  désigne  le  point  d^intersection  de  la  sécante  a?ec 

RC  par  7,  et  par  7'  son  conjugué. 
AD—  ^,      —     p'  — 

AC  —   f,      —     •'  — 

BD  —  >i,      —     ïî'  — 

Les  droites  DB,  da  se  coupent  en  un  point  19  ;  je  le  joins 
aux  points  a'  eiâ'  ainsi  qu'au  point  A.  Les  deux  droites 
Tnd\  inoi\  étant  conjuguées  de  la  droite  du  par  rapport  aux 
mêmes  droites  DB ,  ây7,  doivent  se  confondre ,  c^est-à-dire 
que  la  Ugne  d' a'  passe  par  le  point  n.  On  verrait  de  la 
même  manière  que  la  droite  (3' 7'  passe  aussi  par  le 
point  )?. 

Un  raisonnement  senrblable  montrerait  que  les  droites 
a'y',  d'^' passent  par  le  point  e  et  que  les  droites  V  p', 
a'  e'  passent  par  le  point  y. 

Or  dans  le  quadrilatère  et' y' Ci'  i'  les  diagonales  a'j9', 
d'y'  se  coupent  en  un  même  point  O ,  pôle  de  mt.  De  même 


(  »75  ) 
dans  le  quadrilatère  a^'^'-n!  le»  diagonales  aL^\  Wi'  se 
coupent  en  un  même  point  situé  comme  le  point  O  sur 
a'^'  qui  est  une  diagonale  commune  à  ces  deuxquadri-* 
latères.  Ce  point  d'intersection  est  le  pôle  de  la  droite  n/. 
Mais  ces  deux  droites  my^  m  coïncident:  donc  le  point 
d'intersection  des  droites  a'^\  n'i^  est  le  même  que  celui 
des  droites  a'  ^\  d' y',  ce  qui  démontre  le  théorème. 

tt  On  pourrait  simplifier  la  démonstration  en  remar* 
»  quant  que  deux  c6tés  quelconques  de  l'hexagone  formé 
»  par  les  six  points  a,  {3 ,  y ,  ^,  c,  77  sont  divisés  homo- 
a  graphiquement  par  les  quatre  autres  \  il  en  résulte  que 
»  les  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  passent 
w  par  un  même  point.  »  [Géométrie supérieure,  n°414.) 

Remarques.  Les  six  points  «',  |3',  y\  0',  e',  77'  sont 
toujours  sur  une  même  conique ,  car  les  côtés  opposés  de 
rhexagone  dont  ces  six  points  sont  les  sommets,  se  cou- 
pent sur  une  même  droite  qui  est  la  sécante. 

Si  la  sécante  s'éloigne  à  Tiniini,  on  retrouve  ce  théo- 
rème : 

La  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  d  ^un 
quadrilatère  et  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés  se  coupent  en  un  même  point. 

Ce  point  divise  chacune  d'elles  en  deux  parties  égales. 

On  aurait  pu  déduire  aussi  ce  théorème  du  théorème 
proposé  en  faisant  la  perspective  de  la  figure  de  manière 
à  envoyer  la  sécante  à  Tinfini ,  en  employant  le  procédé 
décrit  par  M.  Poncelet.  (  Propriétés  projectives,  page  54-  ) 

Question  354. 

On  déduit  ce  théorème  de  la  proposition  353  par  les 
polaires  réciproques.  Les  deux  théorèmes  sont  corréla- 
tifs (voir  p.  24)» 

Remarque,  Si  l'on  suppose  que  le  point  s'éloigne  à  Tin- 
fini  sur  une  droite  quelconque,  on  trouve  ce  théorème  : 


(  '76) 

Si  flans  un  quadrilatère  on  mène  une  transuersale 
quelconque  et  qu  ^on  joigne  le  sommet  A  au  milieu  du 
segment  intercepte  sur  la  sécante  par  les  côtés  AB,  AD 
aboutissant  à  ce  sommet  ^  si  l'on  fait  la  même  construc- 
tion par  rapport  au  sommet  opposé  B,  les  deux  droites 
ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  certain  point.  En  opé- 
rant de  même  par  rapport  aux  sommets  B  ef  C  ainsi  que 
par  rapport  aux  points  de  concours  des  côtés  opposés^ 
les  trois  points  d^ intersection  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  ëgalemeut  déduire  ce  théorème  en  faisant  la 
perspective  de  la  figure  sur  laquelle  est  fondée  la  ques- 
tion 354. 

Note,  M.  Richard  Oxamendi  adresse  une  solution  aussi 
fondée  sur  des  considérations  segmentai res. 


SOLUTION  DR  LA  QUESTION  359 

(Tolr  t.  XVI,  p.  88); 

Pae  m.  l.  bourdfxles, 

Élève  du  lycée  Saint-Ix>ais  (clasBe  de  M.  Briot). 


Une  surface  de  révolution  étant  engendrée  par  la  ré- 
volution d'une  conique  autour  d'un  axe  principal ,  tout 
plan  mené  par  un  foyer  O  de  )a  conique  coupe  la  sur- 
face suivant  une  conique  qui  a  le  même  point  O  pour 
foyer  (*).  (Môbius.) 

Soit  DD'  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  po- 
laire du  point  O.  Je  dis  que  le  point  O  est  le  foyer  de  la 
section  et  que  DD'  est  la  directrice. 


(*)  MM.  Persoz  et  Clcry  donnent  une  solution  analytique  et  font  la 
bonne  observation  que  l'aie  principal  doit  être  Taxe  à  foyer.  M.  Poupe- 
let,  élève  de  M.  Amiot  (lycée  Napoléon),  adresse  une  solution  analytique 
et  {Téométrique ;  de  mémo.  M.  A.  Rainbaux.  Ta. 


(  '77  ) 
Pour  le  démontrer,  j'abaisse  du  point  M ,  pris  d'une 


manière  quelconque  sur  la  courbe,  une  perpendiculaire 

MP  sur  son  axe,  lequel  va  rencontrer  DD'  au  point  D.  Il 

suffit  de  faire  voir  que 

OM 

—--  =  constante. 

DP 

Or,  en  abaissant  du  point  P  la  pei^endiculaire  PI  sur  le 
plan  polaire,  on  aura 

DP_DO 
^^'  PI  ~"oh' 

Mais  si  je  considère  le  méridien  de  la  surface  passant 
par  le  point  M,  sa  trace  sur  le  plan  polaire  est  la  direc- 
trice de  la  conique  méridienne,  et  comme  la  distance  du 
point  M  à  cetre  directrice  est  égale  à  PI,  on  aura 

OM 

—  =  A-  =  constante. 

Donc,  en  remplaçant  PI  par  sa  valeur  dans  l'égalité  (i), 
il  viendra 

DP        I       DO 

ÔM  =  Ï><ÔH  =  "^°"^"'"' 

car  les  longueurs  DO,  OH  ne  varient  pas  quand  le  point 
M  se  déplace  sur  la  courbe. 
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(  '7H) 


QDESTIONS. 


372.  Do  irianglc  ayant  pour  sommets  les  deux  foyers 
d^une  conique  et  le  troisième  sommet  sur  la  cîrconfërence 
delà  conique,  trouver  les  lieux  géométriques  des  trois 
points  suivants  :  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre 
de  gravité,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  et 
détermiuer  le  degré  de  l'enveloppe  de  la  droite  qui  ren- 
ferme ces  trois  points. 

373.  Soit  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers 
et  le  premier  terme  ayant  pour  coefficient  Tunité  \  si  les 
modules  de  toutes  les  racines  sont  égaux  à  Tunité,  toutes 
les  racines  de  Téquation  sont  des  racines  de  Tunité. 

(Herhite.) 

374.  Soient 

(a,    p,    7),      (a',   P',  7'),      \jr -h  ft^  +  »*  =  O 

les  coordonnées  de  deux  points  et  Téquation  d'une  droite 
situés  dans  le  même  plan.  Posons 


•^»  r,  * 

«,   P,  7 

M  =  j 

a,   by  c 

*.  Xf  * 

*,  7,  » 

«,    p.  7 

w  = 

«s  r.  7' 

«',  P'.  7' 

a,        by       C 

nw  —  1^'  =  o  est  Féquation  d'une  conique  qui  passe  par 
les  deux  points  et  touche  la  droite;  a,  6,  c,  5  sont  des 
constantes  arbitraires.  (Cayley.) 

Observation.  On  fait  usage  ici  de  la  notation  de  Hcsse  ; 
les  coordonnées  d'un  point  dans  un  plan  sont  exprimées 

parles  formes  ->  -?  -?  -;  on  revient  à  la  notation  vul- 

■^  7732 


gaire  eu  faisant 


V=  > 


2=r  1; 


(  '79  ) 
dans  l'équalioti  i» ,  la  constante  5  multiplie  le  déterminant. 

375.  Deux  cercles  concentriques  ayant  pour  rayons 

r  el.r  ^ — i  se  coupent  à  angle  droit.  Démontrer  et  expli- 
quer ce  résultat  d'apparence  paradoxale. 

376.  Sur  toute  surface  du  troisième  degré,  ou  peut 
trouver  vingt-sept  droites. 

377.  Soient  AAi ,  BBi ,  CCi  les  trois  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  d'un  triangle  ABC  respectivement 
sur  les  côtés  opposés  \  considérons  le  triangle  Ai ,  B| ,  Ci  ^ 
soient  As  le  point  où  Bi  Ci  coupe  AAi  y  Bt  le  point  où 
Al  Cl  coupe  BBi ,  Cs  le  point  où  Ai  Bi  coupe  CCj  ;  consi- 
dérons le  triangle  Aj  B,  C,  5  soient  A,  l'intersection  de 
B,  Ct  avec  AAi  5  B,  l'intersection  de  Aj  C»  avec  BB, ,  et 
Cs  Fintersection  A^B,  avec  CC^;  et  ainsi  de  suite. 

a  =  o,     p  =  o,     7  =  0 

étant  les  équations  des  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle, 
l'équation  de  A„  B„  sera 

a  ces  A  -h  p  cosB  —  //?«  y  ces  C  =  o 
ou 

wi„_,  -f-  2  /w„_,  -+-2  w,  -h  2 

Wn_i  fnn-7  W| 

/W,  =  I  , 

d'où 

Téqualion  de  A^  B^  est  donc 

a  ces  A  +  P  cos  B  —  27  cosC  =  o  ; 

de  même  pour  les  côtés  B„  C„,  A„  C„. 

1**.  La  droite  AAt  bissecte  r«nglc  B„  A„C„;  de  même 
les  droites  BB],  CCi. 

2*^.  Toutes  les  droites  A„B„  passent  par  le  même  point; 


(  i8o  ) 
(le  même  les  droites  Â„  C„ ,  B„  C„  ;  et  ces  trois  points  sont 
sur  une  même  droite. 

(E.  Hàrrison*  B.  a.  Trîn.  Coll.  Cambr.  ) 

378.  Deux  droites  Cxes  A ,  A'  et  deux  points  fixes  o ,  o' 
sont  donnés  dans  un  même  plan.  Une  molécule  M  par- 
court la  première  droite  avec  un  mouvement  i*eprésenté 

par  Téqualion 

e=  a-h  bty 

et  une  molécule  M'  parcourt  la  seconde  droite  A'  avec  un 
mouvement  représenté  par  Téquation 

e  désigne  Tcspace ,  t  le  temps  et  aj  b  ^  a\  b'  sont  des 
constantes  données.  S  et  S' étant  deux  positions  simulta- 
nées des  deux  molécules ,  on  demande  :  i**  de  trouver  l'é- 
quation du  lieu  géométrique  de  l'intersection  des  deux 
droites  oS,  o'S';  2°  Téquation  de  Tenveloppc  de  la 
droite  SS'  -,  3°  de  démontrer  qu'il  existe  une  relation  ho- 
ino graphique  entre  les  points  S  et  S'. 

379.  Mêmes  données  géométriques;  le  mouvement  du 
point  M  e§t  donné  par  Téqualion 

e  i^  at 
et  celui  du  point  M'  par 

et  =1  a'  ; 

on  demande  de  trouver  :  i^  l'équation  du  lieu  géométrique 
de  l'intersection  des  droites  oS,  oS'5  a°  Téquation  de 
l'enveloppe  de  la  droite  SS'  5  3"  de  démontrer  qu'il  existe 
entre  les  points  S  et  S'  une  relation  d^inuolution. 

380.  Soient  donnés  un  angle  trièdre  trirectangle  de  som- 
met S  et  un  point  quelconque  O  par  lequel  on  mène  un  plan 
P  coupant  les  faces  de  l^ngle  suivant  ABC;  trois  paral- 
lèles aux  cotés  du  triangle  et  passant  par  le  point  O  par- 
•tagcnl  ce   triangle  en    trois   parallélogrammes  et   trois 


(  «8.) 
triangles^  ;; ,  p\  p" éidcal  les  aires  des  parallélogrammes, 
on  a 

I  I  I 


/?'sin»(SA,P)   '^/'sin'CSB,  P)       /?"»sin»(SC,  F) 

^  \p'^?'^7)  sin^SO,  P)' 

(SA,  P)  est  l'angle  de  la  droite  SA  et  du  plan  P,  /?  est 
Faire  du  parallélogramme  ayant  Tun  de  ses  sommets  en 
A  5  de  même  p'  a  un  sommet  en  là  el  p"  en  C. 

Lorsque  le  point  O  est  extérieur  au  triangle  ABC,  il  y 
a  un  changement  de  signes  à  faire  dans  le  second  membre. 

(Manubeim.) 

38t.  Représentons  par  ^p  la  somme  de  tous  les  divi- 
seurs de  p ,  l'unité  et  p  compris.  Soient  i ,  r/, ,  r/, ,  r/3,. .., 
m  tous  les  diviseurs  du  nombre  m.  Faisons 

on  aura  cette  identité 

où  S I  =  I . 

Exemple. 

772  ==  6 ,     f/,  =  2 ,     ^,  =  3 , 
2é?,==3,     2rfj  =  4»     26=12, 
5,  =  3 ,     ^j  =  2 , 
,-^2.3  4-  3.4  +  6.12  =  36.1  H-9.3'-h4-4+  i2  =  9M 
Tidentité  peut  s'écrire  ainsi  d'une  manière  abrégée 

(J.  LiOU VILLE.) 

382.  Soît/(x)  une  fonction  algébrique  de  x  et  soient 
1,  rf, ,  rf, ,  Js,.'?  '^'  tous  les  diviseurs  de  m.  Remplaçant 


(  i8a  ) 
X  par  tous  ces  diviseurs ,  posons 

/(0+/(^.)-+-/W-+-. .+/('")=  FI'»  ). 
Soient  parmi  ces  diviseurs  «i,  ctf)  ^9  9---9  ^p  ^ous  les 
nombres  premiers  facteurs  de  m;  on  a  Tidentité 

/(m)  =  F(/ii)-2F  (l\  H-  2F  (^"i  -  2F  f-^U... 
\a,/  \a,  a,/  \a^u^aj 

ou 

ïF(-:-)=F(-i)+F(-^)+F(-2-)+... 

\a,  a,/  \a,  ««,/  \a,  a,/  \«i«#/ 

\a,  «aaa/  \a,a,a3/  \a,  a,a4/ 

La  loi  est  en  évidence.  (  J.  Liouville.  ) 

383.  Soient  donnés  dans  un  même  plan  :  i^  une  courbe 
algébrique  par  une  équation  de  degré  n  \  2^  un  triangle 
dont  les  côtés  sont  donnés'par  les  trois  équations  linéaires 

p  =  o^     9  =  o,      r=o; 

d'un  point  quelconque  M  pris  sur  la  courbe,  abaissons 
sur  les  côtés  du  triangle  p^  ç,  r  respectivement  les  per- 
pendiculaires P,  Q ,  R  ;  construisons  une  seconde  courbe 

dont  les  points  aient  pour  coordonnées  ^'  ^  ?  démontrer  : 

i^  que  la  seconde  courbe  est  aussi  de  degré  /i  ;  a**  que  l'é- 
quation de  Teuveloppe  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
correspondants  M ,  m  des  deux  courbes  est  de  d^ré  a  n. 

384.  La  droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  ai- 
guilles d'une  montre  ordinaire  change  à  chaque  instant 
de  longueur  et  de  direction  :  trouver  Téquation  de  la  ligne 


(  i88  ) 
décrite  par  le  milieu  de  celte  droite  cl  la  loi  du  mouve- 
ment. 

385.  Mêmes  données  :  trouver  Téquation  de  Tenveloppe 
de  la  droite. 

386.  Le  produit  de  trois  nombres  entiers  consécutifs 
ne  peut  être  ni  un  carré  ni  le  double  d^un  carré  ('*'). 

(Fauee.) 

387.  Lorsque  les  coefficients  de  Téquation  générale 
du  quatrième  degré 

ax*  ■+-  4  bx^  4-  6  ex'  4-  4  ^«^  "♦■  ^  =  ^ 
ont  entre  eux  la  relation 

ace  4-  2 bcd  —  aef  —  eb^  —  c*  =  o, 

c'est-à-dire  lorsque  l'invariant  cubique  de  la  fonction  du 
quatrième  degré  est  nul ,  l'expression  algébrique  des  ra- 
cines de  Téquation  ne  contient  pas  de  radical  cubique. 

(Fàure.) 

388.  m  droites  sont  données  dans  un  plan,  ainsi  qu'un 
point  A.  Soient  (a^b)  le  point  d'intersection  de  deux  quel- 
conques de  ces  droites  a,  i,  et  B  la  droite  conjuguée  har- 
monique de  la  droite  qui  passe  par  A  et  (a,  b)  relati- 
vement aux  deux  droites  a  et  b.  Nous  aurons  dans  le  plan 

-111(171  —  i)  points  (a,  b)  et  autant  de  droites  B.  On  de- 
mande :  1°  de  démontrer  que  par  ces  -  m  (m  —  1)  points 

on  peut  toujours  mener  une  courbe  de  degré  m  —  i  qui 
touche  les  droites  B  en  ces  points  (û,  i)  5  2°  donner  l'équa- 
tion de  cette  courbe  ;  3^  appelant  A  la  courbe  ainsi  con- 
struite, considérons  une  autre  courbe  B  tracée  au  moyen 
d'un  second  point  A'  de  la  même  manière  que  la  précé- 
dente; du  point  A ,  on  peut  mener  (m  —  1)  ('w  —  2  )  tan- 

{*)  Le  produit  de  tant  de  nombres  consécutifs  qu'on  veut  ne  peut  ètro 
une  puissance  parfaite  d'aucun  nombre.  Tu. 


(  »84  ) 
gentes  à  la  courbe  6 ,  par  le  point  A'  on  peut  en  mener 
autant  à  la  courbe  A  :  on  a  ainsi  i  (m — i)  (m  —  a)  points 
de  contact  qui  sont  sur  une  courbe  de  degré  m  —  2  ; 
4^  donner  Téquation  de  cette  courbe.  (Faure)  . 

389.  La  somme  des  carrés  des  coefficients  de  (A  + 1)'', 

farl 
rétant  entier  positif,  est  égal  a  t— ;t>  les  crochets  désignant 

des  produits  continuels.  Exemple 

r=3, 


alors 


(I.2.3)> 


(  Làgrange.  ) 

390.  Soit  AEIFD  un  rectangle;  de  F  on  abaisse  une 
perpendiculaire  FG  sur  la  diagonale  DE  ;  par  G  on  mène 
une  parallèle  au  côté  EF  rencontrant  le  côté  AE  en  C  et 
une  parallèle  GB  au  côté  DF  rencontrant  AD  en  B.  Fai- 
sons 

EF  =  /7i,     DF  =  /i,     DE  =  rf,     FG  =  A, 
CG=*,     BG  =  c,      DG=/,     EG  =  g^, 
on  a 

(H.  MoKTUcci ,  professeur  au  lycée  Saint-Louis.) 


SOLUTION  BT  GÉNÉRALISATION  DE  LA  QUESTION  3«5 

(SYLVBSTER) 

(▼oirt.  XVI,  p.  1X5); 

Par  m.  E.  PROUHET. 


Le  théorème  de  M.  Sylvester  est  un  cas  particulier  du 
suivant  : 

Si  Si  et  h  sont  deux  nombres  entiers,  h  étant  moindre 


(183) 
que  a  ou  au  plus  égal  à  ai  ^  la  partie  entière  de 

est  dis^isible  par  2'"+* . 
Je  pose ,  pour  abréger, 

ei 

R-  =  A„-l-B„v^fl'-4-2^, 

en  sorte  qu'on  aura 

Ai  =  a,     B,  =  I. 

La  partie  entière  de  R  étant  2a  ,  on  voit  que  le  théorème 
est  vrai  pour  m  =  o.  Sa  vérité,  dans  tous  les  cas,  résulte 
des  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  Si  Aj^^.,  et'Rtm+i  sont  div^isibles  par  1^ ^ 
At»<+s  «^  Bi,„^.5  seront  divisibles  par  2*"*"^ 

En  effet,  on  a 

=  (A,^,  -+-Bj«^,  ^fl'-+-  2^>)(2iï'4-  26  +  20  sja^  '\-'2.b)^ 
d'où  l'on  déduit 

A,i»+5  =  ( 2û^  -H  2  £»)  As^,  4-  2fl («'  -H  2  6)  B.,«4., , 

égalités  qui  rendent  la  conclusion  évidente. 

Corollaire.  A,  et  Bi  sont  divisibles  par  2  :  donc  Aj„+i 
et  Bj«+i  50/ï^  divisibles  par  2*". 

Théorème  H.  Xa  partie  entière  de  R'"»-^*  e5f  2  Aï„.4.i  . 
En  effet,  R  étant  racine  de  T équation 
(i)  X*  —  2<ij: — 26  =  0, 

j^im+i  sepa  racine  de  l'équation 

(2)  .r'  —  2A,«+, X  —  2^'"-^'  *^*-^'  =  o, 

car  la  somme  des  {2m  4-  i )'**"'*  puissances  des  racines  de 


{  «86  ) 
Téqualion  ( i)  esl  2  Ai^,^.! ,  et  le  produit  de  ces  puissances 
est — (2ft)»'"+*. 

En  résolvant  Téquation  (  2) ,  on  aura 

Il  faut  donc  démontrer  que  Ton  a  en  général 

Cette  inégalité  est  déjà  vérifiée  pour  /71  =  o ,  et  nous 
allons  faire  voir  que  si  elle  a  lieu  jusqu^à  un  certaiu 
nombre  m ,  elle  aura  encore  lieu  pour  m  -h  1 . 

En  effet,  on  a 


=  (  A,«^,  -H  v'A?«+,-h2*^'6*-+')(2fl'  -h  2^  4-  2û  }]a^-^ih), 
d'où  Ton  déduit 


A,^3  =  (2«'4-  2  b)  A,«+,  -h  2  n  v/AÎ«^..-4-2«+'  ^»^'  yja'^  -h  2  ^ 
valeur  rationnelle  malgré  sa  forme.»  car 


il  en  résulte 

A,«+3 >( 2a'  -+-  2 ^ )  A,a+i  4-  2 a»  Au.+i 
>(2û'-h  ô)2A,«+,. 

Cette  inégalité  ne  sera  pas  troublée  si  Ton  remplaa' 
dans  le  second  membre  2A,„+|  par  2*""*"*  6*"+*,  ({uautîté 
qui  est  plus  petite  par  hypothèse,  et  7.a^-\-b  par  2 A*. 
On  aura  donc 

A,„^3>2"«-^'^'-^% 
ou 

2  A^4.3  >  2*"+*  b'^^K 

C.    Q.    F.    D. 

Corollaire,  Ai„,^.t  étant  divisible  par  2'"  (corollaire  du 
théorème  T'),  il  en  résulte  que  aA^^^i  est  divisible  par 


(  «87) 
2*"+'.  Donc  la  partie  entière  de  Ri,„4.i  est  divisible  par 
2"*+%  ce  qui  est  le  théorème  de  M.  Sylvesler  généralisé. 

On  peut  compléter  Ténoncé  du  théorème  en  ajoutant 
que  la  valeur  entière  la  plus  approchée  par  excès  de  R'*" 
est  divisible  par  a*". 


SOLUTION  m  LA  QURSTION  306  [*) 

(Toir  p.  1»): 

Pae  m.  MANT9HEIM. 


Soit  C  le  point  de  rencontre  des  droites  M,  N.  Je  cir- 
conscris la  circonférence  O  au  triangle  ÂBC.  Du  point  C 
comme  centre ,  je  décris  une  circonférence  tangente  à  la 
circonférence  O^  soit  D  le  point  de  contact.  Lorsque  la 
circonférence  O  roule  dans  l'intérieur  de  la  circonfé- 
rence C,  les  points  A  et  B  décrivent  les  droites  M  etN, 
je  dis  qu'un  point  quelconque  du  plan  de  la  circonférence 
0  décrit  une  ellipse.  (Le  point  O  seul  décrit  une  circon- 
férence. ) 

En  effet,  je  joins  ce  point  au  centre  O,  cette  droite 
coupe  la  circonférence  O  en  deux  points  qui  décrivent 
des  droites  perpendiculaires  entre  elles  ;  le  lieu  cherché 
est  donc  celui  d'un  point  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante dont  les  extrémités  parcourent  des  droites  perpen- 
diculaires entre  elles.  Donc,  etc.  (D'où  Ton  déduit  très-* 
facilement  la  construction  que  j'ai  donnée,  tome  IX, 
page  419. ) 

Ce  que  je  viens  de  dire  suffit  pour  la  preraièi^  et  la 
seconde  partie  de  la  question  366.  Je  passe  à  la  troisième 
partie.  Soit  E  le  centre  du  segment  capable  de  l'angle 

(  *  )  On  (*8t  prié  de  faire  la  %urc. 
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donné,  ce  point  décrit  une  ellipse  dont  la  normale  au 
point  E  est  ED.  Celte  droite  coupe  la  circonférence  E  aux 
points  où  celte  courbe  touche  son  enveloppa  (théorème 
de  Descartes). 

D'après  cela,  l'enveloppe  est  le  lieu  des  extrémités 
d'une  droite  de  longueur  constante  qui  be  meut  en  res- 
tant constamment  normale  à  une  ellipse  iixe.  Ou  peut 
dire  aussi  que  cette  enveloppe  se  compose  de  deux  déve- 
loppantes de  la  développée  de  Tellipse. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  projection  du  foyer  de  l'el- 
lipse sur  les  tangentes  à  cette  courbe  est  une  conchoïde 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  Tellipse  comme  dia- 
mètre ,  le  foyer  étant  le  pôle  de  celte  conchoïde. 

Pour  la  quatrième  partie,  je  ferai  remarquer  que  sur 
une  droite  AB,  on  peut  décrire  deux  segments  capables 
d'un  angle  donné  :  l'un  fait  partie  de  la  circonférence  O 
dont  les  points  décrivent  des  droites  et  dont  l'enveloppe  se 
compose  de  la  circonférence  C  et  de  son  centre,  l'autre 
ne  conduit  à  rien  d'intéressant. 

Ce  quî  suit  n'est  pas  proposé  dans  la  question  366. 

Soit  G  un  point  quelconque  de  AB.  Je  mène  DG  qui 
coupe  la  circonférence  O  au  point  H.  Je  puis  considérer  G 
comme  faisant  partie  d'une  droite  DH  dont  les  extrémités 
décrivent  la  droite  CH  et  le  diamètre  CD. 
.  CH  étant  perpendiculaire  sur  DG  normale  à  l'ellipse 
^décrite  par  le  point  G,  est  la  direction  conjuguée  du  dia- 
mètre CG.  Lorsque  DH  prend  la  direction  CH,  le  poiul 
G  vient  en  G'  et  l'on  a  CG'  =  DG;  DG  est  donc  la  lon- 
gueur du  demi-diamètre  conjugué  de  CG. 

De  là  la  construction  suivante  qui  donne  en  grandeur 
et  en  direction  les  axes  d'une  ellipse  dont  on  connaît  deux 
diamètres  conjugués. 

CG  et  CG'  étant  les  demi-diamètres  conjugués  doimés, 
du  point  G  j'abaisse  sur  CG'  la  perpendiculaire  GH  que 


(  '%  ) 

je  prolonge  dans  le  sens  HG  d'une  longueur  GD  égale  à 
CG^  Sur  CD  comme  diamètre,  je  décris  la  circonfé- 
rence O ,  je  mène  le  diamètre  GO  *,  les  distances  du  point 
G  aux  extrémités  de  ce  diamètre  sont  les  demi-axes  de  Tel- 
lipse ,  et  les  droites  qui  vont  du  point  C  à  ces  mêmes  extré- 
mités déterminent  la  direction  des  axes. 

Dans  un  prochain  article,  je  donnerai  de  cette  con- 
struction une  démonstration  géométrique  fondée  sur  les 
projections ,  je  montrerai  aussi  comment  on  peut  en  dé- 
duire la  construction  connue  de  M.  Chasles. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Breton  (de  Champ)  fait  observer 
qu  il  a  déjà  traité  cette  question  d'une  manière  complète 
et  géométriquement  dans  les  Noui^elles  Annales  (t.  V, 
p.  591-599)  5  qu'on  trouve  dans  le  même  recueil  une  solu- 
tion analytique  (t.  IV,  p.  i86  et  191).  Cela  n'a  pas  em- 
pêché qu'on  ne  se  soit  donné  la  peine  de  redécouvrir  une 
partie  de  cette  théorie  dans  le  Journal  de  M.  Liouville 
(  t.  XIV,  p.  4 1 7  )  et  dans  le  XXXVP  cahier  du  Journal  de 
T Ecole  Polytechnique ,  Note  sur  des  théorèmes  de  Schoo- 
ten  et  de  La  Hire.  Beati  quinihil  legunt  :  omnia  im^enient. 


SOLUTIONS  GÉOMÉTRIQUES  DE  LA  QUESTION  369 

(TOir  p.  126); 

Par  m.  K.  DE  JONQUIÈRES, 

Lieutenant  de  vaisseau. 


Soient  ABC  un  triangle  donné,  D  un  point  fixe  dans 
son  plan  ,  a ,  {3 ,  y  les  trois  points  où  les  droites  DA  ,  DB, 
DC  rencontrent  les  côtés  du  triangle  opposés  aux  sommets 
par  lesquels  elles  passent  respectivement. 

Si  Ton  décrit  la  conique  S  qui  paSse  par  les  points  a , 
(3,  y  et  qui  touche  les  côtés  BC,  AC,  cette  conique  sera 
aussi  tangente  au  côté  AB. 


(  «90  ) 

En  cfïet,  soient  a^ ,  |3i ,  yi  les  trois  points  infiniment 
voisins  de  a ,  |3 ,  y  dans  les  directions  BC ,  AC  et  AB  res- 
pectivement; s'il  est  possible  de  prouver  que  les  côtés 
opposés  de  Thexagone  «ai  (3j3,  yy^  se  rencontrent  en  trois 
points  situés  eu  ligne  droite,  la  proposition  énoncée  sera 
un  simple  corollaire  du  théorème  de  Pascal  [Géom,  sup.j 
n°  658) ,  et  par  conséquent  sera  démontrée. 

Les  côtés  opposés  de  cet  hexagone  sont  AB  et  a^,  AC 
et  «y,  BC  et  (3y.  Or  les  deux  triangles  ABC,'  aj3y  ayant 
(par  construction)  leurs  sommets  situés  deux  à  deux  sur 
trois  droites  concourantes  en  un  même  point  D,  sont 
homologiques,  et,  par  suite,  leurs  côtés  se  rencontrent 
deux  à  deux  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  [Géom. 
sup.^  n?  365).  Donc ,  etc. 

Cela  posé,  il  s'agit  de  mener  deux  droites  R  et  S  ren- 
contrant AB  aux  points  ri ,  Si ,  BC  aux  points  r, ,  s^  et 
AC  aux  points  r^ ,  53 ,  de  telle  sorte  que  les  trois  systèmes 
de  cinq  points  r\^  s^^  A ,  y,  B  •,  Tj  ,  5, ,  B ,  « ,  C  ;  Tj  ,  5,, 
C ,  |3 ,  A  soient  en  involution ,  a ,  |3 ,  y  étant  des  points 
doubles. 

Qu'on  décrive  une  conique  quelconque  2'  par  les  trois 
sommets  du  triangle  ABC.  Elle  aura ,  avec  la  conique 
inscrite  £ ,  trois  systèmes  de  cordes  communes  ou  axes 
de  symptose  conjugués,  dont  deux  pourront  être  imagi- 
naires ,  mais  dont  un  sera  toujours  réel  (Poncelet,  Traité 
iies  propriétés  projecuVes)  (*).  Chacun  de  ces  systèmes 
de  deux  droites  satisfera  à  la  question  proposée.  Car  ce 
système  peut  être  regardé  comme  représentant  une  conique 
circonscrite  au  même  quadrilatère  que  £  et  S',  et,  par 
conséquent,  toute  transversale,  par  exemple  l'un  quel- 
conque des  côtés  du  triangle  ABC,  rencontre  ces  deux 
droites  et  les  deux  coniques  en  six  points  en  involution 

{*)  Deux  coniques  ont  en  commun  quatre  points. 
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[Géom.  sup,^  u^  743  étendu  aux  coniques).  Ici  deux  des 
six  points  se  confondent  en  un  seul  a  ou  |3  ou  y,  puisque 
la  conique  £  est  tangente  aux  côtés  du  triangle  ABC. 
Donc  ces  points  sont  des  points  doubles  des  involutions 
auxquels  ils  appartiennent  respectivement  [Géom,  sup.^ 
n~492ei20S), 

La  conique  Z'  n'étant  assujettie  par  Ténoncé  qu'à  la 
seule  condition  de  passer  par  les  trois  somjnets  du  triangle 
ABC,  est  indéterminée;  une  infinité  satisfont  à  la  ques- 
tion ,  et ,  par  conséquent ,  il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  deux  droites  R  et  S  qui  remplissent  la  condition  exigée. 

Pour  que  la  question  soit  déterminée,  il  fagt,  par 
exemple,  qu'on  donne  à  priori  Tune  R  des  deux  droites 
ou  bien  leur  point  de  concours  O. 

Dans  le  premier  cas,  on  fera  passer  la  conique  2'  par 
les  trois  points  A ,  B ,  C  et  par  les  deux  points  d'intersec- 
tion (réels  ou  imaginaires)  de  la  conique  £  avec  la  droite 
donnée  R.  L'axe  de  symptose  de  ces  deux  coniques  qui 
est  conjugué  à  R  sera  la  deuxième  droite  cherchée  S. 

Dans  le  second  cas,  on  sait  que  le  point  O  étant  un 
point  de  concours  de  deux  cordes  communes  conjuguées 
des  deux  coniques  2,  S',  jouit  de  la  propriété  d'avoir 
même  polaire  par  rapport  à  ces  deux  coniques.  Soit  donc 
L  sa  polaire  prise  relativement  à  la  conique  inscrite  S. 
La  question  devient  celle-ci  :  Par  trois  points  A ,  B ,  C 
faire  passer  une  conique  2'  telle,  qu'un  point  donne  O 
ait  pour  polaire,  relativement  à  elle,  une  droite  aussi 
donnée  L,  question  facile  à  résoudre,  puisqu'il  suffit, 
pour  obtenir  deux  nouveaux  points  de  cette  conique,  de 
déterminer  sur  chacun  des  rayons  OA  et  OB  par  exemple, 
le  conjugué  harmonique  du  point  A  ou  du  point  B  par 
rapport  au  segment  que  la  polaire  L  intercepte  sur  ce 
rayon  à  partir  du  point  O. 

Chacun  des  systèmes  de  cordes  comoiunes  des  deux 
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coniques  Z,  S'  résout  la  queslion  369,  qui ,  aiusi  circon- 
scrite^ comporte  géuëralement  trois  solutions  distinctes, 
dont  deux  peuvent  être  imaginaires,  mais  dont  la  troisième 
est  toujours  réelle. 

Ces  diverses  constructions  peuvent  se  traduire  en  ana- 
lyse d'une  manière  simple  à  Taide  des  notations  abrégées 
dont  on  fait  usage  depuis  quelques  années  dans  la  géomé- 
trie analytique  et  dont  on  trouve  de  nombreuses  et  inté- 
ressantes applications  dans  Texcellent  Traité  des  sections 
coniques  du  Rév.  G.  Salmon,  professeur  à  Tuniversité  de 
Dublin.  Mais  je  n'entrerai  pas  ici  dans  ces  nouveaux dé- 
velopp^ents,  qui  ne  pourraient,  ce  me  semble,  rien  ajou- 
ter au  fond  môme  de  la  solution  qui  précède. 


NOTE  SIIR  LES  QUESTIONS  368  ET  369  (CAYLEY) 

Par  m.  FAURE, 

Capitaine  d^artilleric. 


Soient 

A  =  o,     B=:o,     C  =  o 

les  équations  respectives  des  trois  côtés  BC,  AC,  AB 
des  trois  côtés  d'un  triangle  ABC.  Prenons  un  point  ar- 
bitraire C  dans  le  plan  du  triangle ,  joignons  ce  point  aux 
sommets ,  et  désignons  par  a ,  j3,  y  les  points  où  ces  droites 
rencontrent  les  côtés  opposés  A ,  B ,  C.  On  peut  prendre 
pour  les  équations  de  ces  trois  droites 

(«a)  B  — C  =  o, 

(Bp)  A— C  =  o, 

(C7)  A— B  =  o. 

Cela  posé,  on  voit  aisément  qu'une  conique  qui  pas- 
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sera  par  les  points   a.  S,   y  aura  une  équation    delà 
forme  (*) 

iiA»^-ôB>-|-cC* 

—  (flf-h  ft)AB  —  (a-4-c)AC  -(J-f  c)BC  =  o, 

a,  b^c  désignant  des  coefficients  numériques  arbitraires. 
Cette  conique  rencontrera  le  côté  A  en  un  autre  point 
«1 5  et  les  côtés  B  et  C  en  (3i  et  yj.  On  obtiendra  l'équa- 
tion de  la  droite  A  «i  en  faisant  A  =  o  dans  Téquation 
de  la  conique.  On  trouve  ainsi 

Equat.  de(Aa,)  Bi  —  Ce  r=:o, 

(Bp.)  Afl  — Cc=:o, 

(C7,)  Afl— Bfc  =  o. 

Ces  droites  se  coupent  en  un  même  point  Df 
La  droite  DDi  aura  pour  équation 

A£i(^  — c)-h.BA(cr— •fl)4-Cc(a  — ô)  =  o  (**). 

On  trouve  encore ,  relativement  à  la  conique  : 
Polaire  du  point  D 

A  (A  4- c) -h  B  («  4- c) -h  C(fl  4- ^  )  =  o; 

Polaire  du  point  D^ 

Afl',(^-l-c)4-B^'(a-Hc)  +  C«^(a4- *)==  o. 
♦ 

{*)  Car  les  coordonnés  de  a  satisfont  aux  équations 
B  — C  =  o,     A  =  o, 

et,  par  conséquent,  h  Téquatien  de  la  conique;  de  même  pour  /9  et  y, 

Tm. 
("*)  Si  d«ns  cette  équation  on  fait 

A  =  B  =  C,    * 
elle  est  satisfaite,  donc  le  point  D  est  sur  cette  droite;  elle  est  encore  sa^ 
tisfaite  en  posant 

Aa  =  B6  =  C«; 

donc  ^e  point  D,  est  sur  la  droite.  Tik 
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Prenons  sur  le  c6té  BC  oppose  a  l'angle  A  deux  points  a, 
a^  qui  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
points  B  et  C  et  par  rapport  aux  intersections  a,  a^  delà 
conique  avec  le  côté  BC.  Prenons  sur  le  côté  AB  et  AC 
deux  couples  de  points  analogues  A,  &t  et  c,  Cj  (*). 

On  trouve  facilement 


ÉqHat.  (le  (A a) 

B  v/ï  —  C  V'c  =  a, 

(B^) 

A  v/â  — C  v/c  =o, 

(Ce) 

A  >/«  -  B  v^  =  o, 

(A^.) 

Bv^-hC  v^-  =o. 

(Bô.) 

A  v^  HrC  \/r  =  o. 

(Cr.) 

A  ^fl  -»-  B  ^  =  o . 

Ces  équations  montrent  :  i^  que  les  trois  droites  Aa^ 
Bft,  Ce  se  coupent  en  un  même  point  ;  2"  que  les  trois 
points  rii ,  &i ,  Cl  sont  sur  une  même  droite  qui  a  pour 
équation 

AV«4-Bv^4-C\/c  =  Os 

Soient  maintenant 

R=r  aA -^  pB-f-yC  =0, 

S  ==a'A  +  P'B -4-7^0=0, 

deux  droites,  la  première  rencontre  le  côté  BC  aux  points 
f\j  la  seconde  rencontre  ce  même  côté  au  point  s^  ;  nous 
allons  déterminer  ces  deux  droites  de  manière  que  les 
points  Ti ,  5i ,  B,  C,  ûc,  «1  soient  en  involution,  les  points 
a  et  ^1  devant  être  les  points  doubles  de  Tinvolution.  Il 
sufBt  diaprés  la  manière  dont  les  points  a  et  ai  ont  été 
trouvés,  d'exprimer  que  les  quatre  points  a,  r^,  âi^  ^i 
sont  en  position  harmonique. 

Soit  O  le  point  d'intersection  des  droites  B ,  S. 

(*)  Ne  pas  confondre  a,  ft  et  r,  points,  avec  a.  6,  etc.,  coefficieiits  ar- 
bitraires. T». 
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Equat.  de  Or?        R  (  p'  v'c  -+-  7'  V^)  —  S  (p  v^  -h  7  V^?)  =  o, 
Oa,       R  (P'  v^  -  7'  n/Ï)  -H  S  (7  v^-  P  ^  )  =  o, 

et  pour  que  ces  droites  soient  conjuguées  harmoniques 
relativement  à  OR  et  OS ,  il  faudra  qu'on  ait 
PP'c  — 77'*=o. 
Si  les  droites  R ,  S  doivent  couper  les  deux  autres  côtés 
du  triangle,  de  manière  à  satisfaire  à  des  conditions  ana- 
logues k  celles  qui  ont  lieu  relativement  au  c6té  BC ,  on 
trouvera  encore  les  deux  relations 

PP'tf  — •a«'6  =  o, 
aa'  c  —  77'  a  =:  O , 

qui  avec  la  première  déterminent  les  quantités  a',  /3/,  / 

au  moyen  de  a,  ^ ,  y,  de  sorte  que  la  droite  S  aura  pottr 

équatioin 

A«      hi      Ce 

a  p  7 

les  quantités  a,  (3,  y  sont  arbitraires,  car  la  droite  R  est 
quelconque,  mais  elle  détermine  S. 

Si  dans  les  résultats  précédents  on  fait  à  =  6  =  c  =  i, 
la  conique  devient  tangente  aux  trois  c6tésdu  triangle,  et 
Ton  a  la  solution  des  questions  368  et  369  de  M.  Cajley, 

I^s  droites  représentées  par  les  équations 

/,  =  0,     /,  =  0, 
/,  -H  m/,  =  o ,     /a  4-  «/,  =  o ,     /»/,  -♦-  m*/,  =0 

sont  en  involution. 

/j  4-  i»/i  =  « 

est  Téquation  de  la  droite  double.  •(Bniosc&i.) 

On  pourrait  encore,  au  moyen  des  équations  précé- 
dentes, trouver  facilement  d'autres  théorèmes;  je  n'en 
citerai  qu'un  : 
Si  Von  mène  les  droites  «y  5  yP ,  jSa  et  que  Ton  cherche 

43. 


(  '96  ) 
les  équations  de  ces  droites,  on  trouve 

(ay)  A  — B-hC  =  o, 

(7?)  — A4-B-hC  =  o, 

(8«)  A4-B  — C  =  o; 

et  Ton  voit  tout  de  suite  que  les  intersections  de  ay  et  B, 
/3y  et  A ,  a^  et  C  sont  sur  la  droite 

L=A-hB4-C=o. 

Joignons  aussi  a^  y^  9  7i  Pi  9  Pi  oci  ^  on  aura  pour  les  équa* 

tions  de  ces  droites 

{a,7,)  Aa  — B6-|-Cc=o, 

(V.p.)  —  Aa-f-BA  -hCc  =  o, 

(p,«,)  Aû-hB6  H-Cc  =  o, 

et  les  points  d'intersection  de  ct^yi  et  6,  ^lyi  et  A,  «1^, 
et  C  sont  sur  la  droite 

L,  =  Art -hBô-hCc  =  o. 

Si  l'on  se  reporte  à  Téquation  de  la  polaire  du  point  D^ 
on  voit  que  les  droites  L  et  Li  se  coupent  sur  cette  po- 
laire, etc. 

On  pourra  encore  remarquer  que  si  A  =  o,  B  =  o, 
C  =  o  représentaient  des  courbes  d'ordre  m  y  au  lieu  de 
droites,  on  obtiendrait  des  théorèmes  analogues  aux  pré* 
cédents  (*). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  364 

(TOirp.m); 

Par  m.  c.  CORDES, 
Élèvo  de  rinstitution  de  Lasalle  (classe  de  Bf.  BeyDac}. 


Trouver  sur  le  plan  d'un  triangle  ABC  un  point  0 

■  "  ■  ■  1  ■ 

C*)  Ineessamment  des  solutions  de  MM.  Brioschi  et  CremoDa. 


(  "97  ) 
dont  la  position  soit  telle,  que  les  circonférences  passant 
par  le  point  O  et  deux  des  sommets  du  triangle  soient 
entre  elles  comme  trois  droites  m^  n^  p  données. 

Désignons  par  C,  C,  C"  les  trois  circonférences  qui 


comprennent  a^  b ,  c.  Supposons  qu'on  veuille  obtenir 

£  —  £—£!. 

m       n        p 

Sur  a^  b^  c  construisons  les  triangles  BCD,  ACE,  ABF 
ayant  respectivement  pour  côtés 

tbm     cm~\        Van     ,     c/i~j        Y  ap     bp       ~| 

Le  rapport  de  similitude  pour  les  deux  premiers  est  —  > 

pour  le  premier  et  le  troisième,  ce  rapport  est—;  ces 

rapports  expriment  aussi  ceux  des  circonférences  circon- 
scrites aux  mêmes  triangles  :  on  a  donc 


C  _c;_c^ 

m       n        p 


Reste  à  prouver  que  C,  C,  Q"  se  coupent  en  un  même 
point.  Soit  O  le  point  jd'intersection  de  C  el  de  C.  Les 
deux  quadrilatères  BOCD ,  AOCE  étant  inscrits ,  on  a 

BOA  =  4'»^  -  (  AOC  -h  COB)  =  BDC  -f-  AEC 


De  la  sîmilitnde  des  triangles  BCD,  ACE,  on  déduit 

AEC=DBC, 
par  conséquent, 

BOA  ^  BDC  -h  DBC, 
ou 

BOA  =  2*»'  —  BCD. 

Enfin  de  la  similitude  des  triangles  BCD ,  ABF ,  on  tire 

BCD=:BFA, 
donc 

B0A  =  2'^— AFB, 

«t  la  circonférence  C"  passe  donc  par  le  point  O. 

c.    Q.    F.    D. 

Loixjue  mz=z  n  =  p^  le  point  O  est  rinterseciioo  des 
troi»  hauteurs  du  triangle  ABC  )  car  alors 

A  =  D     et     BAC  -f-  BOC  =  2*% 

théorème  connu . 

Note.  i^.  En  appliquant  à  cette  construction  la  mé- 
thode des  rayons  vecteurs  réciproques  et  prenant  le  point 
O  pour  pôle,  on  parvient  à  un  beau  théorème  sur  un 
triangle  formé  par  des  arcs  d'hyperboles  (  Nouvelles  An-- 
noies  y  t.  XIII,  p.  2127). 

2**.  Lorsque 

C'cosiA       CcoslA 


C=:^ 


costB  costC 


le  point  O  est  le  centre  du  cercle  inscrit. 
3**.  Lorsque 

C  tang  A  _  C^  rang  A 
tangB  tangC 

le  point  O  est  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Tu. 


(•99) 


SOLUTION  BE  LA  QOBSTIOI»  3S7 

(roir  p   IfC). 

Pae  m.  a.  rainbaux. 


Les  côtés  d*un  angle  droit  inscrit  dans  uue  circonfé- 
rence de  cercle  interreplent  une  demi -circonférence  et 
sous-tendent  deux  arcs  supplémentaires;  on  mène  à  cha- 
cun de  ces  trois  arcs  une  tangente  telle ,  que  le  point  de 
contact  soit  au  milieu  de  la  portion  de  tangente  inter- 
ceptée entre  les  côtés  de  l'angle  suffisamment  prolongés. 
Démontrer  que  les  trois  points  de  contact  sont  les  som- 
mets d'un  triangle  ëquilatéral.  (Sir  F.  Pollock.) 


Soient  BAC  Tangle  droit  inscrit  ^  MN  ,  PQ,  RS  les  trois 
tangentes*,  T,  T',  T"  les  trois  points  de  contact,  milieux 
respectifs  des  trois  tangentes.  A  élant  un  angle  droit,  le 
triangle  ATM  est  isocèle  et  l'on  a 

angie  TMA  =  angle  TAM  ; 
AT  -^  RT 

l'angle  TMA  a  pour  mesure  arc  -■ >  et  Tangle  TAM 

BT 
a  pour  mesure  arc  —  ;  donc 

AT  — BT=:BT,    BT=-AT    et    AT=:|aB. 
a  3 


On  démontre  de  même  que 


AT'  =  |aC; 


done 


AT-hAT  i=Tr=|(AB4-BC)=|-  i8o«=  i2o»r 

la  corde  TT'est  donc  le  côté  d'un  triangle  équilatéral  in- 
«crit5  de  même  les  cordes  T'T'',  T"T  (*).     c.  q.  r.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  Ui 

(  voir  p.  ItB);  ' 

Par  m.  g.  COMMUNAL, 

Elèvo  de  rioBtitutioD  Loriol. 


Mener  par  un  point  P  donné  dans  Tîntérieur  d'un 
angle  A  une  droite  qui  forme  avec  les  côtés  de  Tangle  un 
triangle  dont  le  périmètre  soit  im  minimum. 


Je  décris  une  circonférence  tangente  aux  deux  côtés  de 
l'angle  et  passant  par  le  point  donné,  et  je  dis  que  la  tan- 
gente BC  5  menée  par  le  point  P  à  cette  circonférence,  est 
la  droite  demandée. 

Il  suffit  de  prouver  que  le  périmètre  du  triangle  ABC 

{*)  La  conslniction  offective  eiige  la  trisection  de  Tangle.  Tv. 


(  ^^^  ) 

est  moindre  que  celui  du  triangle  A  DE,  formé  en  men^t 
par  le  point  P  hne  droite  quelconque  DE  qui  coupera 
l'un  des  rayons  OF ,  OG  non  prolongé  à  Tautre  côté  du 
centre.  Supposons  qu'elle  coupe  le  rayon  OF  en  un  point 
H,rangle  EHO  sera  aigu  et  la  perpendiculaire  OK  sur  DE 
ira  couper  la  circonférence  en  un  point  F  situé  sur  l'arc 
FPG.  Le  périmètre  du  triangle  ADE  est  évidemment  plus 
grand  que  celui  du  triangle  AB'C^,  déterminé  en  menant 
par  le  point  P'  une  tangente^à  la  circonférence.  Or  les  pé- 
rimètres des  triangles  ABC,  AB'C'sont  égaux.  Donc  le 
périmètre  du  triangle  ADE  est  plus  grand  que  celui  du 
triangle  ABC.  c.  q.  f.  d. 

Le  problème  donne  deux  solutions.  Dans  la  seconde  so- 
lution ,  on  fait  emploi  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
ABC  et  donne  un  minimum  pour  AB  -h  AC  —  BC.  Ces 
solutions  s'appliquent  aussi  au  triangle  sphérique. 

Note.  M.  Louis  Armez  ,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand, 
a  résolu  la  question  de  la  même  manière. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  365; 

Par  mm.  a.   SYLVESTRE  kt  BOTELDIEU, 

Elèves  de  M.  Catalan. 


Cette  question  se  résout  très-simplement  par  les  prin- 
cipes de  la  méthode  géométrique  des  maxima  et  des  mi- 
nima  {Des  Méthodes  en  géométrie ,  par  M.  Paul  Serret, 
chap.  IV). 

Soit  MB  la  droite  qui  donne  le  périmètre  minimum 
dans  le  triangle  AOB.  Si  nous  considérons  deux  directions 
Al  BiCt  A|B{  infiniment  voisines,  les  deux  triangles  cor- 
respondants Ai  OBi ,  AîOBi  peuvent  être  considérés  comme 
rigoureusement  isopérimètres.   Or  l'enveloppe  du  iroi- 


(  aoa  ) 
si^e  côté  de  tous  les  triangles  isopérimètres  dont  deux 
côtés  sont  fixes  est  une  circonférence  de  cercle,  et  quand 
les  droites  A]  B, ,  A«  B,  tendent  vers  AB,  cette  circonfé- 
rence tend  à  passer  par  Te  point  M.  Il  suffit  donc  de  faire 
passer  par  le  point  M  une  circonférence  tangente  aux 
deux  côtés  de  l'angle  et  de  lui  mener  une  tangente  en  M. 
Ces  deux  constructions  sont  connues  d'ailleurs. 

La  question  peut  se  résoudre  aussi  analytiquement 
d^une  manière  très-simple  en  prenant  pour  variable 
Pangle  ABx  =  a  que  fait  AB  avec  OB  prolongé.  Si  Ton 
désigne  par  9  l'angle  donné,  par  a  et  6  les  coordonnées 
du  point  M ,  il  vient 

ces*  -  a  = =■  cos'  -  0. 

Pour  vérifier  que  cette  formule  résulte  bien  de  la  con- 
struction précédente ,  considérons  le  cas  particulier  ou  le 
point  serait  sur  la  bissectrice  \  elle  devient 

cos'  a  =  I  —  cos'  -  0 , 

relation  évidente  d'après  notre  construction. 

Note.  Cette  solution  analytique  est  de  M.  Sylvestre 
M.  Virieu,  r^ent  de  Saumur,  a  adressé  une  solution 

par  le  calcul  diffiTcntiel ,  et  M.   Rivet,  élève  du  lycée 

Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot),  une  double  solution 

géométrique  et  analytique  bien  détaillée. 


NEUF  THtORÈMBS  BR  6É0HÉTRIB  SEGMRIITAIRS  {*)-, 

Par  m.  p.  DE  LAFITTE. 


I. 
Dans  deux  figures  homograpbiques ,  les  trois  points  de 


(*)  A  démontrer. 


(  ao3  ) 
Tune  (rëels  ou  imaginaires)  qui  coïncideut  avec  leurs 
homologues  déterminent  un  cercle. 

On  joint  les  différents  points  de  ce  cercle  considérés 
comme  appartenant  à  la  première  figure  avec  leurs  ho- 
mologues dans  la  seconde;  toutes  les  droites  de  jonction 
concourent  en  un  même  point  S. 

Ce  point  S  est  sur  le  cercle  lui-même.  Considéré 
comme  appartenant  à  la  seconde  figure,  il  a  son  ho- 
mologue S' dans  la  première,  et  considéré  comme  appar- 
tenant à  la  première  figure,  il  a  son  homologue  S^  dans 
dans  la  seconde  :  le  cercle  des  trois  points  passe  par  le 
point  S'  et  est  tangent  à  la  droite  SS". 

II. 

Dans  deux  figures  homographiques ,  les  trois  droites 
de  l'une  qui  coïncident  avec  leurs  homologues  détermi- 
ncot  un  cercle  inscrit  au  triangle  formé  jif^r  ces  droites. 

Les  tangentes  a  ce  cercle,  considérées  comme  apparte- 
nant à  la  première  figure,  coupent  leurs  homologues  sur. 
une  droite  fixe  L. 

La  droite  L  est  tangente  au  même  cercle.  Considérée 
comme  appartenant  à  la  seconde  figure,  elle  a  son  homo- 
logue h'  dans  la  première;  considérée  comme  apparte- 
nant â  la  première ,  elle  a  son  homologue  L''  dans  la  se- 
conde-, le  cercle  est  tangent  à  la  droite  L'  et  passe  au 
point  d'intersection  des  droites  L  et  L'^ 

(C'est  le  point  de  contact  de  L  et  du  cercle.  ) 

m. 

Etant  données  deux  figures  homographiques  sur  lin 
même  plan,  soient  m^  m\  m"  les  trois  points  qui  coïnci- 
dent avec  leurs  homologues.  ^ 

1°.  Si  une  conique  est  circonscrite  au  triangle  m ,  ni^ 
m" y  il  existe  sur  la  courbe  deux  points,  et  deux  seule- 


(    304   ) 

ment ,  tels ,  que  deux  droites  tournant  autour  de  ces 
points  et  se  coupant  sur  la  conique  sont  toujours  homo- 
logues dans  les  deux  figures. 

7?,  Si  une  .conique  est  inscrite  au  même  triangle,  il 
existe  deux  tangentes  à  la  conique,  et  deux  seulement, 
telles,  qu'une  droite  roulant  sur  la  conique  les  rencontre 
en  deux  points  toujours  homologues  dans  les  deux  fi- 
gures. 

3°.  Les  deux  propositions  précédentes  s'appliquent 
sans  modifications  à  des  coniques  d'ailleurs  quelconques. 

IV. 

On  donne  dans  un  même  plan  deux  figures  homogra- 
phiques. 

i^.  Par  un  point  m  de  la  première  qui  coïncide  avec 
son  homologue,  on  mène  une  droite  fixe  A.  Stn*  cette 
droite  A  on  prend  un  point  a.  Les  différentes  droites  de 
la  première  figure  qui  se  coupent  au  point  a  rencontrent 
-leurs  homologues  respectives  en  des  points  situés  sur  une 
conique,  et  à  chaque  point  a  de  A  correspond  une  telle 
conique. 

Toutes  ces  coniques  se  touchent  en  un  même  point.  Ce 
point  de  contact  est  le  point  m. 

a°.  Sur  une  droite  M  de  la  première  figure  qui  coïncide 
avec  son  homologue,  on  prend  un  point  fixe  a.  Par  ce 
point  on  mène  une  droite  A.  Les  droites  menées  des  dif- 
férents points  de  A  à  leurs  homologues  respectifs  enve- 
loppent une  conique ,  et  à  chaque  droite  menée  par  le 
point  fixe  correspond  une  telle  conique. 
*  Toutes  ces  coniques  se  touchent  en  un  même  point.  La 
tangente  conmiune  est  la  droite  M. 

Réciproquement ,  si  les  coniques  relatives  à  deux  points 
^i ,  b  se  touchent ,  les  points  a ,  b  sont  en  ligue  droite 
avec  un  point  doulile  réel  et  le  contact  a  lieu  en  ce  point. 


(  ao5  ) 
Si  les  coniques  relatives  à  deux  droites  A ,  B  se  tou- 
chent, les  droites  A,  B  se  coupent  sur  une  droite  double 
réelle  et  le  contact  a  lieu  sur  cette  droite. 

IV  {bis). 

m  Dans  deux  figures  homographiques  quelconques  situées 
dans  un  même  plan,  il  existe  toujours  deux  systèmes  de 
deux  droites  homologues  divisées  en  parties  égales,  par 
leurs  points  homologues ,  et  il  n'en  existe  que  deux. 

Les  deux  droites  de  chaque  figure  sont  parallèles  à  la 
droite  de  cette  figure  qui  a  pour  homologue  dans  Tautre 
Tinfini ,  et  si  deux  points  décrivent  les  deux  droites  d'une 
des  'figures  dans  le  même  sens,  leurs  homologues  décri- 
ront les  droites  homologues  en  sens  contraire  (*). 

V. 

On  suppose  un  triangle  tel,  que  chaque  sommet  soit  le 
pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  relativement  à 
un  cercle  (réel  ou  imaginaire). 

Soient  r"  Iç  carré  du  rayon  ^  a",  a'^^a^'^  les  carrés  des 
cordes  dUnlersection  des  côtés  du  triangle  et  du  cercle^ 
t',  t'',  t"*  les  carrés  des  tangentes  issues  des  trois  som- 
mets :  on  a ,  quel  que  soit  le  triangle ,  les  deux  relations 

I         I  I   I 

I        I         I   _       1 


(  *  )  Ce  second  système  peut  être  utilisé  pour  représenter  analytique^ 
ment  deux  figures  homologiquet ,  lorsque  le  centre  d'homologie  est  sur 
Taxe  d'homologie ,  cas  auquel  Téquation  du  n^  5SM)  de  la  Géométrie  su~ 
périeure  devient  illusoire.  On  peut  substituer  à  cette  équation  une  quel- 
conque de  celles  du  $  III,  chapitre  Vlll ,  a  et  a'  étant  les  points  où  un 
rayon  tournant  autour  du  centre  d'homologie  rencontre  los  deux  droites 
du  second  système,  les  deux  droites  du  premier  étant  coïncidentes  sui- 
vant Taxe  d'homologie. 


(  ao6  ) 

VI. 

Par  deux  points  donnés  Â ,  B ,  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  cercles.  Deux  droites  quelconques  issues  du 
point  A  ou  du  point  B ,  ou  bien  Tune  du  point  A  Tautre 
du  point  B ,  sont  divisées  par  ces  cercles  eii  parties  pro- 
portionnelles ('*'). 

VU. 

Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD  inscrit  au  cercle, 
du  milieu  du  côté  AB  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
le  côté  opposé  CD;  on  fait  la  même  chose  pour  les  trois 
autres  côtés.  Du  milieu  de  la  diagonale  AC ,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  Tautre  diagonale;  on  fait  la 
même  chose  pour  cette  seconde  diagonale.  Du  point  de 
concours  des  côtés  AB  et  CD,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  la  droite  qui  joint  leurs  milieux;  on  fait  la 
même  chose  pour  les  deux  autres  côtés  opposés  et  pour 
les  deuit^ diagonales.  Les  neuf  droites  ainsi  construites 
concourent  en  un  même  point. 

vm. 

Soit  un  triangle  ABC.  Par  le  sommet  A  on  mène  une 

droite  parallèle  à  la  droite  menée  du  centre  G  du  cercle 

inscrit  au  triangle  au  milieu  M  de  BC  ;  on  prend  sur  cette 

parallèle 

AI  =  2GM, 

les  points  I  et  G  étant  situés  de  part  et  d'autre  de  AM. 
La  plus  courte  distance  du  point  I  au  cercle  circonscrit 
au  triangle  est  double  du  rayon  du  cercle  inscrit. 


(*)  Ce  théorème  donne  le  moyen  de  dWiser  deux  droites  on  parties 
proportionnelles  connaissant  deux  points  conjugués  ou  homologues.  Ce 
mode  de  difision  qui  donne  deux  points  con^uf^ués  simultanément,  et  noa 
Tun  au  moyen  de  l'autre,  donne  une  solution  très-élémentaire,  très-* 
«impie  et  très-générale  du  problème  célèbre  de  la  section  de  raisoQ. 


(  207  ) 
Les  cercles  exinscrits  donnent  des  propositions  ana^ 
logues. 


CONSIDÉRATIONS  ANALYTIOUBS  SUR  LES  SURFACES 
BU  SECOND  ORDRE; 

Pue  m.  J.  mention  (♦). 

La  solution  de  certains  problèmes  sur  les  courbes  et 
les  surfaces  du  second  ordre  exige  qu^on  kisse  aux  axes 
coordonnés  la  plus  grande  généralité.  Déjà  pour  les  cour- 
bes le  calcul  est  fort  compliqué  et  même  impossible  sans 
le  secours  des  relations  d'identité  entre  les  coefficients  de 
Téquation,  qui  permettent  d'y  introduire  les  simplifica- 
tions nécessaires.  Dans  ce  cas,  M.  Terquem  a  donné  des 
formules  générales  pour  les  équations  et  les  coordonnées 
des  droites  et  points  reuHirquables.  Je  me  propose  d'indi- 
quer le  mojen  de  faire  une  chose  semblable  pour  les  sur- 
faces du  second  ordre. 

Parmi  les  applications  de  la  méthode  que  je  vais  expo- 
ser, ce  Mémoire  contiendra  des  problèmes  connus ,  mais 
traités  avec  une  étendue  complète,  et  aussi  d'autres  ques- 
tions ,  nouvelles  et  intéressantes,  dont  Texamen  ne  semble 
pas  praticable  à  l'aide  de  pures  considérations  géomé- 
triques. Plus  tard,  j^aurai  à  envisager  les  relations  d'i- 
dentité, indépendamment  des  surfaces,  sous  le  point  de 
vue  de  l'analyse  indéterminée. 

L 

BOTATIONS    ET    RELATIONS   n*inE2lTlT£. 

1.  D'abord  je  crois  bon  de  rappeler  les  identités  prin- 

(*)  Maintenant  professeiir  ii  Saint-Péterebonrg. 


(  ao8  ) 
cipales  qu'emploie  la   théorie  des   courbes    du    second 
ordre  (*). 

Soit 

A/'  -f.  Bxy  +  Cx'  -f-  Djr  -h  Ex  4-  F  =  G 

l'équation  hexanôme.  Posons 

L  =  AE'  —  BDE  +  CD»  +  (B»  —  4AC)  F, 

.«.       «.>       ^L        „         ^^      „^       dL 
A=  2AE  — BD  =  — :,      ^'  =  2CD  — BE  =  ---, 
aK,  du 

/î=:DE— aBF=:— ^. 
dB 

m  et  L  ne  changent  pas  avec  Torigine  des  coordonnées. 
On  a  les  identités 

A»  — m/ =  4  AL,     2  H' 4-  a/w/i  =  — 4BL, 
X''  —  /»/'=  4CL,  it'  /  4-  ^/i  =  2  DL, 

if/' -h  r 71  =  2EL,  rt»  —  //'  =  4FL, 

4L»  =  M"  -f-  /'  it'  -f-  2/îH'  -f-  m  («'  —  //'). 

Maintenant  je  prends  Téquation  des  surfaces  du  second 
ordre,  suivant  Tusage,  sous  la  forme 

.   Ax»  -h  A>'  -f-  A''x'  -f-  aBj*  -f-  2B'  xz-f-  aB^.ry 

-4-  2Car4-2(y/-f-.2C"z-f  E=o. 


(•)  \ OIT  Nouvelles  Annalesy  t.  I,  p.  49«» 


(  ^o9  ) 
Je  pose 

L  =  A' A"C>  -h  AA'^  C»  -H  AA'  CT'*  —  B»C»  —  B'»  C»  —  B"»  C"« 

—  aB''  A''  ce  -  2 BAC"  C  —  a B' A'CC" 

-4-  2BB'  ce  H-  2B'B  "  Ca^a  BB"  CC^ 

-f-  E  ( AB»  -4-  A' B'»  4-  A"B"»-  AA'  A''—  aBB'B"), 

m  =  AB«-h  A'  B'*4-  A"  B">—  AA' A"—  2  BB'  B"=  ^ , 

.  «Cl 

*  =  C  A'A'^  —  B»  C  -4-  CBB'—  C'B''  A"+  C"  BB"—  C"  B'A'  =  -jr^.^ 
^^  =  C  AA"—  B'»  C'4-  C"  B'  B"-  C"  BA+ CBB'—  CB  '  A"=  -^r-^,^ 

A''=C"AA'— B^»C"-hCBB"  — CB'A'-hC'B'B"— C''BA=:-r7-7^.^ 

a  {  2ti   j 

/  =  A"  e»+  A'  C">—  2  BC"  C'4-  B»  E  —  EA'  A"=  ^ , 

«A 

/' =  A"  C  +  AC  "»  —  2  B' ce*  4- B"  E  —  EA  A"  =  ^, , 

r  =  A'  C>^  AC"—  2  B"  CC'+  B"  E  —  EAA'=  ^ , 
n  =  BO-h  AC"  C-  B'CC'—  B'^CC—  ABE  -h  B'  B"  E  = 


«'  =  B'C>-h  A'  CC" — B  ce—  B"  CX'—  A'  B'  E+  EBB"=:— 


d(^Br 
L 

rf(2B')' 


«"=  B"e«-h  A"CC'—  B'e'C— BCe'— A"B"E  4-  EBB'=—  :7^f^,^ 

^(2B") 

r  ==  Ax^'^  A' j'»+  A"z'»H-  2B^V  -h  2B'*'«'+  2B"«'^' 
-4- 2Cx'-f- 2Cy -4- 2C'V-H  E, 

x\y\  t!  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
Tespace.  m  et  L  ne  changent  pas  avec  Torigine 

Résolvant  en  premier  lieu  Téquation  par  rapport  kz^ 

Ann.  de  Malhémat.,  t.  XVI.  (Juin  1857.)  l4 


(    2IO    ) 

on  a 


;     y  (  B»-  A'  A"  )  -h  X»  (  B"  -  A  A") 
[:")±\/-h2xr{BB'-A"B")H-2r(BC''— A"C') 
V    -f-2x(B'C"— A"C)-f-C"»  — A"E 


-(Bj-f-B'x+C" 

r(B^C^^— A^^C)- 

2  A" 

Les  fonctions  frj ,  k\ ,  /j ,  i', ,  w^ ,  //li  relatives  aux  cour- 
bes du  second  degré  entre  les  coefficients  de  la  fonction 
hexanômc  comprise  sous  le  radical,  seront  égales  aux 
fonctions  correspondantes  de  Téquation  décanôme  multi- 
pliées par  4  A"  :  ainsi 

L.  =  -4A"»L(*). 

J'applique  les  identités  connues,  et  je  remarque  qu^on 
pourrait  résoudre  par  rapport  kx  ouy,  ce  qui  me  fournit 
le  tableau  ci -dessous  : 

^'— /«/  =  — L(B'— A'A"), 
A-'»—  /w/'  =  —  L  (B'>—  AA"), 
r»— /wr=-L(B'''— AA'), 
AA'4-m/î"=L(BB'— A"B"), 
/r-f  mn'=  L  (BB"  —  A'B'), 
/t'r-+- m'«  =  L(B'B"  —  AB), 
A'/-+-;t/i"=  — L(B'C"  —  A"C), 
itr-t-  ;t'  /i"=  —  L  ( BC"  —  A"  C) , 

/r-f-  r //=  —  L  (BC—  A'  c"), 

r /^  A«'  =  — L  (B^C—  A'C), 

/•'r-h  r/î  =  -  L  (B'c  —  AC"), 

r/'4-it'/i=-L(B"C  — AC), 

(*)  Ainsi 

A,  =  4[(B»- A'A'')(B'C''-A''C)— (BB'  -^  A''B'')(BC'' -  A''Cn 
c^-Z^A^'K. 


(  ^11  ) 

«"«-^  Z/'  =  -  L  (C»  —  A"  E) , 

/i'«— /r  =  — L(C'»— A'E), 
/i^  — r^sr:  — L(C«  — AE). 

2.  Valeurs  de$  coefficients  de  Véquation  au  moyen  des 

identités. 
On  a 

(  itX-' -f-iw/i'' )»  —  (  X' —  m/ )  (  A'»  —  m/' ) 
=  L»[(BB'  — A"B'')»— (B*  — A'A")(B'«— AA")]  =  L»A'^/if, 

d^où 

A"  L>  =  it»  r  H-  )t"  /  -f-  2  «"  >fr^'  H-  /w/i"'  —  mir. 

De  même 

(^;t'  4-  mn"){kk"  -+-  m/i')  —  (^»  —  ml){k'k''  -f-  iw/i) 

=  L»[(BB'—  A"  B'')(BB"— A'B')  — (B'— A'A"){B'B''-.  AB)] 

=  — L'Bm, 
d'où 

BL»  =  /i  (;t»—  w/)  —  k'  [kn'  +  r /)  -  n"  [kk"  H-  /w/i'). 

demêmeB'LSB'^LV 

■»  Les  valeurs  de  C,  C\  C^   se  tirent  des  trois  iden- 
tités 

A  iH-  B'  ^"  H-  B*'  A'  -f-  C  m  =r  o , 
A'r  H-Br  4- B"* -h  C'iw=  o, 
A"  r-H  B'A  -f-  BA^  +  C^m  =  o. 
Quant  à  celle  de  E,  on  l'obtiendra  par  les  identités 
-  C/-hC'/i"-f-C"/ï'=E^, 
C/i"  — C'r-4-C"/i=Er, 

c/t'  4-  c'/i''— cr = Er . 

Enfin  de 

C  A  4-  C  ^  '  -h  C"  X-  "  4-  m  E  =  L , 

on  déduit  L  en  fonction  de  Ar ,  Ar',  Ar'^  /, .  •  •  * 


(    212) 

Nous  pouvons  donc  former  ce  nouveau  groupe  de  rela- 
tions : 

AL»  =  it'»  r  4-  *"*/'  4-  2/1  it'  r.  4-  /»/!'  —  m/T , 
A'L»:;=  >t»  /"  4-  /*''»  4-  3«'  AA"  4-  mn'*  —  iii/r , 
A"  L>  =  A'r  4-  /"  /  4-  271"  A  A'  4-  m»"»  —  m//' , 
BL»  =  /lA»  —  mnl  —  AA' /i'  -:-  A'  A"  /  —  «"  AA"  —  mn'  «", 
B'L»  =  «' A'"  —  mu' /' —  A' r /i^  —  A"  Ar  —  «AA' —  m«ii'% 
B'^  L»  =  /i"  A"»  —  mn"  f  ^  Ak"  n ---  AA'  ^  —  /i'  A'  A"  —  mnn' , 
CL»=  r r  )t  —  /i»  A  4-  /!«'  A'  4-  w/i"  A*'  +.  A*'  /'/»'  4-  A'r  ii'^, 
C'  L»=  ir  À'  —  /i'»  A'  4-  /!«' >t  4-  «"  r  A  4-  «'  /i"  A"  4-  /«A'', 
C'L»  =  //'  A"  —  /i"»  A"  4-  nn"  A  4-  /»'/»"  A'  4-  A^/i'  4-  A'  /«. 
EL»  =  inn'n"  4-  «'''  T  4-  n'U'  -hn^i-^-lfr, 
L»=  2/w/i/i'  /i*  4-  mn"^  t'  4-  mu'»  r4-  m/i»  l^mltlT 
4-  2AA'/f/i'  4-  2AÀ"/î/i"4-  2»A'r/ï'/i''—  i^'»»'» 
—  A'^»  /i"»  —  ;t>  /i»  4-  2  /»/A"  A  4-  2  /i"  r  A  A' 
4-  2/i'  Z'  Ar  4-  If  A'»  4-  /'  /"  A'  4-  /^  A". 

n  existe  un  grand  nombre  d'autres  Identités  :  nous 
avons  seulement  donné  les  plus  importantes.  Par  la  suite, 
nous  donnerons  au  fur  et  à  mesure  celles  dont  on  aura 
besoin. 

3.  Il  faut  encore  noter  les  deux  relations  suivantes  : 
i^.  Du  système  d'équations 

ax» —  2pj?4-7  =  o, 
oLxy  —  f X  —  p/  4-  Ç  =  o , 
aj»— 2f7  4-ir=  o, 
on  conclut 

atr^  —  7«»  —  Ttp»  —  aÇ»  4-  2p«Ç  =  o. 


("3  ) 
^^.  Si  Ton  a  les  six  équations  : 

aa"-h  pp'*'-f- 77"=:o, 

a'«"-+-P'r-f-7'7"  =  o. 
Aa»  +  Bap-l-.Cp»-(-Dp7  +  Ea7  4-  F7' =  o, 
Aa'»  -H  Ba'p'  -f-  Cp"  -h  Dp'/H^  Ea'7'  -+-  F7"=  o, 
Aa">  +  Ba'^p"  -h  GP">  -h  DP"  7"  -h  Ea"  7"  -4-  F7"»  =  O, 

on  a  aussi 

A  -h  G  -4-  F  =  o. 

Démonstration.  On  peut  évidemment  supposer  y  et  y\ 
égaux  à  Funité.  Alors 

aa' -h  pp' -h  1  =  o, 
aa" -4- pp" -i-  1  =0, 
a'a''4-p'p"-hi  =  o, 
Aa»-4-BiP4-Cp»-HDp-|-Ea4-  F  =  o. 


Les  trois  premières  équations  donnent 

.  /-(.-4-pp')(.H-pr) 

«-y TTpT 

,   ./-('+>p')(.+rr) 
"-y       FTir 


et 


*-y        TPF 

Remplaçant  a  par  sa  valeur  dans  la  relation 

Cp'+A«»+Dp-f-F=— a(Bp  +  E}, 


(ai4) 
il  vient 

Cp«  (1  + p' p")  -  A  (I -+- pp' )  {.+ pp"  )  +  DP  (I -H  p' n 
-(-FCi  +  p'p") 

=  (Bp  +  E)  V-(«  +  PP')(i  +  PP")(.-l-p'p'); 

on  a  de  même 

Cp"(n-PP')-A(H-pp')(i+p'p")-»-Dp'(H-pp") 

+  F(H-pp'') 

=  (B  p'  +  E)  ^-(n-pp')(H-pp'')(H-p'p"). 

Retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre  et  suppri- 
mant le  facteur  |3  — 13',  on  obtient 

C(p4-p')H-Ap'p"p  — C(i+pp')p''  +  D— Fp" 


=  BV-(H-pP')(i-f-PP")(-+P'r). 
et  aussi  par  des  moyens  semblables 

C  (p  -f-  p")  +  A  p'  P"  p  —  C(i  -4-  pp")  p'  -4-  D  —  F  p' 
^Bv'-C.  +  pP')... 
Retranchant  encore,  on  obtient 

(p'-p")(A-hC-hF)  =  o. 

€.    Q.    F.    D. 
II. 

DU  PLAM  TÀHGBMT,  DES  AXES  PAINCIPAUX. 
SECTIOHS  CIRCULAIRES. 

4.  Les  coordonnées  du  centre  de  la  surface  sont  -  i  -  » 

m    m 

—  En  y  transportant  l'origine,  Tëquation  de  la  surface 

prend  la  forme 

Ax'  ^  A'/'  -h  A"  «»  4-  2B/2  -f-  2B' xz  -h  2B"  xy  =  ^  , 

m 


(  alb) 

parce  que 

A  A'  -h  A'  k"  4-  A"  k"'  4-  2B  r  k'  ^1  B'X"  X-  >+-  2B"  kk' 
4-  aC^  4-  aC'X'  -h  2C"  r  4-Vw'E  =r  L/ii. 

Donc  si  L  =  o,  la  surface  sera  conique  (*) ,  et  récipro- 
quement. 

La  direction  d'une  corde  principale  étant  représentée 
par  a:  =  fxr  5  jr  =  V  2 ,  on  aura  pour  déterminer  fjt  et  v  les 
équations 

Afx-4-B^H-B^%       _      A'v  +  B^-B^^ 
fi  -4-  V  cosxj  -H  cosxs       V  -I-  C4)sj«  -t-  ^  cosjtj 
_         A^^-f-Bv-hBV 
1  4-  fjt  CCS  zx  4-  V  cos  zj 
Si  Ton  pose 

A"  4-  Bv  4-  B'ft  =  j  (  I  4-  f*  coszx  4-  V  cos  3>  ) , 

on  parviendra ,  comme  à  l'ordinaire ,  à  Téquation  cubique 

[s  -  A)  (^  -  A' )  (^  -  A")  -  (^  —  A')  (/  coszx  -  B')' 

_(^  -  A'')(jcosxr  — B")'  — {5— A)(jcosr«  — B)" 

4-  2  ( j  cosz/  —  B)  (  s  coszx  —  B')  (  j  cosxr  —  B"  )  =  o, 

ou 

jj  (  I  —  cos' j:/  —  cos'  xz  —  cos'/z  4-  2  cosxj  cos  at  cos  */) 

n        A  sin'  /z  4-  A'  sin'  zx  4-  A"  sin*  xy  "1 

^  I    —  2B'(cosxz  —  coszjcosjrj)  I 

I    —  2 B"  (cos;rj  —  cosz/  cos z:c)  1 

|_  ^  2 B  (  cos/z  —  cos  xy  cosxz )  J 

[B^  -:.  A' A''  4-  B'»  -  A  A"  4-  B'  '  -  A  A'  "j 

4-  2cos^j(  A'  B' -  BB')  4-  2COSZ7  (  AB  -r-  B'  B'  ) 
4-2cosxz(A'B'  — BB'')  J 

4-  AB'  4-  A*B"  4-  A"B'*  —  AA'  A"  —  2BB'B"  =  o. 

(♦)  Ce  cône  est  imaginaire  lorsque  le  centre  est  à  l'intérieur  do  la  sur- 
face J  ellipsoïde.  Tu. 


(  =^'6'  ) 

II  ne  serait  pas  diflScile  de  montrer  que  les  racines  de 
cette  équation  sont  liées  auic  longueurs  de»  axes  ;  mais 
j'obtiendrai  par  une  autre  voie  Téquation  ayant  pour  ra- 
cines les  carrés  des  demi-axes.. 

La  marche  que  suit  M.  Leroy  {analyse  apphquée, 
page  197)  d'après  M.  Cauchy  pour  rechercher  à  quels 
caractères  on  peut  reconnaître  que  la  surface  est  de  ré- 
uolution,  est  sans  contredit  d'une  extrême  simplicité.  Or 
rien  n'empêche  de  la  suivre  avec  des  axes  obliques.  On 
arrive  aux  conditions 

B  B'  B'' 


cos  jrz       ces  xz       cosxjr 
BA  — B'B"  B'A'— Br 


cos/z  —  cos  xz  cos  XX       cos  xz  —  cos  j«  cos  xjr 
_  B^A^^--BB^ 

COSXJ  —  COSXS  COS^« 

Lorsque  la  cor  Je,  au  lieu  d'être  principale,  sera  sim- 
plement  conjuguée  au  plan 

dx-+-ex-\-/z=zOy 

fc  et  V  s^expriment  comme  il  suit  : 

_  g/(BB^^  —  K'W)  -^  ed  (BB^  —  k"  B^Q  —  e'  (B'  —  A^ A^) 
^  ""  df{WW*  -  AB)  -f-  ef{  BB"  —  A'B')  — /^B''»  —  AA')  ' 

__  <y(B^B^  —  AB)  4-  ^g(BB^->  A^^B^)  —  rf*  (B^'  ->  AA^)  ' 
'  "  d/(WW'  —  AD)  -t-  c/(BB-'  —  A'B')— /»(B'"  —  AA')' 

pour  les  paraboloïdes  dans  lesquels  la  droite 
A  k* 

est  parallèle  à  l'axe,  on  a 

_ek_  _d  A^ 


(  '-t?  ) 

2.  Coupons  la  surface  par  Je  plan 

L'intersection  aura  pour  projection  sur  le  plan  des  xy 
la  courbe 

r'(A'/H-A"</'  — 2Br(^) 

-♦- 2^r  ( BV' -+- A'Vff  —  B  p/— B' ^iT) 

-h  a/ (  AV^  -  B^4- C'/» -^  C' ci^) 
+  2*  (A"é'g'  -  B'g/—  (rr/4-  C/') 
-+-AV— aC"g/H-E/  =  o. 
Les  fondions  m  et  L  relatives  à  cette  courbe  sont 
/w.r=  rf>{B''—  AA")  -h  e'  (B'—  A' A")  -+-/*  (B"»  -  ÀA') 
-4-  2  Af (A"B"  —  BB')  +  ai/lB' A'  —  BB") 
4-i^(AB  — B'B"), 
L,  =  /tf»  4-  /'^'  -+-  /y -h  2er^i^  -f-  2rfg;fr'  -f.  2g/'A'' 
-4-  /wgr*  —  2  r(^i  —  2^'  —  ^den'\ 

l^l\  t"y  X:  V**)  ^^"  ayant  les  significations  fixés  plus  haut. 

A  l'aide  de  ces  expressions ,  nous  pourrions  étudier  les 
surfaces  du  second  ordre  et  avoir  leurs  caractères  spéci- 
fiques. .  Je  supprime  la  discussion  dont  la  place  serait 
plutôt  dans  une  théorie  systématique  des  surfaces  du  se- 
cond ordre,  que  je  n'ai  pas  l'intention  d'établir  ici. 

Quand  la  section  se  réduira  à  un  point  ou  au  système 
de  deux  droites ,  le  plan  sera  tangent  à  la  surface.  Ainsi 
la  relation 

mg^  -H  le^  H-  /' //'  -h  T/*  4-  -^keg  -f-  'ik'dg-h  ^t^" gf 
—  idfn  —  nefn'  —  2/1^/1"  =:  o 

représente  la  condition  nécessairp  et  suffisante  (*)  pour  le 


(*)  r^écesMiire,  mais  nou  suftisanle  ;  le  point  de  contact  est  imaginaire 
lorsque  m^  et  L^  sont  négatifs.  Tu. 


(  »'«) 

contact  du  plan 

djr  H-  ex  -h/z  H-  ^  =  o 

avec  la  surface  du  second  ordre. 

Si  /  =  o,  ou  /'=  o,  ou  F  ==  o ,  la  surface  touche  uu  des 
plans  coordonnés. 

3.  On  aura  les  sections  circulaires,  en  identifiant  Vé- 
quation  se  rapportant  à  la  section  plane  en  général  avec 
celle  de  la  projection  de  Tintersection  du  plan 

djr-h  ex  -h/z  •+•  g  =z  o 
et  de  la  sphère 

(x-«)»H-(.r-p)»H-(3-7)' 
-h  2  (.r  —  a)  (7  —  p)  cosxj  -H  2  (x —  a)  (z  —  y)  cosxs 
H-  a  (j  —  p)  (*  —  7)  ces  jz  =:  R\ 

Ci'tte  projection  ayant  pour  équation 

^'(^+/*—  2d/coszy) 

-h  2xjr  (/'  cosxjr  ^  de  —  efcoszjr  —  ^cosxz) 

H-  ^'  (/*  -i-  <r'  —  2  ç/'cos  xz  ) 

4-  2/  [(p4-acosxj4-7COS7«)/'—  ^(7  -+-  acosxz-f  pcos^>2]J 

■+•  2  x[[a  -h  p  cosxj^H- 7  cosxz)/^  —  ^/(7  4-  a  vosxz  -{-  p  aw/x)] 

/       a'  4-  p' -h  7' -h  2apcosx/  H-  2a7  cos.r2\  

■^•^   ^H.2P7COSj^5-R'  y-''' 

il  viendra  en  identifiant  (p.  21 7) 

^/»-h/»  —  nd/cosxjr  =  (A'/»  4-  A'^rf»  —  2hd/)X] 
/*  ces  xj  4-  de  —  ç/*cos  *j  —  df  cas  xz 
=  (BV  H-  A"^c  -  Bcf-  B'd/)\, 
p  +  c'  —  7.efco%xz  =  (  A/'  4-  A"tf'  —  2B'  f/)  >, 

où  X  est  un  facteur  à  déterminer. 


{  ^»9  ) 
De  la  on  conclut 

cosjrx  —  >  B"  4-  ^  ^{i  —  > A")  —  j  (coszr  —  >B) 

—  ^(cosj:*  —  XB')  =  o, 

I  -  \K  4-^,(1  —  XA"  j  -  ^ (COSX2  ~  XB')  =  G. 

Donc,  en  venu  d'une  identité,  on  est  conduit  à  cette 
équation  du  troisième  degré  en  A 

(I  —  >  A)  (i  —  X A' )  (i  —  > A" )  —  (i  —  XA')  (cosx«  —  XB')» 
—  (i— XA")(cosxjr  — XB")»— (i— >A)(coS7z— XB)» 
-4-  2(cos»r  —  XB)(co5x«  —  XB')(cosx7  —  >B")  =  o, 

ou 

\^  (  AB'  -4-  A'  B"  4-  A"  B"»  —  AA'  A"  —  2  BB'  B''  ) 

[B»  —  A' A'  -h  B"  —  AA"  H-  B"»—  AA'  "I 

4-  2  cosxr  (  A"  B''  —  BB'  )  +  2  cosz/  (  AB  —  B'  B")     1 
4-2coszj-(A'B'— BB")  J 

[A  ûxi^yz  4-  A'  sin'x2  4-  A"sin'  xy  H 
—  2  B'  (  CCS  x%  —  cos  zy  ces  xj^)  1 

—  2  B"  (cos  xj  —  cos  zy  coszjt  )  1 

—  2  B  (cosjî  —  cos  J7  cos  xz  )  J 

4-  I  —  COS'arj  —  COS'JTS  —  COS'j2  4-  2  COSXJ  COSJr2COSJZ=  o  (*)► 

Pour  découvrir  la  signification  géométrique  de  1 ,  trans- 
portons l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  surface^ 
ce  qui  ne  changera  pas  les  coefficients  de  Téquation  du 
troisième  degré,  et  imaginons  que  la  sphère  soit  concen- 
trique  à  la    surface.  Un   raisonnement  direct  apprend 

C*)  Cette  liernicrc  expression  -est  le  volume  du  parallélipipéde  qu'on 
obtient  en  prenant  h  partir  de  rori(;ine  une  longueur  éi^alc  à  Tuniic  sur 
les  trois  axes.  Tu. 


—  X 


(  aau  ) 
{voyez  les  Dév^elàppements  de  Géométrie  de  M,,  Charles 
Dupin,  page  i6S)  qu'il  y  a  deux  sections  circulaires 
ayant  pour  centre  celui  de  la  surface  et  pour  rayon  la 
longueur  de  Taxe  moyen.  Mais  l'identification  fournit 

et,  Torigine  des  cooordonnées  étant  au  centre, 

m 

Donc  le  carré  de  l'axe  moyen  sera  racine  de  l'équation  du 

troisième  degré  dont  Tinconnue  deviendrait  —  X  —•  On 

voit  de  même  à  priori  que  les  sphères  concentriques  a  la 
surface  et  ayant  pour  rayons  les  longueurs  des  axes  extrê- 
mes ,  coupées  par  leurs  plans  correspondants,  donneraient 
des  cercles  ne  pouvant  appartenir  a  la  surface  du  second 
ordre,  quoique  X  reste  toujours  réel.  Conséquenunent,  le 
calcul,  qui  n'admettait  aucune  différence  entre  ces  divers 
cas,  doit  faire  trouver  les  trois  valeurs  de  X  correspon- 
dantes aux  axes  principaux ,  et  Téquation  dont  Pinconnue 

est  —  X  —  a  bien  pour  racines  les  carrés  des  demi-axes. 

Notre  déduction  s'accorde,  au  surplus,  avec  Ténoncé 
qu'on  lit  à  la  page  899,  des  Propriétés  projectit^es. 

Ainsi  Féquation  aux  carrés  des  demi -axes  dans  le  cas 
le  plus  général  sera 

). j  +  X|  Il  r  2  (B«  -  A' A"  )  -h  2  2008*7  (  A"  B"  —  BB')1 
m' 

—  X,  ~  [2  A  sin'js  —  2 2B  (COS72  —  cosxj  cosxz)] 

(1  —  cos**r  —  cos'xz  —  cos' r» 

m*  ^  * 

-h  2C0S xy  cosxz  coszx)  =r  o . 
On  trouve  cette  équation  dans  un  Mémoire  de  M.  Bé- 


(  Î»2I  ) 

rard  (Annales  de  Gergonne,  t.  III)  où  elle  parait  avoir 
été  peu  remarquée  (^). 

4*.  Problème.  Étant  donnée  l'équation  d^un  plan, 
calculer  les  coordonnées  de  son  pôle. 

L*équation  générale  du  plan  polaire  d'un  point  [x^y^  z) 
étant 

X  (Ax  H-  Wz  -h  B"j  4-  C)  -+-  Y  (A'r  4-  Bx  -h  B"z  4-  C) 
-♦-  Z  (A''2  -4-  Bj  4-  B'x  -h  C")  -h  C*  -h  Cf-h  C"«  H-  E  =  o, 

si 

est  l'équation  du  plan  dont  on  cherche  le  pôle ,  les  coor- 
données de  celui-ci  satisferont  aux  trois  équations 

x(A^-  Ce)-h  r  (B'V  -  Ce)  4-  *(B'^  -  Ce)  =  Ee-Cg, 

x(B''g'-C^4-/(A'g'~C'd)-h«(B^-rrf)=Ec/-C'gr, 

*(B'^-C/)4-r(B^~C7)4-«(A''^-CV)=E/-CV, 

d'où  Ton  tire  ces  valeurs  de  x^y^  z  : 


^/f'-hg^"  —  ffn'  —  en 


lorsque  x,j^,  z  sont  donnés  ,  on  déduit  ->-?-• 

o     o      o 

m. 

DES  GÉNÉRATRICES  RECTILIGNES  ET  DU  CÔNE  CIRCONSCRIT* 

1.  Soient 

(*)  M.  de  Saint-Guilhem  {Journal  de  Mathématiques,   %.  I,  p.  3i8)et 
M.  Lehe&^ne  {Nouvelles  Annales,  t.  VII,  p.  4^6)  Tont  aussi  donnée. 


(  2:^2  ) 
les  équations  d'une  génératrice  rectiligne.  Alors  on  a 

iwp»  H-  2ap^"  -h  Ta'  — 2.p^  -f-2an'H-  /=o, 
m^  +.27^it"  -h  /"v»  — 2**'-f-27n  H-r  =  o, 

relations  qui  renferment  tous  les  résultats  connus.  Je  re- 
marque seulement  que  le  cas  particulier  du  cône  entraine 
Tégalité  L  =:  o. 

Ensuite  les  coefficients  a  et  y  dépendent  l'un  de  Tautre 
d'après  cette  troisième  relation 

Aa»  -4-  A' 7'  -h  2B7  H-  2B'a  H-  2B"a7  -f-  A"  =  o, 
d'où 

_  —  (B  -h  B^^ g)  ±  V^B' -  A^ A^^-h  (  BB^^—  A^ B^)  a  -h  a^  (B"'—  A A^'. 
^- T 

Or  pour  m  =  o ,  la  quantité  sous  le  radical  est  un  carré 
parfait,  donc  alors 

7  =  ia-H>3, 


__  ±^B"'-  AM  -  B"  _  v^—  L 


—  B" 


A'  A'  ' 

—  B 


^A^B^^BT^^      +i^EI 


2V^B"»— AA'  ""      k" 

p=2  — 


A'  ■"  A' 

Par  conséquent,  il  y  a  deux  séries  de  génératrices  rccli- 
lignes  parallèles  aux  deux  plans 

yz=ix'^pz 
respectivement. 

2.  Soit 

dy  -+-  vx  -^-fz  =  f//  -4-  ex'  -^fif 

Téquation  d'un  plan  tangent  à  la  surface  et  passant  par 
le  point  x\  y\  z'.  En  substituant  à  gr  la  valeur 

-^{d/^ex'+fz') 


(  "3  ) 
dans  la  relation  de  contact,  celle-ci  devient  (p.  217) 


2rf, 


-»-jFa('"^'^-  2/a'  +  l)-yi^'^  H-  ^V  -f.  /i  — m/z' 


2/?, 


—  —  (Az'-h  r  x'  -h  /î'  —  wz'x')  -h  mz''  —  2/"z'  H-  T  ==  o. 
Il  faut  en  calculer  les  déterminants  nii  et  L,. 


-f-  2j'  (^/i"4-  k'i)  4-  2x'  (X*'/i"  +  X^)  -f-  /?"'  -  //' 

/»  (B*  —  A'  A'')  +  y»  (B'^  —  AA") 
-*-  2.ry  (BB'—  A"B")  -f-  ^y 
.-h2y(B'C"  — A"C)^-C"'- 
=—  L[(A'z'  -h  By  H-  B'x'-h  C")'  -  A" F']. 


-'[: 


'»  — AA")  -j 

y(BC"-A"C') 
'-A"E  J 


X  (XV  4-  r  .r'  -h  «'  —  w*'  y  )' 

-f-  2(^7'  +  X'jr'  4-  »"  —  ma//) 

X{X'3'-+.X-V4-«-'w/^') 
X  (^«'-h  r  y  4-  /i'  -  mz'y  ) 
j^   _  ,    i  4-  (OT.r''  —  2/tj/  4-  /) 

'  "^  ^  ^  X  (x'2'  4-  J^"y  4-  «  —  /«y  «')' 


—  2y/(H'4-m/î")  I 

H-j:'>(Jt"-./ii/')H-2/(X-/i"4- A'/)   1 
4-  2x'  (it'/i"  4-  X/')  4-  n"'  —  //')      J 


Xlmz'*— 2^'z'-h/") 


=  4L'F'(*), 


(•)  U>nque  m,  et  P  sont  négatifs,  le  point  x',  y'»  «'  est  intérieur.  Lors- 
que »i,  et  F'  sont  de  signes  différents  ou  tous  deux  positifs,  le  point  esf 
extérieur.  Tm. 


(  "4  ) 

Pour  L  =  o,  cas  du  cône,  Téqualion  entre  ^  et  r:  se 

décompose  en  deux  facteurs  du  premier  degré,  ce  qui 
doit  être. 

3.  Équation  du  cône  circonscrit.  II  faut  chercher  la 
surface  enveloppe  du  plan 

rf(r —/)-+- ^(^  -  Jr'.)  H-/(z  -  «^ )  r=  o, 
^9  f  satisfaisant  à  Téquation  du  second  d^ré  trouvée  ci- 
dessus  (p.  223).  Voici  le  résultat,  en  appelant  mj,  /,, 
A^,,...,  /i|  les  fonctions  d^identité  relatives  à  cette  équa- 
tion 

4-  2  (  *  -  »'  )  (  .r  -^  x'  )  X- .  -I-  r,  (  r  -  /  )  • 
-h /,  (x  —  ^')»  —  2/1.  (r  — /) (a?  —  «')  =  o 
ou 

—  2z(//i,  z'  4-  ^\  y  -h  *,  x')  -h  /it|2"  -h  2X\  /z' 
4-  2*,z'x'qi/;  r'«  4-  /.x'«  —  2/1,  xV  =  o. 
Cône  asymptotique.  Ici 

yrrri,      /:::z^,       z'=-. 
m  m  tn 

L'équation  du  cône  asymptote ,  par  des  réductions  fa- 
ciles au  moyen  des  relations  d^idcntité,  est  finalement 

Ax»  4-  A'jr»4-  A^z'  4-  2Bjz  4-  2B'xz  4-  aB'^xr 

L 
4-2Cx4-  2O  4-2C''z4-E  =  — 

m 

4.  Problème.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  tnedres 
trifectangles  circonscrits  à  une  surface  du  second  degré. 


(    ^25    ) 

Soient 

dy  -+-  e,r.  -\rfz  -4-  ^  =  o , 

€l\r  H-  e'  X  -^-f'z  -f-  g''  =  o , 

les  équations  de  trois  plans  tangents  à  une  surface  du 
second  degré  et  se  coupant  à  angle  droit.  Les  axes  étant 
rectangulaires,  on  a 

rfrf'4-«?'-hj(f'  =  o, 

d'à"  ^e'e"  -^fT'zrzo, 
cl  de  plus  (p.  2î3) 

^i(;„yi-.2ity +  /') 

—  2rf^  (  )t/  4-  it'  x'  -h  n"  —  mx'f) 

—  idf(k'  «'  -h  A"y  -H  «  —  mfz') 
«-  2ç/'(ifr«'  -h  A"  :f'  4-  «'  —  wa'  x') 

ainsi  que  deux  autres  équations  analogues  en  d\  e',/', 
J",  etc.,  où  x\j\  z'  sont  les  coordonnées  du  point  de 
concours  des  trois  plans.  Donc ,  d'après  une  identité  pré- 
cédemment démontrée  (p.  2l3), 

m (x" H-/»  -f-  z'^)  —  2 AV  —  2^^  —  2 A"z' 

4.  /  +  /'  4.  r  =  o. 

Cest  Téquatiou  d'une  sphère  ayant  même  centre  que 
la  surface  et  pour  carré  de  son  rayon  la  somme  algébrique 
des  carrés  des  demi-axes. 

Poisson ,  qui  a  résolu  ce  problème  dans  la  Coirespon- 
dance  sur  r École  Polytechnique  (*),  a  laissé  de  côté  le 

(*)  Voir  t.  V,  page  670. 

Aftn.  de  Mathrmat.,  l.  X\l.  (Juin  iSS?.)  ï5 


(  ^26  ) 
cas  des  deux  paraboloïdes  pour  lesquels  le  lieu  e»l 

c'est-à-dire  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe. 

Plus  bas ,  j'aurai  besoin  de  Féquation  du  lieu  actuel  en 
coordonnées  obliques^  Il  m'a  paru  difficile  de  l'obtenir  di- 
rectement. En  effet,  la  condition  de  perpendicalarité 
devenant  alors 

ee'  sin*  /»  -f-  dd'  sin»  xz  -^ff  sin'x^ 

—  \jcQ%xy  —  cosz/  COS.3J:)  {</'  e  '\-dtf'\ 

—  (cosj'«  —  co5a«cosjr/)(rf'/-H  df) 

—  (ces &r  —  cosx/  cosj»)  [ef  -H  e' f)  =  o, 

f  identité  analogue  à  celle  qui  vient  de  nous  servir  serait 
bien  plus  compliquée.  J^ai  donc  préféré  déduire  cette 
équation  générale  de  Thypotbèae  où  les  axes  étaient  rec- 
tangulaires ;  on  obtient  ainsi  immédiatement 

iwy  -4-  /n/''  4-  ma'*  4-  2/itj/  y*  ces  «74-2  my^  sf  cos/s 

-h  2  mx'  ^  et *6X2  —  2  y  (  ^  -4-  A'  to%xy  -f  k"  costx) 

—  ay  { A'  -f-  Ar  co^xy  4-  k"  ces  yz) 

—  2  »'  (  A"  4-  k'  ces/»  4-  k  eo%xz)  4-  /  4-  /'  4-  /^ 

—  ^ncô%yz —  2/1'  cos;rz  —  2/î"coaxjr  =r  Oy 

et  pour  m  =  o , 

/'  [k'  4-  A-  cos^r/  4-  k"  cQ%yz) 
4-  x'  (  A:  4-  ^'  coixr  4-  Fcos«:) 

4-  »'  (*"  4-  *'  co%yz 4-  ^  cosmt) 

/  +  r  4-  /" 
4-  /»  cosj'z  -h  /ï  cos^»  4-  rr  cosxy =  o. 

IV. 

LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

i.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 


(  ^^7  ) 
ordre  assujetties  à  toucher  sept  plans  donnes  de  posi- 
tion. 
Prenons  trois  des  plans  pour  plans  coordonnés  :  alors  *^ 

/=/'  =  /"  =  o. 


Soient 


X       r      z 
abc 


X        y         z 

^  +  P  +  -  =  ,. 


«"  ^  b"  ^  c" 


X 


^~^-, 


les  équations  des  quatre  autres  plans. 

Nous  aurons  successivement,  par  la  condition  de  tan- 
gence  (p.  217), 

an       bn'       en"       ,  ,         abc      ' 

1 1 =  OCX  H-  acY  -H  abz 9 

m         m         m  2 

a'n       b'n-   .    '^ n"  _  a' b' c' 

m  m  ni  2 

a  n       b   n        c  n    _  f .»,.,.,,  h  ^   ,      ^  ,„         abc 

—  -t-  —  H-  —  =  £>  c  X  -f-  n  c  y  -h  a   0   z  — 7 

m  m  m  2 

a'^n       b'^n'       c" n"       ,,„  -,  „  „  „  ,„         a" b" c" 


OÙ  a:,  y,  z  désignent  les  coordonnées  du  centre  de  la 

n     n'    n'^ 

surface  variable.  Il  y  a  donc  entre  les  quantités  —  ?  —  »  — 

•^  ^  m    m    m 

quatre  équations  du  premier  degré ^  par  conséquent,  les 
seconds  membres  de  ces  équations  seront  liés  entre  eux 

i5. 


{    22S) 

par  une  relation  linéaire ,  c'est-à-dire  que  le  lieu  géomé- 
trique cherché  est  un  plan. 

Corollaire  L  Les  centres  de  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  tangentes  à  huit  plans  appartiendront  à  une 
droite,  intersection  des  huit  plans  quW  obtiendrait  en 
combinant  les  proposés  sept  à  sept. 

Corollaire  II.  Le  centre  de  la  surface  tangente  à  neuf 
plans  sera  donc  sur  neuf  droites. 

2.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  six  plans  et  dont  la  somme  algébrique 
des  carrés  des  axes  soient  donnée. 

Prenons  encore  trois  des  plans  pour  plans  des  coordon- 
nées. Nous  aurons  d'abord,  comme  ci-dessus, 

an       bn'       en"        ,  ,         abc    . 

1 1 =  OCX  -I-  aer  -f-  ^àz j 

m        m         m  a 

m  m  m  a 

a  n       0  n        c   n         ,„  ,,  ^  „  „  ,„  abc 


4- — -  + -— -  ==  il»'' c'' * -f.  a'' c'> -h  a'' ^'' ï -- 
m  m  m  a 

Puis ,  appelant  ip'  la  somme  des  carrés  des  demi -axes 
qui  est  donnée,  on  obtient  (p.  aog) 

[B»  — A'A"  4-  B"  —  AA"  -h  B''»  — AA'T 
4-  acosorr (  A''  B"  —  BB')  1  _ 

4-  2C0S  zx  (AB  —  B'B")  j  —  Y  » 

4-2cos^z(A'B'— BB")  J 

équation  qui  se  transforme  par  les  identités  (p.  Q09)  en 

A«       A'»      r»                    fkk'      n"\ 
-;4-  — 4-  —4-  2cosxy  (  — -4 ) 

^^eos3r(^— 4--J4-2cos.r3^^— 4--j=+' 


(    ^29    ) 

ou 


2  COS 


r'  -+■  j»  -I-  2»  -f  o  COSX/  (  ^7  H ) 


0^  —  ?  —  »  —  s'expriment  au  moyen  de»  trois  équationa 

précédentes  linéairement  en  x,  y,  2.  Donc  le  lieu  géo- 
métrique est  une  sphère. 

La  position  de  son  centre  est  indépendante  du  carré 
donné.  En  effet,  soient 

—  =  ax -h  ftj -f- 7a -h  ^,. 

m  r  ^  f 

n" 

/n 

a  ,  j3,  7, .-M  7"  étant  des  fonctions  de  a,  6,  c,  etc. 

Le  centre  de  la  sphère  sera  au  point  de  rencontre  des 
plans 

X  +  /  cosxj  -f-  z  cos.r2  4-  a  CQ%zy  -f-  a'  cûsxs  -h  a"  cosxj=  p^ 
y-^x  cosx)^  -h  2  cos/«  -h  p  cos  «r  4-  P'  cos  xz  4-  p"  cosx/  =  o, 
z-^-y  cosj^»  H-  X  cosxz  -t-  7  cos  «j^  4-  7'  cosx»  -h  7"  008x7=  o. 

Remarque,  Si  Von  se  proposait  de  construire  des  sur^ 
faces  du  second  ordre  tangentes  à  sept  plans  et  dont  la 
somme  algébrique  des  carrés  des  axes  fût  donnée  ?  il  y 
aurait  sept  sphères  devant  renfermer  leurs  centres.  Mais, 
d*autre  part,  ces  centres  appartiennent  à.  un  plan;  ainsi 
généralement  tous  les  groupes  de  sept  sphères  qui  décou* 
lerontdes  différentes  valeurs  du  carré  ^*  auront  un  même 
plan  radical.  Pour  une  surface  tangente  à  huit  plans  et 
dont  la  somme  des  carrés  des  axes  serait  connue,  le  cen- 
tre serait  à  rinlersection  d'une  droite  et  des  huit  petits 


(  >3o) 
cercles  correspondants  aux  groupes  de  sept  sphères  qu'on 
obtiendrait  en  combinant  les  huit  plans  proposés  sept  à 
sept. 

Du  reste,  abstraction  faite  de  toute  surface  auxiliaire, 
on  aperçoit  sans  peine  la  belle  et  difficile  étude  géomé- 
trique qui  résulterait  de  la  combinaison  du  système  de 
six,  sept  ou  huit  plans  avec  le  système  de  sphères  prove- 
nant du  second  lieu  ci-dessus  traité  et  qu'on  ne  connais* 
sait  pas  encore,  que  je  sache.  Il  faudrait,  pour  se  livrer 
à  cette  étude,  fixer  nettement  la  position  du  centre  de  la 
sphère  par  rapport  aux  six  plans  :  problème  plus  ardu 
que  son  analogue  en  géométrie  plane.  Car  dans  celui-ci , 
où  Ton  détermine  le  lieu  des* centres  des  coniques  tan- 
gentes h  trois  droites  et  dont  la  somme  algébrique  des 
carrés  des  axes  est  connue,  le  centre  du  lieu  (qui  est  un 
cercle)  coïncide  précisément  avec  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois  droites  (*), 
Au  contraire,  rien  n'est  trouvé  sur  la  figure  formée  par 
six  plans  quelconques. 

3.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 

ordre  taogentes  à  six  plans  et  dont  lés  produits  deux  à  deux 

des  carrés  des  axes  ont  une  somme  donnée. 

'    -'/ 

Ici  la  quatrième  relation  entre  —  »  —  j  —  se  conclura 

*  m    m    m 

de  l'équation  (p.  aao) 

rA  sin*/z  -h  A'  sin'  xz  H-  A"  sin' jp/  "1 
—  aB'  (cùsxz  —  cosxy  cos*^)  1 

—  2  B"  (cosx/  —  ^^ 2j  coszj^)  I 

—  2  B  {co%jrz  —  cos  .Ty  cosxz  )  J 

^  étant  une  ligne  connue. 


(*)  Je  possède  depuis  longtemps  «n  moyen  géométrique  d'obtenir  ce 
lieu. 


(    23l 

) 

Les  idem 

tités  fournissent 

AL' 

"  m 

m 

k" 

m 

«' 
+  ^'' 

A'L» 

in' 

k 
m 

k" 
m 

/If»    " 

m 

AL»  _iir^k  k^      n2 
w'  m    m  m       m* 


BL'       H  h 

k'  h  n' 

n'*  k  r 

n'  n" 

m*       m  m} 

m  m  m 

Fn  ïTi  ffi 

m  m 

Tous  ces  coefficients  contiendront  donc  j?,  /  z  au  troi- 
sième degré  y  et  ce  sera  le  degré  de  la  surface  |  lieu  des 
centres. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  six  plans  ef  dont  le  produit  des  axes 
est  donné. 

Nous  avons ,  dans  ce  cas ,  pour  quatrième  relation  entre 

n     n'    n"  ,  , 

— >  — »  —  et  ar,  V,  z  (p.  aao)  : 

L»  /       I  —  COS'XJ  —  COS'JTS  —  cos»r3*\  ,^ 

m*  \4-  2 cos^ cpsors  cos^s  /  ~~ 

On  a  (i^oir  les  identités) 


m' 

2/1  «'  n"       ik  k'  n  n'       :ik  k'*  n   /i"       7.k'  A"  n'  /i" 

= 1 1 1 

m  m  m         m  m  m  m        m  m  m  m         m    m    m  m 

k'  /i»        /t"  /!'»       r  '  /l"» 

/w'  m*      //*'  //»'       m*  w' 

On  voit  clairement  que  le  lieu  est  une  surface  du  qua- 
trième degré. 

Observation.  Il  résulte  des  trois  lieux  précédents  qu'on 


peut  construire  au  plus  vingt-quatre  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  six  plans  et  égales  à  une  surface  don- 
née. Et  le  théorème  analogue  à  celui  de  M.  Steiner  en 
géométrie  plane  s^énoncera  ainsi  : 

Théorème.  Les  vingt-quatre  surfaces  du  second  or- 
dre tangentes  à  six  plans  et  égales  en  volume  ont  leurs 
centres  sur  une  même  sphère. 

5.  Tous  les  pôles  d*un  plan  fixe  par  rapport  aux  sur- 
faces du  second  ordre  tangentes  à  sept  plans  appartiennent 
à  un  plan.  C'est  une  conséquence  des  formules  trouvées 
§  II,  n^  4.  Et  les  pôles  d'un  même  plan  par  rapport  aux 
surfaces  tangentes  à  huit  plans  seront  sur  une  droite. 

En  particulier,  le  point  de  contact  de  la  surface  va- 
riable avec  chaque  plan  décrira  une  droite.  De  sorte  que 
les  points  de  contact  respectifs  de  la  surface  assujettie  à 
toucher  neuf  plans  donnés  seront  situés  chacun  sur  huit 
droites. 

6.  Théorème.  Tous  les  plans  d'où  Von  voit  sous  un 
trièdre  trirectangle  les  paraboloïdes  tangents  à  six  plans 
donnés  concourent  en  un  même  point. 

Un  quelconque  de  ces  plans  a  pour  équation  (p.  226) 
X{k'  -^k  cosxr  H-  *"  coawjj) 
-^  x{k-\-  k'  cosjrjr  -h  k"  cosur) 
-h  z  {k"  -h  k'  coszjr  -f  k  coszx) 
-t-  n  cos  fz  -+-  n'  cosxz  -h  /i"  cosxy  =  o. 
Mais 

nzzzak-hfkk'  -hyk", 

<«f  (5,  7vM  7"  ^tant  des  nombres  donnés.  Dès  lors  Té- 


(a33) 
quation  précédente  pourra  s'écrire 


\  -h  ace 


cosxjr  -h  X  4-  3  cos  zx 
COS  zjr  4-  a'  COSZJT  -h  a"  co5.rj 


.,  /  ^  -h  JTCOsxx"  -f-  2 cos  r3  \ 

\  -{-  P  cos  z/  -{-  p'  cos&r  -h  p"  cosx^  / 

.      .///  2-f-rCOSJ5-+-J?COSJC25  \ 

"T~  "  I  f  /,  1  =  o  ; 

\  -+-  7  cos  zjr  -h  7  cos  X2  4-  7   cos  x^  / 

et  il  est  évident  que  le  plan  variable  passera  constamment 
par  le  point  dont  les  coordonnées  résultent  des  trois  équa- 
tions 

jr  cosjTj  -f-  j:  4-  a  cosz.r  -f-  a  coszy  4- «' coszar  4-  «"  cosxjr  =  o , 
r  4-  ^  cosxf  4-  2  cos  r»  4-  P  cos 27-  4-  P' coszx  4-  P"  cosx^=  o, 
z  -\-  X  cosjrz  4-  X coszx  4-  7  cos zy  4- 7' cos  w:  4-  7"  cosxj  =  o. 

Or  le  centre  de  la  sphère  traitée  n*'  2  devait  aussi  y  satis- 
faire. Donc  le  point  de  concours  n'est  autre  que  le  centre 
de  cette  sphère. 

Corollaires,  Les  plans  d'où  l'on  verrait  sous  un  trièdre 
trirectangle  les  paraboloïdes  tangents  à  sept  plans  renfer- 
meront les  points  de  concours  qu'on  aurait  en  combinant 
les  plans  proposés  six  à  six.  Cela  ne  se  pourra  que  si  tous 
ces  points  sont  situés  ^ur  une  même  droite  qui  sera  per- 
pendiculaire au  plan ,  lieu  des  centres. 

Ainsi  nous  retombons  sur  le  théorème  relatif  au  plan 
radical  commun  des  sphères  qui  ont  été  définies  plus 
haut (p.  229). 

Enfin  le  plan  d'où  l'on  verrait  sous  un  trièdre  trirec- 
tangle le  paraboloïde  tangent  à  huit  plans,  est  perpendi- 
culaire à  la  droite,  lieu  des  centres,  qui  est  un  diamètre 
de  ce  paraboloïde. 


(  ^M) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  361 

(Tolr  t.  XVI,  p.  58)  ; 

Paa  m.  MARECHAL, 

Élâve  de  Tinstitution  Loriol. 


On  donne  un  angle  trîèdre  de  sommet  S  et  deux  points 
fixes  A  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le  sommet 
S.  Par  le  point  B  on  mène  un  plan  quelconque  détermi- 


nant un  tétraèdre  T,  de  volume  V.  Soit  P  le  produit  des 
volumes  des  quatre  tétraèdres  que  l'on  obtient  en  joîgnaiH 
le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T. 
On  a  la  relation 


—  =  constante. 


Il  faut  prouver  que  la  valeur  de 


^EGFXAC  XjSGF  X  AMX  ^SEG  X  AI  X  ^SEF  X  AH 


(^Vegfxsd* 

est  une  quantité  constante. 


(  235  ) 
Supprimant  les  facteurs  communs  constants ,  il  reste  k 
prouver  que  le  rapport 

AC  X  SGF  X  SEG  X  SEF 

EGF  X  SD* 
est  constant. 

Les  deux  droites  SD  et  ÂC  étant  parallèles ,  le  point  C 

se  trouvera  sur  BD.  Les  deux  triangles  semblables  SDB, 

ACB  donnent 

AC_AB 

SD  ""  SB  ' 

d'où 

AC  =  SDX^; 

Remplaçant  dans  le  rapport  précédent  AC  par  sa  valeur, 
ce  rapport  devient 

SD  X  ^  X  SGF  X  SEF  X  SEG 


EGFXSD* 


Supprimant  le  facteur  commun  et  laissant  de  côté  le  fac- 
AB 
SB 


AB    .,  ,  , 

leur  constant  —5  il  reste  a  prouver  que  le  rapport 


SGF  X  SEG  X  SEF 


EGF  X  SD 

est  constant. 

Or, 

EGFXSD  =  SGFXEN, 

EGFXSD  =  SEGX0F. 

Multipliant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 
EGF  X  SD%=  SGF  X  EN  X  SEG  X  OF. 


Remplaçant  dans  le  rapport  précédent  EGF  X  SD  par  sa 


(  =»36) 
valeur,  il  devient 

SGF  X  SEG  X  SEF 

sgfxsegxenxof' 

SEF 
et  il  reste  à  prouver  que  le  rapport  — —  est  con- 
stant. 
Or, 

SEF  =  -  SE  X  SF  X  sin ESF; 

2 

EN  =  ESXco8SEN, 
OF  =  FS  X  cosSFO. 

Multipliant  ces  deux   égalités   membre  à   membr.-,  on 
trouve 

EN  X  OF  =r  ES  X  cosSEN  X  FS  X  cosSFO  ; 

donc  le  rapport  précédent  devient 

-SExSFXsinESF 

2 


FJ5  X  SF  X  CCS SEN  X  cosSFO 
ou 


-sîdESF 

2 


cosSENXcosSFO 


Il  suffit  de  prouver  que  ce  rapport  est  constant ,  ce  qui  est 
évident,  car  les  angles  EISF,  SEIN,  SFO  sont  constants. 
Note.  MM.  Clery,  Sainiai*d,  de  Courcel,  Dorlodot, 
Renaud,  élèves  du  lycée  Saint-Louis,  Poupelet,  institu- 
tion Reuss,  ont  donné  la  même  démonstration. 


(a37) 

DÉMONSTRATION 

D'aoe  fornmle  dont  on  pevt  dédnire,  cône  eas  partienlier, 

le  bintne  de  Newton. 


Soient  X,  a,  b  des  quantités  quelconques ,  et  m  un 
nombre  entier  et  positifs  on  aura 

1*2 
(ï)  <  '"('W — ï)(w  —  2).. .(/Il — /2-f-l)      ,  4»v._./  ^x-    -   . 

■  1.2.3.  .  ./i  ^  . 

•^ma[a  —  (/w  — i)  gj'»-»[j:4-  (/w  —  i)  6] 4- a  (a  ,— wê)»»-'. 

Cette  formule,  que  l'on  doîl  à  Abel  (  *) ,  a  été  démontrée 
dans  l'un  des  Traités  d'Algèbre  conformes  au  programme 
officiel^  nous  allons  faire  connaître  une  autre  démons- 
tration qui  est,  sauf  quelques  modifications  de  peu  d'im-t 
por tance ,  celle  qu'Abel  a  donnée. 

Remarquons  d'abord  que  l'égalité  (i)  est  évidente 
quand  m  =  i ,  puisqu'elle  se  réduit  alors  à 

x  H-  n  =  a:  -f-  fl. 

Elle  est  encore  immédiatement  vérifiée  lorsque  m  =  2 , 
car,  dans  ce  cas ,  elle  devient 

(j:4-fl)*  =  J?'  +  2a(jr  +  6)-f-fl(fl  —  2ê)  ==  x' -f- 2 /ix  +  û'. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  faire  voir  que  si  l'égalité  (i)  est 
vraie  pour  une  certaine  valeur  particulière  de  m,  elle 
existe  encore  lorsqu'on  augmente  cette  valeur  d'une  unité. 
Ainsi ,  en  supposant  que  m  représente  un  nombre  entier 
positif,  pour  lequel  l'exactitude  de  Tégalité  (i)   ait  été 

(  *)  CEuvreê  complets,  t.  I,  p.  3i . 


(  a38  ) 
constatée,  il  s'agit  de  prouver  qu'on  a 


Mi                          (/wH-i}/if(#«— i)...(/w  —  /1-I-2)     ,  ^,.  .,  ^,     _ 

^  M  -f-^ i — i 5^-i— i -î--iû(a  — ii6)«-'(j:-f-it6)— *+'+.•. 

I  «Sa^a  •  ■     /l 

-}-(/w-hi)fl(«  — /w6)*-'[(x4-/»6)  4-û[fl  — (/w  -h  1)6}". 

Pour  abréger  récriture,  nous  désignerons  p9trf{x)  le 
second  membre  de  Tégalité  (i)  qui  existe  par  hypothèse,  1 

et  nous  nommerons  (f  (x)  le  second  membre  de  l'éga- 
lité (a)  qu'il  s'agit  d'établir. 

En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x  des  deux  fonc- 
tions (x  H-  «)"*+*  et  y  (x) ,  on  trouve 

(/«H- i)(x-ha)'»     et     (/?i-M)/(x). 
Mais 

(*  4"  «y"  ==/(*), 

par  hypothèse  :  donc,  les  deux  dérivées  obtenues  sont 
égales  entre  elles ,  et,  par  conséquent,  les  deux  fonctions 
primitives  (x  +  «)"*■*■*,  9  (x)  ne  peuvent  différer  que  par 
une  constante,  c'est-à-dire  qu'on  a  nécessairement  l'é- 
galité 

(3)  (ar-h«)"+'  =  ^(x)  +  C, 

en  désignant  par  C  une  quantité  indépendante  de  x. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  C,  nous  re- 
marquerons que  si  l'on  multiplie  par  (m+i)S,  les 
termes  x"',  ma  (a:  4-  6)'^"%  etc.,  de/(.r),  et  qu'on  ajoute 
respectivement  aux  produits  résultant  de  ces  multipHca^ 
tionsles  termes a.-^'*"*,  (m  -H  1)  a  (x  -+-  ê)"*,  etc.,  def  (x), 
on  obtiendra  des  sommes  qui  admettront  chacune  comme 
facteur  le  binôme  .r  -|-  (m  4- 1)  6.  En  effet  on  a 


(  '-^39  ) 
el 

m  (/if-h  i)6.a(.r-4-€)»-'  4-  (m  -h  i)fl.(x4-6)* 

=  (/îH-i)/i(^4-6)^-[jr4-{iîi4-  1)6]; 
et ,  en  général ,  la  somme 

(;„  +  .)m(»,-,).(m-«  +  a)  ^       _  ^        ,       _^  ^^ 

1.2.3.  . .  /l 

est  égale  à 

1.2.0.  ••  /l 

De  cette  remarque ,  nous  concluons  que  si  Ton  multi- 
plie par  (m  4- 1)  6  les  deux  membres  de  l'égalité  (i) 

et  qu'on  ajoute  Tégalité  qui  en  résulte 

(/?!  -M)6  (jr  4-  af  =  (m  4-  i)  6/(*')> 

membre  h  membre  avec  (3) 

(jr4-a)"-^'  =r(p(x)4-C, 

on  aura,  en  désignant  par  ^  [x)  un  polynôme  entier  par 
rapport  à  x , 

{m  -4-  1)6(0:  4-  û)"  4-  (j:4-fl)*^' 

=  ^C^)  X [x  4-  {m  4-  i)  6]  4-  fl  [fl  — .  (m  4-  i) 6]"  4.  Cj 

ou,  parce  que 

(//14-  i)6(x4-û)'"4-  (x4-fl)*^' 

=  [*  4- fl  4- (  w  4- 1)  6]  (J^  4- a)", 
on  aura 

/ /x   (  [0:4-04- (ot  4-  1)6]  (a:  4-0)" 

^^^  (  =4,(x)x[x4-  (/„4-i)6]4-«[«-(/«4-  i)e}-4-C. 

Cela  posé,  si  dans  cette  dernière  égalité  on  remplace 


(    2/io    ) 

X  par  —  [m  -4-  i)  6 ,  il  vient 

û[fl  —  (/iî-f-i)6)'"  =  i?[rt  — («I  -t-  i)6]«-h  C, 

J^où 

C  =  o. 
Par  conséquent,  on  a 

(x +  «)-■+■•  =  ep(a:). 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

En  posant  6  =  0,  la  formule  (i)  donne  le  développe- 
ment de  la  puissance  m  d'un  binôme  (x  +  a). 

Nous  examinerons  prochainement  d'autres  applications 
de  cette  formule.  G. 


SOLIITIOR  DB  LA  QUESTION  279 

(TOirt.  XII.  P.IT7); 

Pak  m.  Chaeles  MERAY  (*). 


Soient  un  triangle  ABC ,  deux  droites  P,  Q  se  coupant 
en  F  et  rencontrant  les  droites  AB,  A'C  respectivement 
en  G  et  en  K  ;  menons  par  le  point  Aune  droite  mobile  A 
rencontrant  les  droites  BC,  P,  Q  respectivement  en  D, 
I,  L.  Inscrivons  deux  coniques,  Tune  dans  le  pentagone 
BDLFG  et  l'autre  dans  le  pentagone  CDIFK.  En  vertu 
du  théorème  de  Brianchon,  le  point  de  contact  de  la  pre- 
mière  conique  surBC  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le 
point  F  avec  le  point  d  intersection  m  des  deux  droites 
GD,  BL",  de  même  le  point  de  contact  de  la  deuxième  co- 
nique sur  CD  se  trouve  sur  la  droite  F  m',  m'  étant  le 
point  d'intersection  des  droites  KD,  CL,  si  l'on  fait  mou- 
voir A ,  les  points  D ,  L  forment  sur  les  droites  BC  et  Q 

(")  Aujourd'hui  élève  h  l  École  Normale. 


(MO 

deux  divisions  homograpliiques  dont  deux  points  homo- 
logues sont  C ,  K  :  donc  M' décrit  une  droite  M,  de  même 
m  en  décrit  une  autre  N;  donc  les  faisceaux  ayant  pour 
centres  F^  K  et  formés  par  les  droites  telles  que  Arm'sont 
faomographiques ,  ainsi  que  ceux  ayant  pour  centres  P  et 
G  et  pour  rayons  les  droites  G/7i«  F/n.  Mais  les  rayons 
CD,  KD  forment  évidemment  deux  faisceaux  homogra- 
pliiques; donc  les  rayons  F/n,  ¥m!  forment  aussi  deux, 
faisceaux  homographiques  ayant  môme  centre ,  les  rayons 
doubles  sont  évidemment  P,  Q  ;  donc  le  rapport  anhar- 
monique  de  P,  Q,  Fm,  F  m!  est  constant:  si  le  point  F 
est  le  foyer  des  coniques  et  les  droites  P,  Q  les  tangentes 
issues  du  foyer,  on  retombe  sur  le  théorème  de  M.  Stubbs. 

Paris,  1854. 


SRCONBE  SOLirriON  DR  LA  QUESTION  332 

(  Tolr  l.XV,  p.  t49.  et  t.  XVI,  ».  16} > 

Pae  m.  PAIWVIN, 

.  Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


La  démonstration  du  théorème  énoncé  est  excessive- 
ment simple  si  Ton  prend  la  fonction  O  sous  la  forme 

X^  étant  le  produit  des  facteurs  simples  correspondants 
aux  racines  de  degré  de  multiplicité  A". 
En  effet, 

^;=x',x;...xî.  .  x^-h^x; x.x,...xî...x;4-... 


dx 

■*T~  n  A. .  A,  I  ^  3  •  •  •   •^ A      .  .  •  A.. 


-^  • .  .  -+-  /i  X  X|  X , .  •  •  X^  •  •  .  X^     • 

Ànn.  de  Uaihémat,,  t.  XVI.  (Juillet  iS^?.)  l6 


(  »4*) 

Par  conséquent 

I;    —   Aj  ^,  •   •  •   A..        .  •  •    A  y 

X 

Q  =:  —  =  X|  Xi .  .  .  A|  •  • .  Xa  f 

R  =^  =/».  X',  4-  2/i,X',  -4-. .  . 


4-^/>*xj;H-...-hi»/>.x;;; 

on  Ton  a  posé 

cW-a-dire  que  pk  renferme  tous  les  facteurs  Xt ,  Xt ,..., 
X„  sauf  le  facteur  X^ . 

Donc 

R-^^  =  (i-^)p.XXsÈ-X)/?,X',-4-...4-(it— yi«)/>,X:î 

le  terme  p^  X/  a  disparu. 

(  R  —  k  -^  J  est  donc  divisible  par  X^  et  ne  Test  par 

aucune  des  fonctions  Xi ,  Xi ,...,  X^  qui  sont  premières 
entre  elles.  Donc  X«  est  le  plus  grand  commun  diviseur 

des  polynômes  Q  et  R  —  ^3^' 

C'est  la  proposition  énoncée. 


(243) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  334 

(TOlr  t.  XV.  p.ia,  et  t.  XYI,  p.  M); 

Par  m.  pain  vin, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


La  construction  indiquée  dans  cette  question  donne 
lieu  à  plusieurs  identités  analogues  à  celle  qui  est  énon- 
cée; ces  identités  sont  toutes  évidentes^  si  Ton  remarque 

que 

AOb  =  aOB, 

BOc  zrzbOCy 

COa  =  cOA; 

ce  sont  des  angles  opposés  par  le  sommet. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  351 
(■ICRABL  ROBBftTS) 

(T0lrt.X?l,p.  17); 

Par  m.  l'Abbé  P.  SAUZE, 

Professeur  au  collège  libre  de  Mende  (  Losére  ). 


D'un  point  quelcopqi^e  M ,  o|i  mène  à  ^ue  conique  E 
deux  sécantes  qui  la  coupent  en  A  et  B,  en  C  et  D. 
Si  Ton  a 

AB     _     CD 

^'^  ma.mb""mc.md' 

toute  conique  £'  ayant  les  mêmes  foyers  FF'  que  la  pre- 
mière ,  sera  coupée  par  les  sécantes  en  des  points  A'  et  B', 
C  et  D'  tels ,  que  l'on  aura  ainsi 

A^  B^     __     C  D' 
^*'  MA'.MB'""MC'.MD'* 

i6. 


(  244  ) 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  sécantes  MB,  MD. 
L'équation  de  la  conique  E,  rapportée  k  ces  axes,  sera  de 
la  forme 

(3)  ûx^  •+■  hxy  -^cx^^dx'hej+  f=  o. 

Dans  cette  équation,  si  Ton  désigne  par  x\  x"  les  va- 
leurs de  X  pourj^  =  o  et  ^^Ty\j"  les  valeurs  de  j' quand 
Xc=  o,  la  relation  (i)  nous  conduit  à 

qui  entraîne  la  suivante  entre  les  coefficients 

(4)  i/>-4-'/=^'-4c/'(*). 

Soit  maintenant 

l'équation  de  notre  conique  E  rapportée  a  son  centre  et 
à  ses  axes;  en  appelant  a,  |3  les  angles  de  MB,  MD  avec 
le  grand  axe,  et  P,  Q  les  coordonnées  de  M  relatives  à  ces 
axes ,  le  retour  aux  axes  obliques  transformera  cette  équa- 
tion en  celle-ci  : 

.^.  j  B*(/?  H- J^cosa^-jcosp) 

^    '  \  -f-A'(^-4- JTsina-f/Jsinp)*  —  A*B*  =  o. 

En  identifiant  cette  équation  avec  Téquation  (  3  ) ,  on 
aura 

fl  =  A' sin'a  -4-  B* cos'  a, 
c  =  A» sin'P  -t-  B' cos*  p, 
rf=  a  A*7  sina-}-  2B'pcosa, 
c=  2  A'çr  sin^-h  2B'//cosp, 
/=/^»B»-f-9'A»  — A»B». 

{*)  Soit  cy*  -H  cjr  -4-y  =  o,  Téquation  inverse  est/*"  -+-  ej  -h  r  =  ©  ;  le 
carré  de  la  différence  des  racines  est  — y-r^ — î  donc,  etc.  Tm. 


(  a45  ) 
Dès  lors  la  relation  (4)  deviendra 

Spq  A'B'9inacosa4-  A'B'  (A»sin»a4-  B'cos'a) 

—  A»B'  (/>'  sin*a  -h  ^»cos'a) 
==  8/?7  A»  B»  sin  p  ces  p -f- A»  B"  (  A>  sin»  p  H- B' cos«  p  ) 

—  A'B'(/?»sin«p-f  9'cos»p) 
ou 

4/^7  (sin  aœ  —  sîn  2  p) 

4-  (sin»  a  —  sin»  p) (  A>  —  B'  H-  ç»  —  />»)  =  o. 

Si'la  quantité  A* —  B*  reste  constante,  celte  équation  ne 
cessera  pas  d^avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  par- 
ticulières de  A  et  de  B. 

On  voit  donc  que  la  conique  E',  homofocale  à  la  co- 
nique E,  sera  coupée  par  les  sécantes  en  des  points  A'  et 
B',  C  et  D' tels,  que 

•  A^B^     _     Cl}' 

MA'.MB'""MC'.MD'' 

'  c.  Q.   F.  n. 

Si  du  point  M  on  menait  des  tangentes  à  la  conique  E, 
ces  tangentes  seraient  évidemment  dans  le  cas  des  sécan- 
tes MB,  MD;  dès  lors,  en  appelant  (Ai  Bi)  (Ci  Di)  leurs 
points  d'intersection  avec  une  conique  Ej ,  homofocale  à 

E ,  on  aurait 

A,B,     _     CD. 
MA|.MB|       MG|.MD| 

c'est-à-dire,  conformément  à  l'énoncé  de  la  question  357, 

MA,  "^  Î5b.  "*■  MC,  "^  MD. 
ou 

I  I  1  I 

^      MÂi""MBy'^MCi""MD," 

selon  la  position  de  M. 


La  méthode  analytique  que  nous  avons  suivie  nous 


(  >46) 
permettrait  de  démontrer  très-simplement  que  si  denx 
sécantes  issues  d'un  point  M  coupent  une  conique  en  des 
points  A  et  B ,  C  et  D  satisfaisant  aux  relations  ci-des- 
sus, un  système  de  deux  autres  sécantes  ayant  même 
point  de  concours  et  mêmes  bissectrices  que  les  premières 
déterminera  sur  la  conique  des  points  h!  et  B',  C  et  D' 
pour  lesquels  auront  lieu  les  mêmes  relations. 


Le  théorème  contenu  dans  la  question  357  nous  per- 
met d'établir  la  proposition  suivante  : 

Deux  coniques  étant  homofocales ,  les  surfaces  «ngen* 
drées  par  leur  révolution  autour  de  leur  axe  principal 
seront  telles ,  que  tous  les  plans  tangents  à  Tune  coupe* 
nmt  Tautre  suivant  des  coniques  ayant  même  paramètre. 

Soient  les  deux  ellipses  homofocales  E,  E\  I^laginons 
qu'elles  résultent  de  la  section  de  deux  ellipsoïdes  homo* 
focaux  de  révolution  par  un  plan  mené  suivant  le  grand 
axe. 

Les  tangentes  MT,  MT'  (  qui  se  coupent  en  M  dans 
Fintérieur  de  E')  nous  représenteront  les  traces  sur  le 
plan  de  la  figure,  de  deux  plans  ayant  avec  l'ellipsoïde 
inférieur  un  point  de  .eontact  sur  le  méridien  d'intersec- 
tion. 

Ces  deux  plans  couperaient  la  surface  E'  suivant  deux 
ellipses  dont  AB,  CD  (segments  compris  dans  Fintérietir 
de  E^)  seraient  les  grands  axes.  Représentons  par  a^  a' 
les  demi-longueurs  de  ces  axes ,  par  b^h*  celles  des  petits 
axes,  et  appelons  MN  la  perpendiculaire  élevée  en  M  au 
plan  de  la  figure  dans  Tellipsoïde  E'. 

Cette  perpendiculaire ,  qui^  pour  chaque  ellipse ,  serait 
une  ordonnée  perpendiculaire  au  grand  axe ,  nous  donne- 
rait 

Mn'=^(MA.MB)  =  ^](MC.MD), 


(î»47) 
*»  /MA.MB\  _  b"  /MC.MD\ 


MA.Mfi 
a 

MG.MD 

6> 

b'' 

a  "" 

'a'' 

d'où 


or 


donc 


c.    Q.   F.    D. 

Cette  démonstration  faite  avec  mes  denx  ellipsoïdes  se 
ferait  évidemtnent  avec  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre. 

Nous  avons  supposé  les  tangentes  T  et  T'  se  coupant 
dans  Tintérieur  de  Tellipse  £^  Si  cela  n'avait  pas  lieu, 
ou  pourrait  mener  une  série  de  plusieurs  tangentes  dont 
les  premières  feraient  partie  ,  et  qui  seraient  telles ,  que 
leurs  points  consécutifs  d'intersection  seraient  dans  Tin- 
rieur  de  £',  ce  qui  permettrait  de  compléter  la  démons- 
tration. 

Note.  On  déduit  de  cette  question  le  théorème  sui- 
vant : 

Étant  données  deux  conûfites  homojbcales,  l'une 
fixe  C,  l'autre  variable  C%  on  mène  à  C  deux  tan-- 
gentes  T,  T\  parallèlement  à  deux  directions  données, 
ces  tangentes  coupent  C  aux  points  A ,  B ,  A',  B'^  o/i  a, 
quelle  que  soit  C, 

AB 


-y— y=:  conslante. 
A  B 


(Marnheim.) 


(  ^48) 
SOLUTION  m  LA  QURSTION  350  (WRONSU) 

(foirt    XV.  p.  Wl)i 

Paa  m.  BRIOSCHI  {*), 
Professeur  à  l'unÎTersité  de  Parie. 

Etant  donnée  une  fonction  homogène  complète  de 
degré  r  entre  n  variables ,  racines  d^une  équation  de  de- 
gré n  égalenient  donnée ,  les  coefficients  numériques  de 
la  fonction  étant  tous  égaux  à  Tunité,  trouver  la  valeur 
de  la  fonction  exprimée  en  fonction  des  coefficients  de 
l'équation. 

Soient  Xi ,  X| ,...,  x„  les  racines  de  Téquation 

a^x^  -^  ai  jc^~*  -f- . . .  -f-  fl,  =  o. 

La  fonction  homogène  qui  la  les  propriétés  énoncées 
sera  évidemment  le  coefficient  de  z''  dans  le  développe- 
ment suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  de  l'expres- 
sion 

^ i 

Or,  en  posant 


=  1  -4-  A,  a  H-  A,  »*  -h  As  *'H- . 


on  a 


mais 


(p(a) 

y^(z)__A.  H-2A,g-H3A8X^+». 
tf(z)  I  4-  A,  «H-  Aj«'  -h..  . 

?'  (^)  _       ^^       _^       ^^ 


<f  [jc)  1  —  XiZ  I  — X^Z        '''         I  — x„« 

(*)  L'illustre  analyste  est  disciple  et  successeur  de  M.  BordoDi,  auteur 
de  plusieurs  ouvrages  très-estimés  en  Italie  et  nullement  connus  au  de* 
hors  de  cotte  contrée  toujours  féconde  en  hommes  de  talent  et  digne  de 
meilleures  destinées.  Tk.. 


et 


1   .TrZ 

en  conséquence  on  aura 


(  M9) 


=  I  -^  XrZ  -f-*^»-f...; 


où 


A,  +  2Aa«  -f-. 


H- A,«H- A,«» 


L'équation  (i)  nous  donne  les  suivantes  : 

A,  =  J, , 
2Aa=  Ja  4-  A,  Ji, 
3  A3  =  53  -h  A,  5,  H-  AjJ, , 


r  Ar  =  Jr  -+-  A|  5r_,  H-  Aj  *r_a  •+-...+  Ar_i  Si  , 

lesquelles  multipliées  par  a^.i  9  ^r-t  v  •  ?  ^0  donnent ,  en 
lessonunant, 


d'où 


Wo  A,  -h  (/■  —  l)  û,  Ar_,  -f  .  .  .  +  A,  <?r-l 

=  —  (fl,  Ar-,)  -4-  aa,  Ar-,  -h ... 4-  ^«r)*, 


fl,  Ar  -h  «1  Ar-i  4-  ...  -H  «r-i  A,  "h  «r  =  O. 

On  en  déduit 


A.= 


(-•r 


« 


Oi  a^      o 
^2  i7|       a^ 


o 
o 


<Jr   «r-i    «r-a ...     a, 


(*) 


(*)  Flous  engageons  les  éleTOs  à  faire  n  =;  3  ;  tout  derient  intuitif,  et  la 
belle  démonstration  du  célèbre  analyste  subsiste  pour  n  quelconque. 


(  kSo  ) 
SIGONDR  SOLUTION  Itt  U  fUSTION  3S8  (€iVlEY) 

(TOir  p  IM). 

Pa&  m.  Louis  CREMONA. 

Professeur  au  lycée  de  Crémone. 


Toulc  conique  qui  touche  les  côtés  du  triangle  ABC 
(p  =  o,  q=o,  r=ro)  est  représentée  par  réqaation 
(Salmon,  Conic  sections j  3*  édition,  p.  247) 

Pp*  -h  »i*  ^»  -H  /i'  r*  —  7,mnqr  —  ^nlrp  —  ^Impq  =  o  (*), 

où  /,  m,  n  sont  des  indéterminées.  Les  points  oc,  P,  y 
étant  déterminés  respectivement  par  les  couples  d'équa- 
tions simultanées 

P  =  o,       7— r=o; 

0  =  0,       r  —  p  =  o; 

rz=o,        /?  — 9  =  0; 

la  conique  passera  par  les  points  a ,  (3 ,  y,  si  Ton  satisfait 
aux  conditions 

m'  -h  /i'  —  2 mn  =  o, 
«'-h  /*  —    2/1/=  o, 
i«4-  »»*—  2lm  =  o, 
ou  bien 

/=:  /Il  =  n; 

donc  l'équation  cherchée  est 

/?»-+-  y*  -H  r*  —  2  ^r  —  2r/;*  —  2pq  =  o. 

iVb^e.  M.  Joseph  Martelli ,  de  Milan ,  donne  la  même 
démonstration  avec  plus  de  développement. 

(•)  Oubien(/|i)'  +-(m7)*4-(nr)^=o. 


(a5.  ) 

mma  solution  de  u  oubstion  soo 

(Toir  p.  in); 

Pae  m.  Louis  CREMONA, 

Professeur  au  lycée  de  Cremooe. 


Soient 

/9  =  o,     9  =  0,     r=o 

les  équations  des  côtés  BG,  CA,  ÂR  d'un  triangle  ABC; 

y  — r  =  o,     r^p=o,     />  —  9  =  o 

sont  donc  les  équations  de  trois  droites  passant  respecii'- 
vement  par  les  sommets  A,  B,  C  et  se  rencontrant  au 
même  point  D  ;  soient  a ,  ^  ^  y ,  les  points  où  AD ,  BD«  CD 
rencontrent  BC,  CA,  AB.  Soient 

ip  •+-  mq  -h  «r  =  o , 
/i  />  -h  /II,  y  -+  /ii  r  =  o 

les  équations  de  deux  droites  R,  Bi  qui  rencontrent  res- 
pectivement BC ,  CA ,  AB  aux  points  a ,  /ii  ;  & ,  5i  ;  c,  Ci  ; 
par  conséquent,  les  équations  des  droites  Da,  Dai ,  sont 

/i,  (r  — />)  —  /»,  {p^q)=  o. 

Le  rapport  anbarmonique  des  quatre  droites  DB ,  DC, 
Da,Da, 

r^p=zo, 
p^q  =  o, 

r— ^  -(^  — ç)=:o, 

in ,  . 


est  -  (Salmon ,  Conic  sections,  p.  53)  et  le  rapport  an- 


(    232   ) 

harmonique  des  droites  conjuguées  DC,  DB ,  Da ,  Dai  j 

m, 
est  — ^  ]  donc  les  points  B ,  C ,  a  ,  a ,  ai  seront  en  involu- 

tion  si  Ton  a 

/n/yti  =  /i/7|. 

Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
trois  systèmes  de  cinq  points 

B,  C,   a,   fl,   û,, 

C,  A,   p,  A,   6,, 
A,  B,  7,  c,    c,, 

(a,  j3,  y  points  doubles)  soient  en  involution,  seront 
//,  =  m/w,  =  /i/»,. 

Il  s'ensuit  qu*en  prenant  arbitrairement  la  droite  R, 

Ip  -h  niq  H-  «r  =  O, 
la  droite  R,  sera 

par 
7"4--  4--=o. 
i        m       n 


SOLUTION  DB  LA  OUKSTION  323 

(ToIrt.XV,  p.  Itf); 

Pae  m.  MARSAJVO, 

Professeur  à  Gènes. 


Conservons  la  même  figure  que  sur  la  page  n^G, 

M.  Marsaiio  démontre  qu'en  général  :   i"  les   quatre 


(  a53  ) 
points  T,  f ,  C,  c  sont  sur  une  même  circonférence;  2°  si 
Ton  porte  sur  OT  une  longueur  0L=  R  et  sur  Ot  une 
longueur  0/=  R,  Taire  du  triangle  OL/  est  équivalente 
à  Taire  du  quadrilatère  Tt  Mm,  où  M,  m  sont  les  points 
de  contapt  respectifs  des  tangentes  intérieures  OT,  Ot, 

Dans  le  cas  particulier  où  TOt  =  -9  L  tombe  en  M  et 

/  en  m;  l'auteur  s'appuie  sur  cette  proposition  que  dans 
deux  triangles  rectangles  semblables,  le  produit  des  hy- 
poténuses est  égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés  ho- 
mologues de  l'angle  droit;  proposition  qu'on  trouve  aussi 
dans  ces  deux  Mémoires  de  Tauteur  :  Mémo  fia  suitrian- 
gulisimilh  Genova,  1846,  in-8,  et  Memoria  suirapporti 
deUe  figure,  par  G.-B.  Marsano.  Genova,  1846. 
M.  Marsano  répond  aussi  aux  questions  322  et  323. 


SOLUTION  DE  LA  QHISTION  312 

(voir  tome  XIV,  paçe  SOS)  ; 

Par  m.  E.  GOMBESCURE, 

Professeur  à  Montpellier. 


Mener  par  un  point  donné  dans  un  angle  sphérique  un 
arc  de  grand  cercle  tel ,  que  le  rapport  des  sinus  des  deux 
segments  soit  égal  à  une  quantité  donnée. 


Soient  p^  q^  les  perpendiculaires  sphériques  abaissées 


(  >54  ) 

(i'ua  point  O  pris  dans  Fintérieur  d'un  angle  sphërique 
ÇâB  sur  les  côtés  de  cet  angle.  Menons  dans  une  direc- 
tion quelconque  un  arc  de  grai^d  cerçlç  HOM ,  fais,anl  ui 
angle  &>  ayec  le  prolongement  01  de  /? ,  et  prenons  sur  cet 
arc  un  point  M  tel ,  que 

sinOMsinOI 

sinOH  ""  9inp 

ou ,  en  faisant  OM  =  p ,  OH  =  (ï ,  01  = /3  , 

sinp sjpp 

sin^      ûnp 

|3  désignant  un  angle  donné  que  je  supposerai  plus  petit 
que;?. 

Le  triangle  HOB  donnant 

cot  ^  =  coip  cos  »  ^ 
réliniinatîon  de  d  entre  c^te  éq^aiiop  et  la  précédente 
fournit,  en  prenant  sina  =  -r— » 

1  sin'w      cos'w 


V  sin'  p       sin'  a       sin'  p 

ou 

cet'  p  =  cot'  a  sin'w  -h  cot*p  cos*o> , 

équation  du  lieu  des  points  M  et  qui  appartient  à  une 
conique  sphérique  ayant  son  centre  en  O  et  pour  demi* 
axes  01  =  P ,  OG  =  a.  Cette  courbe  coupe  le  côté  AC  en 
deux  points  P  et  Q  qui,  étant  joints  au  point  O,  donne* 

ront 

sinOP        sinOQ       sinf 
sidOP'      smOQ       smp 

et  résolvent  la  question. 

La  détermination  analytique  des  points  P  et  Q  n'offre 


(  a55  ) 
aucune  difficulté.  Si  Ton  désigne,  en  effet,  par  e  T angle 
de  q  avec  le  prolongement  de  py  le  grand  cercle  AC  a 
pour  équation 

cotps=:  cotç  cos(»>  +  t). 

L'élimination  de  p  entre  cette  équation  et  celle  de  la  co- 
nique se  fait  immédiatement  et  conduit  à  une  équation 
du  second  degré  par  rapport  à  tango)  qui  fait  connaître 
les  angles  polaires  POI ,  QOI,  et,  par  suite,  OP,  OQ. 


SOLUTION  AII4LYTIQDK  DE  U  QHESTION  361 

(voir  piffetsi;: 

Par   m.   le    D'    Joseph   MARTELLI,   os  Milah. 


On  donne  un  angle  trièdre  de  sommet  S  et  deux  points 
fixes  Â  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le  sommet 
S.  Par  le  point  B,  on  mène  un  plan  quelconque  déter- 
minant un  tétraèdre  T  de  volume  V.  Soit  P  le  produit 
des  volumes  des  quatie  tétraèdres  que  Ton  obtient  en  joi- 
gnant le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T.  On 
a  la  relation 

P 

—  =  constante. 

Si  nous  désignons  par  x, ,  /„  2:, ,  a:« ,  jr.,  z« ,  x* ,  j* ,  z^ 
les  coordonnées  du  sommet  S  et  des  deux  points  fixes  A 
et  B,  celles  des  points  Bi  «  Bf ,  6» ,  où  le  plan  mené  par  B 
coupe  les  arêtes  du  trièdre  seront  de  la  forme 

or,  =  Jt,  H- X^i,  j^,  =^,  H-X^,.  «,  =«,  H-X/,, 

«,  =  *,  -h  piA,,  ra=r*-*-f**»>  »,  =  S,  -f-fA/sf 

X,  =  jj, -hv  A,,         j^,  =^,  H-v*,,  »,  =  »,  H-v/,, 


(    3^6    ) 
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et 


V  =  - 


I  X,  y,  9s 


XfAV 


=  Vv  N,,,,,. 


Or,  puisque  les  points  6,61,61,63  sont  dans  un  même 
plan ,  on  a 

I     Jfi     7,     «, 

1        Xi       Xi       *3 


=  0, 


c'est-à-dire 


xh  —  x,    yè-'Xs    «*  — «,    >fAv 


mais  les  points  S,  A ,  6  étant  en  ligne  droite,  on  a  aussi 


I 

*i     X. 

1 

«1  r« 

= 

I 

**    Xk 

X.     s. 


donc  la  relation  précédente  devient 
*.  — *.   r»—Xs   *.  —  *i   V» 


A. 
h, 

A. 


l, 
l. 


•»'.  — X, 

«»  — X, 


X» 


iim.  <k  MalUnut.,  t.  XVI.  (Juillet  iSS?.) 


=  0, 


'7 


(  ^58) 


d*où  Ton  a 

.r.  —  X, 

r.— r. 

». 

—  s,     Xfi» 

/i. 

*■ 

/,           ft» 

A. 

*, 

/,             iv 

^3 

*, 

/.             1(* 

*, 

*■    /. 

Xb  —  Xa 
^    Xb—  X, 

A, 
A, 

**  — Jr.  ^ 

et ,  par  suite 

» 

Tétraèdre  A  B,  B,B,  =  V»-^ — -^  N,,,,,. 
X»  —  *, 

Nous  aurons  ainsi 

P  (■»;»  —  *«)  Ml,)  M|.,M»,$ 

quantité  indépendante  de  X,  jui ,  v.  Donc  on  a  en  effet 

P 

— ^  =  constante. 

Observation.  On  peut  de  même  très-facilement  dé- 
montrer pour  un  angle  plan  un  théorème  analogue  aux 
précédents,  c*est-à-dire  :  Dans  un  angle  plan  de  sommet 
S,  on  donne  deux  points  fixes  A,  B  situés  sur  une  droite 
passant  par  le  sommet  S.  Par  le  point  B,  on  mène  une 
droite  quelconque  déterminant  un  triangle  T  d'aire  E. 
Soit  P  le  produit  des  aires  des  trois  triangles  que  Ton 
obûent  en  joignant  A  aux  trois  sommets  du  triangle  T. 

On  a  la  relation 

P 

^  =  constante. 

Note  du  Rédacteur,  M.  Mannheim  fait  observer  que 
le  théorème  de  M.  Faure  s'obtient  en  exprimant  par  le 
procédé  des  polaires  réciproques  que  des  tétraèdres  de 
même  base  et  de  hauteurs  égales  sont  équivalents ,  une 
sphère  étant  la  surface  directrice. 


(  »59  ) 

SUR  LES  AIRES  DES  POLYGONES  INSCRITS  OU  CIRCONSCRITS 
AU  CERCLE  ET  A  L'ELLIPSE; 

Par  m.  le  Docteur  Joseph  SACGHI. 


Soient  (f  (A,,  A,,...,  A,,...,  A„)  l'aired'un  polygone  in- 
scrit ou  circonscrit  à  un  cercle  ayant  pour  rayon  l'unité 
en  fonction  des  droites  A,  qui  le  déterminent;  /,,  /«v-m 
/;r  ,...,/„  les  droites  analogues  aux  susdites  et  appartenant 
à  un  polygone  analogue  inscrit  ou  circonscrit  à  une  el- 
lipse ayant  les  demi-axes  principaux  a ,  A  ^  X^.  le  demi- 
diamètre  parallèle  à  'x*  L'aire  A  de  ce  dernier  polygone 
est 

A  =  a^f  (r,,  Ta,.  ..  ,  r,,...  ,  r„)     ou     r,  =  --'. 

Les  applications  sont  nombreuses  : 

i*'.  L'aire  d'un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  ayant 
Tunité  pour  rayon  étant 

A,  Aa  A3 

l'aire  d'un  triangle  inscrit  dans  l'ellipse  ayant  les  demi- 
axes  a ,  b  sera 

A  ^^ 

c'est  la  formule  de  Mac-Cullagh  -,  et  comme  l'on  a  aussi 


ff=  v^j(5  — A,)(5—  A,)(j  — A,) 
ou 

25  =  A,  -4- Aj  4-  A,, 
ainsi  l'on  aura 


A  =  ab  V^r(f— r,)(r— r,)(r— r,) 
ou 

2^  =  r,  -f-  ra-f-r3, 

'7- 


(  a6o  ) 
formule  qui  esl  due  à  mon  ami  le  D*"  Brioschi  (  Teorica 
dei  delerminanti,  p.  2&\Sopra  alcuni  teoremi  di geome- 
fria,  Annali  del  Sîg.  Torlolinî,  i853). 

Q?.  Pour  le  triangle  circonscrit  au  cercle,  on  a 
/',  -+■  Ih  +  /i, 
^=  1 ' 

par  conséquent,  pour  le  triangle  circonscrit  â  Tellipse  on 

aura 

ab 

A  =  — (r, -hr,  4-r,), 

formule  plus  simple  que  celle  qui  a  été  trouvée  par  le 
D'  Brioschi ,  loco  citato. 

Ainsi  les  aires  f  i ,  (f^^  f  g  d*un  quadrilatère  inscrit,  ou 
circonscrit  à  un  cercle,  inscrit  et  circonscrit  simultané- 
ment à  deux  cercles  étant 


où 

2*  =  A,  4- A,  4- A.  H- A4, 

et  r/,  d^  sont  les  deux  diagonales,  on  aura  les  aires  d'un 
quadrilatère  inscrit,  circonscrit  dans  Tellipse,  inscrit 
dans  Tellipse  des  demi-axes  ab  et  circonscrit  à  un  autre 
qui  est  concentrique  et  homothétique  â  la  première  ainsi 
représentées 

A,  =  ah  v/(/— r.)(f— r,)(f-r,)(f— r,). 


A,  =  —  V^Crz-o)'  — (r.r,  —  r,r4)', 

A,=  V^r,  r,  r,  r^ 
où 

2/ =  r,  H-r, -h  rjH-  r^. 


(.61) 


PROBLÈME  NALFAnt 

(voir  U  XII,  p.  ISI). 


Dans  Tendroit  cité,  on  a  les  trois  équations 

x  =  jsin*(ff  —  ^), 

^  =  isin»((T  — x)i 
z  =  f  siu'(7  —  4^)- 

Substituant  pour  a,  f,  ;(,  ^  leurs  valeurs,  M.  Caylej 
trouve  [Quarierlj-  Journal,  déc.  1 85 5,  p.  226)  : 


ax 


2Z 


—  <ï)  A<: 


=  ,  /(s-a)(s-b){s-c)  _      A^-g" 


5  C)  oA 

S 

iijz=  V'(5—  6){*  — c)  —  v^^{j  — fl)  +  v^, 
2sj:=  V^(j—  c)(s^  a)  —  ^s[s  -^  ^)  -4-  ^[âc^ 


2xr=:  v^(j  — /y)(j  —  A)  —  v^5(j—  c)  4-  V^fl*- 


(  a6a  ) 


SUR  LA  «UBSTMN  Ui 

(Toir  page  llS): 
Par  m.  LEBESGUE. 


Soient  Uy  by  m  entiers ,  b  non  carre  : 
1^,  a  —  ^6,  positif  plus  petit  que  i , 

(«4.^)'-  =  A-+-B  v^  =  P. 

a  a  —  I  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  P. 
0,^.  ^b  —  a  positif  plus  petit  que  i  et  m  pair, 
a  A —  I  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  P. 
3^.  v^  —  a  positif  plus  petit  que  i  et  m  impair, 
a  A  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  P. 

»i  =  2/f  -h  I. 

a'^'^^'est  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  divise  a  A. 
C'est  le  théorème  de  M.  S3dvester  avec  une  condition 
de  plus. 
5^ 

^  =  3,     a=i,     m  =  2/1,     A*  — 3B*=2*. 

a  A  est  l'entier  immédiatement  au-dessus  de  P  et  a"^^ 
est  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  le  divise. 

On  trouverait  sans  peine  d^autres  théorèmes  analogues. 


(263) 

NOTB 
Sir  les  lienx  gé^iétrHpies  relatifs  i  les  faisceau  le  eoii4|ies. 


1 .  Le  lieu  géométrique  du  pôle  d*une  droite  fixe  relati- 
vement à  un  faisceau  de  coniques  circonscrites  au  même 
quadrilatère  est  une  conique.  En  effet,  projetant  le  sys- 
tème de  manière  que  la  droite  aille  à  Tinfini,  les  pôles 
deviennent  les  centres  du  faisceau  projeté  des  coniques 
qui  passeront  toujours  par  quatre  mêmes  points;  or  le  lieu 
de  ces  centres  est  une  conique;  donc,  etc. 

Remarque.  C'est  par  erreur  qu'on  lit  page  388  du 
tome  IV  que  ce  lieu  esi  une  ligue  du  sixième  degré. 

Lorsque  la  droite  fixe  est  une  des  six  cordes  communes 
aux  coniques,  le  lieu  cherché  devient  mie  droite. 

2.  L'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  relative- 
ment à  un  faisceau  de  coniques  inscrites  dans  le  même 
quadrilatère  est  une  conique. 

Lorsque  ce  point  est  un  des  angles  du  quadrilatère,  la 
conique  se  réduit  à  un  point. 

3.  L'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  relative- 
ment à  un  faisceau  de  coniques  circonscrites  au  même 
quadrilatère  est  un  point. 

4.  Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'une  droite  fixe  re- 
lativement à  un  faisceau  de  coniques  inscrites  à  un  qua- 
drilatère est  une  droite. 

Observation,  Lorsque  la  droite  fixe  se  transporte  à 
l'infini ,  les  pôles  deviennent  les  centres  de  coniques  qui 
sont  ainsi  en  ligne  droite.  Théorème  de  INewion. 
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mon 


Sir  la  polaire  récipnfie  tut  ceiîfie  et  f  ue  suface  4i  secH4  lepé. 


I.  Soient  données  cette  équation  rendue    homogène 
d'une  conique 


(0 


fl„  «î  H-  aa„ «, X,  -h  a a„  *,  x, 

-f-  «M  JpJ  -4-  2a„  X,  «,  H-  «ji  xj  =  o. 


-^9  -^  sont  les  coordonnées  courantes,  et  Téquation 
Xi    X, 

rendue  homogène  de  la  conique  directrice ,  Téquation  de 
la  polaire  réciproque  de  la  conique  (i)  est  donnée  par  ce 
déterminant 


«Il 

a» 

«1. 

dx, 

«Jl 

'«« 

Ol9 

dx. 

a>i 

t„ 

«M 

dj_ 
dx. 

dx, 

d, 
dx. 

dx. 

O 

=  o, 


•r^  est  la  dérivée  de  f  relativement  à  X| ,  etc.,  et  ou 

car  ce  déterminant  a  pour  résultat  réquation   (a)  du 
tome  VIT,  page  4^3  des  Nouvelles  Annales, 

Observation.  Si 


f^  =  x\  4-x;-*-.r-  =0^ 


(  a6S  ) 

il  suffit  de  remplacer  dans  le  déterminant  -î-,  JL,  --?. 
^  dxx    aXi    axi 

par  JTi ,  a:i ,  r^  (voir  Brioschi^  Théorie  des  Déterminants^ 

traduction  française,  p.  47)*  On  a  omis  de  dire  que  la 

directrice  est 

*;  +  xj  -h  «î  =  o. 

2.  Soient  données  cette  équation  rendue  homogène 
d'une  surface  du  second  degré 

Ifl,,arJ  -f.  2ai,jr,  X,  -t-  2«,3jc,x,-f-  2^14X1X4  -hflwJ:; 
-h  2a„x,ir3  -f.  2aMX}X4  -h  HsjxJ  -f-  2aMX3X4 
-Hfl44X;  =  Oi 

~ï  —  >  —sont  les  coordonnées  courantes,  et  Téquation 
X4    X4    X4 

7  =  0 

rendue  homogène  de  la  surface  directrice. 

L'équation  de  la  polaire  réciproque  de  la  surface  (2) 
est  donnée  par  ce  déterminant 


«M         «It         «13         1|4  -7- 

dXx 
fl»i      On      «J3      «M      -7" 

do 

!    «SI      «sa      «S3      «w       V- 
I  dira 

Jy 

«41        «41        «4$        «44         -y- 
0X4 

df    df     d^     d^ 
€ixt   dx^   dx^    dxi 


=  o 


ou 


«ai  =  «la,       «la  =  fl»,  .  . 

Observation.  Si 


ç  =  xJ-^x;-+-xî  H-^î  =0, 


{266) 

il  suffit  de  remplacer  dans  le  déterminant  -^j  ^,  — î-» 

dxi     £U,     éixi 

dff 

—  par  Xi ,  X, ,  Xs,  X4. 

Remarque.  Les  fonctions  quadratiques  homogènes  a 
n  variables  sont  représentées  par  ce  symbole 

en  donnant  à  r  et  5  toutes  les  valeurs  de  la  suite  1,3, 
3,...,  n  et  posant 

Osr  =  On 


»sr  "rj- 


Ainsi  pour  fi  =  3 ,  on  donne  à  r  et  5  les  valeurs  succes- 
sives 1 ,  3)  3  et  Ton  obtient  Téquation  (1). 

Pour  n  =  4?  on  donne  à  r  et  5  les  valeurs  successives 
I,  2  ,  3,  4  et  Ton  obtient  l'équation  (a). 

Une  fonction  quadratique  homogène  à  n  termes  va- 
riables renferme  donc  — ^ termes. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DBS  SURFACES*  ET  DES  LIGNES, 
PLANS  POLAIRES  ET  DROITES  POLAIRES 

(TOir  t.  XI,  p.  19S;  t.  XII,  p.  m,  et  t.  XIV.  p.  111). 


1.    Notations.    Représentons  les   trois    coordonnées 

d'un  point  dans  l'espace  par  —»—?—»  ce  qui  permet  de 

x^    x^    x^ 

rendre  homogènes  les  équations  des  surfaces.  Quand  on 
dit  qu'un  point  a  pour  coordonnées  Xi ,  x, ,  Xj ,  x^ ,  il  faut 

sous-entendre  —  i  —  >  — •    Dans    le   résultat   final  d'une 

X^      X  ^      x^ 

opération ,  on  fait  x^  =  i  ^  on  revient  alors  aux  coortUm- 


(  .67  ) 
nées  ordinaires.  Les  avantages  de  cette  notation  consistent 
dans  la  forme  symétrique  des  résultats ,  si  favorable  à  la 
mémoire ,   et  ensuite  dans  la  facilité  d'appliquer  aux 
équations  les  propriétés  des  fonctions  homogènes. 
Soit 

tt  =  o 

Féquation  rendue  homogène  d'une  surface  de  degré  n , 
de  sorte  que  u  est  une  fonction  de  oTi  ,  r^ ,  Xs ,  x* ,  coor- 
données de  la  surface  dont  chaque  terme  est  de  degré  n; 
U  est  la  même  fonction  en  Xi ,  Xt ,  Xs ,  X4  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  l'espace. 

u^f\  f^^f\  tt/\  "i''^  sont  les  dérivées  d'ordre  p  de  la 
fonction  u,  prises  respectivement  par  rapport  à  Xi ,  X|, 
X,,  xr,  de  même  U^''^  uSf^\  V^^],  \J^^\ 

2.  Plans  polaires.  uz=o  étant  une  équation  homo- 
gène d'une  surface  de  degré  n ,  l'équation 

X,  U^    H-  X,  Ujj    4-  JT,  U^^    -f-  a?4  Uj^    =0 

est  l'équation  du  plan  polaire  d'ordre  p  du  point  Xi , 
Xi ,  Xs ,  X^  désigné  comme  pôle  ;  Xi  ^  X| ,  Xs ,  X4  sont  les 
coordonnées  courantes  du  plan. 

3.  Théorèmb.  Étant  données  trois  surfaces  de  degré 
n,  U],  Ui,  /e  lieu  du  pôle  dont  les  trois  plans  polaires 
correspondants  d* ordre  p  passent  par  la  même  droite  est 
une  surface  de  degré  n-Hni  -f-Wî  —  3p. 

Démonstration,  Soient 

u=fo  réquation  de  la  surface  de  degré  n , 
p  =  o  —  /l|, 

w  =  0  —  «,, 

on  aura 

équation  du  plan  polaire  relative  à  u  =  o^ 


(  268  ) 

équation  du  plan  polaire  relative  à  m  =  o; 

*'  Wx.  -^  -«^«Wx^  4-  J^sWx^  -4-  «4  Wx^  =  O  , 

équation  du  plan  polaire  relative  à  iv  =  o. 

Si  ces  trois  plans  passent  par  la  même  droite ,  les  plans 
menés  parallèlement  par  l'origine  passent  aussi  par  une 
même  droite,  et  vice  versa.  Pour  avoir  les  équations  de 
ces  plans  parallèles ,  il  suffit  de  supprimer  les  termes  en 
X4 ,  et  alors ,  parce  que  les  plans  passent  par  une  même 
droite ,  le  déterminant  suivant  doit  être  nul  : 


U 


w 


ip) 
ip) 


<• 

vP 


W 


(.)    V.) 


Telle  est  Téquation  du  lieu  cherché  ;  or  U^  est  de  degré 
n  —  P^^x  ^®  degré  «1  —  p^  W^  de  degré  /i,  —  p-y  donc 
Téquation  du  lieu  est  de  degré  /»  -H  /»i  -h  nt  —  3p. 

c.    Q.    F.    D. 

Corollaire,  i^.  Si  n  =  fij  =  n,,  le  d^ré  du  lieu  est 
Z(n-p). 

a**.  Si  n  =  /Il  =  Hi  ==  a  et  ^  =  I ,  le  lieu  est  du  troi- 
.sième  degré. 

Remarque.  Le  plan  polaire  d^ordre  1  est  le  lieu  des 
centres  harmoniques  relatifs  aux  sécantes  qui  passent  par 
le  pôle  (Nouvelles  Annales,  t.  IX  ,  p.  347). 

4.  Tbéoreme.  Étant  données  quatre  surfaces  de  degré 
n ,  Ui ,  H) ,  ns ,  /e  lieu  du  pôle  dont  les  quatre  plans  po^ 


lTr>  (  :t69  ) 

laires  d  *  ordre  p  par  rapport  à  ces  surfaces  passent  par 
un  même  point  est  une  surface  et  du  degré 
«  -h  «1  -h  «,  +  /I3  —  4/?. 
Démonstration.  Soient 

«  =  0,      P=0,      WzziO,      ç  =  o 
les  équations  des  quatre  surfaces  de  degrés  respectifs  n , 
'*i  >  '^1  >  ^9  ;  pour  que  les  quatre  plans  polaires  d'ordre  p 
passent  parle  même  point,  il  faut  établir  la  relation 


=  o. 


Telle  est  Féqualion  du  lieu  qui  est  de  degré 
«  -h  /i|  -f-  «î  4-  «s  —  4/'* 

G.    Q.    F.    D. 

Corollaire,   i**.  Si  /»  =  /ii  =  /if  =  «i ,  le  degré  du  lieu 
est  4  {n  —  p). 

2°.  Si  n  =  Ht  =  Ht  =  /la  =  a  et  p  =  I9  le  degré  est  4« 


SUR  L'HBXAGONB  INSGRiPTIBlK  DANS  UNE  CONIQUE 

Et  solitioi  de  U  (pestioB  3t9 

(Tolr  page  Ml)  ; 

D*APKis  M.  BRIOSCHI. 


< 

<• 

< 

<' 

y'i! 

vi'.' 

vï: 

< 

wk-:' 

< 

wSc' 

^1 

^1 

♦'<' 

X. 

SoitThexagone  ia3456. 

r=  0  équation  du  côté  12 
«  =  o  —  34 


/  =  o 


56 


(  a7o  ) 
pr-haj-f-r  =  o  équation  du  coté   23 

yr-i-  s  -{-  ai  =  o  —  61 

Si  ces  relations  subsistent,  Thexagone  est  înscripiiblc 
dans  la  conique  ayant  pour  équation 

r»  -^  s'  -h  t'  U  -h  ^j  si -{-  U  -h  j\  tr  -h  U 


les  équations 

des  diagonales  sont 

(i3) 

«^r-h  j-har=  0, 

(24) 

r  +  ap* -hpf  =  o, 

(35) 

prH-p75-hf  =  0; 

(.4) 

ar-f-  pf-f-apr  =  o, 

(a5) 

ar4-  ayj  +  7^  =  0, 

(36) 

Pyr-^  p5H-7f=:o; 

(i5) 

r-h7*-h  a7r  =  0, 

(>6) 

a7r-|-  a5  -4-  /  =  0, 

(46) 

7r-f-.ï-+-  P7f  =  0. 

Soient 

A  l'intersection  des  côtés  (34)  et  (56)^ 
B  —  (la)  et  (56), 

C  -  (34)  et  (12); 

le  point  A  étant  déterminé  par  les  équations 

j  =  o,       r=  o, 
Féquation  de  la  droite  A  i  est  de  la  foime 

5  H-  At=  o; 
mais  le  point  (i)  est  déterminé  par  les  équations 

(12)  r=o, 

(l6)  7r-|-54- «^  =  0; 


(a;,  ) 

par  conséquent, 

*  =  «; 

on  aura  aussi 

(Al) 

s  +  at=o, 

(A2) 

t-i-as  =  o, 

(83) 

»4-pr=o> 

(B4) 

r  +  pt=o. 

(C5) 

r4-7*  =  o, 

(C6) 

s  +  -(r  =  o. 

Soient  les  trois  droites 

s  —  t=Oy     e — r  =  o,     r  —  s  =  o. 

La  première  droite  passe  par  le  point  Â  et  rencontre 
BC  en  a. 

La  deuxième  droite  passe  par  le  point  B  et  rencontre 
AC  en  b. 

La  troisième  droite  passe  par  le  point  C  et  rencontre 
AB  en  C. 

Et  les  trois  droites  se  coupent  en  un  même  point. 

On  en  déduit  que  les  cinq  droites  : 

AB,  AC,  Aa,  Ai,  Aa  sont  en  involution,  Aâ  est  la 
droite  double. 

BC,  BA,  B&,  B3,  64  sont  en  involution,  B&  est  la 
droite  double. 

CA,  CB,  Ce,  C5,  C6  sont  en  involution,  Ce  est  la 
droite  double. 

Si  Ton  suppose  ot^y  =  i , 

Les  trois  équations  ci-dessus  (i3),(35),(i5)se  rédui- 
sent à  la  première,  savoir 

(i)  ûiPr'#-*4-<x^  =  o, 

c'est-à-dire  les  points  i,  3,  5  sont  sur  la  même  droite 
donnée  par  Péquation  (i)-,  de  même  les  points  a,  4?  ^ 


(  ^7^  ) 
sont  sur  la  même  droite  donnée  par  Tëquation 

(2)  r-|-apj-hpr=o, 

de  sorte  que  Fhexagone  est  inscrit  »itre  les  deux  droites 
(i)  et  (2) ,  et  Téquation  de  la  conique  se  réduit  au  pror 
duit  (i)  (2)  =  0;  les  équations  (1)  et  (a)  sont  celles  des 
deux  droites  R  et  S  du  problème  Gayley. 


RIHARQDB  SUR  LA  NOTE  DE  M.  ALIEGRBT 

(Tolr  iMt«  tM)  ; 

Par  m.  Ahos  LE  TAUNÉAG. 


Les  équations 

Xfc  -j-  fl,  X|  ^  *!  H-  «1  Xj  = ,  .  .  ^=  X4  -f-  a»  JC» 

peuvent  être  résolues  très-aisément  comme  il  suit. 

En  représentant  par  5  la  valeur  commune  des  quantités 

3C$  -4-  fli  JCi  »  JPi  H-  âiOTs,...,  on  a 

^x  -H  ^i*ï  =  ^> 
J?j  -h  fl»  «3  =  -J  > 

X3-hlÏ4X4=J, 

X4  -4-  ûfc  Xi  =  .♦. 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations,  après  les  avoir 
multipliés  respectivement  par 

nous  aurons 

x»(i  -f-fl,ajfl3fl4a»)  =  ^(i  —  Ai-f-^ias — fit  As  a,  H-  Oia^Oia^. 

Ainsi  la  valeur  de  x%  est  connue.  Un  simple  changement 
de  lettre  donnera  ensuite  les  valeurs  des  autres  incon- 
nues. 


(a73) 

NOTE 

Sir  fielfies  foranles  propres  i  U  déterniation  des  trois  iidices 

priicipui  dais  les  crisUn  birérriigeits  ; 

pak  m.  de  SENARMONT. 


§  1.  Lorsqu'il  s^agit  de  déterminer  les  trois  indices 
principaux  d'un  cristal  biréfringent,  on  procède  généra- 
lement de  la  manière  suivante  : 

On  taille  trois  prismes  de  façon  que  leurs  arêtes  soient 
parallèles  aux  trois  axes  principaux  A ,  B ,  C  d'élasticité 
optique.  Avec  chacun  de  ces  priâmes ,  on  détermine  fa- 
cilement rindice  du  rayon  polarisé  perpendiculairement 
à  Tarète  réfringente  ;  ce  rayon  obéit  en  effet  aux  lois  de 
Descartes  9  et  si  Ton  observe  le  spectre  correspondant, 
dans  la  position  du  minimum  de  déviation ,  on  peut  ap- 
pliquer la  formule  qui  conviendrait  a  un  milieu  mono- 
réfringent. 

L'indice  ainsi  déterminé  est  inversement  proportionnel 
à  la  racine  carrée  de  Télasticité  optique  dans  le  sens  de 
Taré  te  réfringente  du  prisme. 

§  2.  Avec  .chacun  de  ces  prismes  ,  on  peut  encore  ob- 
server un  second  spectre  correspondant  au  rayon  polarisé 
parallèlement  à  l'arête  réfringente.  Ce  rayon  n'obéit  pas 
aux  lois  de  Descaries,  sa  déviation  est  néanmoins  sus- 
ceptible d'un  minimum.  Or  les  lois  connues  de  la  double 
réfraction  permettent  d'établir  une  relation  entre  cette 
déviation  minimum,  Tangle  du  prisme,  l'orientation  de 
ses  faces  dans  le  cristal  et  les  élasticités  optiques  suivant 
les  deux  axes  principaux  perpendiculaires  h  l'arête  ré- 
fringente. 

>liin.   de  Mathémat,,  t.  XVI.  (  Jnillel  185;.^  '^ 


(  »74) 

Soient  a',  &',  c*  les  élasticités  optiques  parallèlement 
aux  axes  principaux  A ,  B ,  C ;  soient  a^  ^^  y  les  trois 
indices,  de  sorte  que 

«        '^        0  c 

Soient  Â,  B,  C  les  angles  des  trois  prismes  dont  les 
arêtes  réfringentes  sont  respectivement  parallèles  aux 
axes  principaux  Â  ,  B ,  C. 

Soient  A'.,  A\^  A^  les  déviations  minima  des  rayons 
qui  ont  subi  la  réfraction  ordinaire  dans  les  trois  prismes, 
A'« ,  A' ,  A7  les  déviations  minima  des  rayons  qui  ont  subi 
la  réfraction  extraordinaire-,  on  posera,  pour  abréger, 

D:=A-hA;,  d:=b+a:,  d:=ch-a7. 

Soient  d\  6'',  6'^  les  angles  compris  entre  la  bissectrice 
de  l'angle  réfringent  du  prisme  et  l'un  des  deux  axes 
d'élasticité  optique  perpendiculaires  à  l'arête  réfringente. 
(On  comptera  ces  angles  de  façon  que  0  =  o  ou  6  =  90**, 
selon  que  la  bissextrice  coïncide  avec  Taxe  correspondant 
au  coeflScîent  d'élasticité  écrit  le  premier  ou  le  second 
dans  les  formules.  ) 

On  a  les  relations  suivantes  entre  les  coefficients  d'é- 
lasticité et  les  données  expérimentales  obtenues  avec  cha- 
cun des  trois  prismes. 

Premièrement,  Pour  les  rayons  polarisés  normalement 
aux  arêtes  réfringentes  et  qui  obéissent  aux  lois  de  Des- 
cartes : 

.A  .   B  .    C 

sin-  sin-  siB  — 

(M)  ^    «=— |r'      *=         ""  "" 


?»• 


sm  — ^  sm  — -  sin  — = 
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Secondement.  Pour  les  rayons  polarisés  parallèlement 


(N) 


(  275  ) 
aux  arêtes  réfriDgoiUes  et  qui  obéissent  aux  lois  de  la  l'ë* 
fraction  extraordinaire  : 

(       k  D'\/a  I>'\ 

(  sin* h^  sin'—  \  (  ces' &  ces'  —  )  ces'  G' 

-f-  (  cos' ^'cos'—  1  (  sin' c'  sin'  —  |  sin'  ô'  =  o, 

\2  2/V2  2/ 

(  sin' c'sin'—  )  (  ces' a' ces'—  )  cos'ô" 

\2  2/V2  2/ 

/        B                 D;  \  /        B  D"  \ 

-h  (  ces» c'cos*-^  j  (  sin' a' sin'—  1  sin'ô''  =  o, 

/        C  I>''\  /        r  D*'  \ 

I  sin'  -  —  û'  sin'—  j  I  cos'-  —  *'  ces'—  )  fos'  •'" 

/        c  ^\/        C  D'^\ 

-H  l  ces' o'  cos'  —  )  1  sin' h^  sin'—   ) 

\2  2/\2  2/ 


sin' h^  sin'—   )  sin'  ô*'  =r  o . 


Deux  prismen  difTérents  suffisent  donc  généralement 
pour  déterminer  les  trois  coefficients  d'élasticité  (ou  en 
d'autres  termes  les  trois  indices  principaux  )  -,  et  même 
pour  fournir,  en  plus,  une  relation  de  vérification  entre 
ces  coefficients. 

Si  le  cristal  était  à  un  seul  axe  optique,  deux  des 
trois  quantités  a^^h^  c  deviendraient  égales  entre  elles. 

§  3.  Les  formules  (M)  se  déduisent  par  les  procédés 
ordinaires  des  lois  de  Descartes.  Quant  aux  formules  (N), 
on  peut  les  établir  de  la  manière  suivante  : 

Soit  (/i^.  1)  le  prisme,  d'angle  A,  dont  l'arête  réfrin^ 
gente  est  parallèle  à  Taxe  principal  A .  Les  deux  autres  axes 
principaux  B  et  C  sont  normaux  à  Tarêle  réfringente. 

Soient  BI,  BE  des  droites  parallèles  à  Taxe  principal 
B^  NI,  NoE  les  normales  aux  faces  réfringentes^  SI,  ER 
les  directions  des  normales  aux  ondes  planes  extérieures, 

18. 


(  ^76  ) 
incidente  et  émergente;  lE  la  direction  de  la  normale  à 
Fonde  plane  intérieure  réfractée. 


FiG  I. 


Désignons  par  9  Tangle  que  cette  dernière  normale  fait 
avec  Taxe  principal  B ,  par  1 ,  t\  les  angles  d'incidence 
SIN,  NoER;  par  r,  r^^  les  angles  EIN,  lEN^;  par  (x,  fi^ 
les  angles  BIN,  BEN^. 

On  a  les  relations 

(i)  (  f  =  r^fi  J      ^^     I  rrr^-f-fi, 

On  posera 

de  sorte  qu'on  a 

r,— r=B  — 2f. 

Lorsqu'on  prend  pour  unité  la  vitesse  de  propagation 
normale  des  ondes  lumineuses  dans  le  milieu  extérieur 
au  prisme,  et  que  Ton  désigne  par  u  la  même  vitesse  in- 
térieure au  milieu  cristallisé,  on  a  généralement 

sini  I 

sin  r      9 


(  ^77  ) 
Mais  quand  la  direclîon  de  cette  dernière  vitesse  est  per- 
pendiculaire à  Taxe  principal  A  et  fait  un  angle  f  avec 
Taxe  principal  B ,  on  a ,  par  la  théorie  connue  de  la  dou- 
ble réfraction, 

•»  =:  ^b^  sin^ç  -H  c^  ces'  f , 

de  sorte  que  pour  Fonde  transmise  au  travers  du  prisme, 
on  a  à  Tîncidence  et  à  Témergence 

,    X    .    .  sinr  .    .  sinr, 

(a)  smi  =   ;  sm/,= 

V  ^»  sin'  f  -h  c'  cos*  (f  V  ^'  sin*  ç  -H  c*  cos'  y 

Si  Ton  retranche  et  qu'on  ajoute  successivement  ces  équa- 
tions membre  à  membre, 

A 


cos 

sm = 


|rin(?-y) 


(3.         i 

sin  -cos 

la  —  I  I  2 

cos = 


(!-') 


^^P  V^6»sin»y-hc'cos'y 

a 


Carrant  et  ajoutant  membre  à  membre , 


'  ,A         B         D  A  .     B  .     D^ 

8in'  -cos'  -  cos**-  -f-  cos'  -sm*-  sm*- 

3  2  2  2  2  2 

cosH  ^ 

COS7  ^  \  —  <r'  sm^  -  cos'  - 


B        B 

-4-  siof  sin  -  cos 


B/  .     A         D  A   .     D\ 

-  I  sin'  -  cos' cos'  -sm'  -  | 

a  \       2        2  22/ 


(4){ 

'  '       •  ,A    .  ,B         D  A       ,B   .  ,D> 

sm'  -  sm*  -  cos'  — h  cos'  -  cos'  -  sin'  - 
222  222 

""M        .    .     D         D 

.  sin  ç  '^  \  —  o^  sm'  -  cos'  -  /  >  =  o. 

.    B       B 
cos 


.    B       B/  .    A       ,D  ,A  .  ,D\ 

?  sm  -  cos  -  I  sm*  -  cos' cos'  -  sm*- 

^2  2\22  2  2/ 


(  ^78  ) 
Mais  dans  le  cas  du  minimum  de  déviation 


La  dérivée  par  rapport  à  f  du  premier  membre  de  Fé- 
quation  précédente  est  nulle,  donc 


ces  91 


sm« 


.     A        B         D  A  .     B   .     D^ 

sm*  -  cos'-  cos' h  CCS'  -  sm'  -  sm'  - 

22?.  2  2  2 

.     D         D 

c'  sm^  -  ces'  - 
2  2 


(5). 


.    B 

-h  sm  9  sin  -  cos 
^       2 


B  /.     A          D  A   .     D\ 

-  (  sm'  -  cos' cos'-  sin'  —  1 

2  \       2         2  22/ 


smf 


—  COSçl 


.  >      ,B       .^  ,^       ,B    .  ,D> 

sm'  -  sm'  -  COS* — h  cos'  -  cos'-  sm'- 
222  222 

,     .     D         D 
—  6'  sin'  -  cos'  - 
2         2 


.    B        B  /  .     A         D 
cos©  sm  -  cos  -  (  sm'  -  cos'  -  ■ 
'        2        2  \       2         2 


cos'-  sm'—  I 
2         2/ 


=  0. 


=  smf 


(6) 


En  vertu  des  équations  (4)  et  (5),  il  faut  qu'on  ait 
simultanément 


.    B       B / .     A         D  ,A    .     D\ 

os»  sm  -'COS  -  (  sm'  —  cos' cos'  -  sm'-  i 

^22\2  2  2  %  / 

[,     .     D        D  1 

a'sm'-  oos»-  I 

/  .     A  .     B        D  A       .B         D\    I' 

—    sm'-sm'-cos'-  -4- cos*- cos' -cos'-  )    1 
\2  2  2  2  2  2/J 

.        .   B        B  /  _  A         D  A   .     D\ 

m  9  sm  -  cos  -  (  sm*  -  cos' cos'  -  sin'  -  1 

^22\2  2  2  2/ 

r  .  D     D  "I 

I  c'sm'-  cos'-  I 

I         /  .     A       ,B        D  ,A  .     B   .     D\   I 

|,\        ?.         2         2  2         2         2/J 


=  cos  y 


(  '^79  ) 
£a  multipliant  entre  elles  les  équations  (6)  membre  à 
membre. 


.     D        D 
o*c'sm'-  cos'- 

2  2 


.    /  .     A        B        D  A        B  .    D\ 

—  b^  I  sm*  -  cos'  -  cos* — h  cos'  -  sm*  -  sin'-  ) 

\  2  2  2  2  2  2/ 

—  c'  I  sin*  -  sm'  -  cos*  — h  cos'  -  cos'-  sm'-  ) 

\  2  2  2  2  2  2/ 

.  ,A       ,A 
-H  sin'  -  cos*  -  =  o. 

2  2 

Si  Ton  désigne  par  9  l'angle  que  la  bissectrice  du  prisme 
fait  avec  Taxe  principal  B,  on  trouvera  facilement  sur  la 
6gure 

P4-90  — -=e,     P.4-90»  — -  =  i8o»  — 0, 

donc 

^  -  ^  =  B  =  i8oo -  ô,     ?  =  90»  -  •. 

L'équation  précédente  devient  alors 

f  ,        .     D         D 

fi'c^sm'-  cos*- 

2         2 


(7) 


1,  /  •  .-A.        D   .   ,^  A  .  ,D       ,  \ 

—  o*  (  sin*-  cos'-  sin*0  -h  ces'—  sin*-  ces' G  ) 

\       2         2  22/. 

—  c»  1  sm»  - cos»-  cos'ô  -4-  cet' - sm'-  uu*ê  ) 

\       2        2  22/ 


•   >        A 

-h  sm*  -  cos'  -  =  o, 
2        2 


ou ,  sous  une  autre  forme , 

(sin* b^  sin*-  |  (  cos' c'  ces'-  )  cos'  0 
2                        2j\          2  2/ 

-h  f  ces' â'cos'- J  (sin' r'sin^-  j  sin'Ô  =  o. 


(  a8o  ) 
En  divisant  les  équations  (6)  membre  à  membre,  on 
trouve 


tong"  7 


DD/AD.  A.D  \ 

c*sin'-  cos' I  sm*-  cos'-  sm*0  4-  cos*-  sm'-  cos'O  i 

2         2\2a  2a/ 

,     !     D        D       T.     A         D  A.D.       \' 

6'sm'-  cos» 1  sin'  -  cos*-  cos'9  -t-  cos'-  sm'-  sm*0  | 

22\22  22/ 

.  ,.       ,!>/,.,!>        •  ,A\            ,..,!>/.       ,D  A\ 

sm*0  cos'-  1  c*  sin* sin*  -  )  H-  eos'  0  sm'-  I  c*  cos* ces'- 

2    \  2  2/  2  \  a  2/ 

sin'O  sin*-  (  b^  ces' cos'-  )  -H  cos* ô  cos* -  (  A* sin* -  —  cos'- 1 

2\.2  2/  2\  2  2- 

Lorsque  la  bissectrice  de  Tangle  du  prisme  coïncide 
avec  un  des  axes  principaux ,  la  formule  précédente  se 
simplifie.  Elle  se  réduit ,  selon  que  6  =  o  ou  que  d  =  90^,  à 

(sin' b^  sin*  -  |  (  cos' c'  cos'  -  )  =  o 
2                  2/  \       2  2/ 

ou  à 

(sin' c'  sin*  -  )  (  cos* 6' ces*  —  |  =  o. 
2                   2;  \        2  2/ 

Les  premiers  facteurs  égalés  de  zéro  déterminent  b  ou 
c  et  donnent 

taog  7  =  QO      ou     tangf  :=  o. 

Quant  aux  seconds  facteurs  \  ici,  comme  dans  la  recherche 
du  minimum  de  déviation,  avec  les  conditions  propres  aux 
milieux  monoréfringents,  ils  répondraient  à  une  question 
différente  de  celle  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

§  4.  On  trouve  des  relations  encore  plus  simples  lors- 
que Ton  observe  le  spectre  émergent,  non  plus  en  plaçant 
le  prisme  dans  la  position  du  minimum  de  déviation, 
mais  dans  une  situation  telle,  que  le  rayon  incident  ren* 
contre  normalement  la  face  d'entrée. 


(a8i  ) 
La  ligne  SI  est  normale  en  même  temps  à  Tonde  plane 
extérieure  incidente  et  à  la  face  du  prisme. 

Fio  a. 


ER  est  la  normale  à  Tonde  plane  extérieure  émergente; 
lE,  prolongement  de  SI,  est  la  normale  à  Fonde  plane  in^ 
térieure  réfractée. 

Si  donc  on  conserve  les  mêmes  notations  qu'au  ^  3 , 
on  trouve 

i  =  o,     /,=  D,     r=o,     r,  =  A,      f=f*, 

de  sorte  que  les  équations  (  2  )  deviennent 

#,  .  •  ,      ,  sin'A 

0*  sinV  -H  ^  cos'  u  =  -T-rv:* 

Lorsque  la  face  d'entrée  est  parallèle  ou  perpendicu  - 
laire  à  Taxe  principal  B , 

,,       sin'A  sin^A 

^    =  -: — -       OU       C  =  ■ .    ,— ' 

sm'D  sm'D 

^  5.  On  peut  étendre  les  mêmes  procédés  d^observa- 
tion  et  des  formules  analogues  aux  cristaux  à  un  seul  axe 
optique,  même  lorsque  Tarête  réfringente  du  prisme  est 
dirigée  d'une  manière  quelconque. 

Il  arrive  alors  que  le  rayon  incident  et  le  rayon  émer- 
gent extraordinaire  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  mais 
restent  tous  deux  parallèles  à  la  section  droite  du  prisme. 
Les  ondes  planes  incidentes   réfractée   et  émergente  se 


(    282    ) 

coupent  en  effet  toujours  parallèlement  a  Tarète  réfrin- 
gente; de  sorte  que  la  normale  lE  (Jig»  i)  à  Toude  plane 
réfractée  est  comprise  dans  le  plan  de  la  section  droite. 

Ce  même  plan  contient  de  plus  Tun  des  axes  princi* 
paux  B,  en  nombre  infini,  tous  égaux  entre  eux  et  perpen- 
diculaires à  Taxe  optique  Â.  Soient  BI,  BE  des  parallèles 
à  cet  axe  d^ élasticité  B.  En  conservant  les  notations  pré- 
cédentes, et  en  désignant  en  outre  par  tt  Tinclinaison  de 
Taxe  optique  Â  sur  Tarètc  réfringente,  il  est  facile  de 
voir  que  la  vitesse  de  propagation  normale  de  Fonde 
plane  extraordinaire  réfractée  sera  donnée  par  l'équation 

f^  =  {b*  sin*  ir-ha*  ces'  tt'  )  sin'  f  -f-  «'  cos'  y  =:  A'  sin'  f  -h  <i'  cos'f . 

On  a  donc  comme  précédemment 

sinr  sinr, 

sin  I  =  -  9      sin'  i«  : 


^k*  sin*  »  -h  û'  cos»^  ^^-sin'^-h/i'cos^ç 

Le  calcul  s'achèvera  de  la  même  manière ,  et  Ton  aura, 
pour  le  rayon  extraordinaire,  dans  le  cas  du  minimum  de 
déviation , 

(sin« ^*sin'-  1  (cos* ii'cos*-)  cos'ô 

-h  (ces' X'cos'-I  (sin' «"sin*-  )  sin«#  =îO, 

ou ,  sous  une  autre  forme , 

a*  k^  sin*  -  ces*- 

2  2 

—  A-*  (  sin»  -  cos'-  sin» «  -f-  cos*  -  sin*  -  cos*  0  \ 

\        2  a  2         2/ 

—  «'  (  sin'  -  cos^  -  cos'  ô  -h  cos'  -  sm»  -  sm*  0  J 

\       2         a  a        a  / 

A         A 

-f-  sin'  -cos'  -  =  o. 
a         9 


(  a83  ) 
§  6.  Si  dans  ce  cas  encore  le  rayon  incident  rencon- 
trait normalement  la  face  d'entrée  [fig^  a)  ^  on  aurait 

1.Ï  •  1      I    ^       »         sin'A 

A-*  sin*  a  -f-  ff*  ces'  fi  =  -: — ::  • 

sin'D 

§  7.  Les  angles  ^,  jut^  sont  respectivement  égaux  aux 
inclinaisons  du  plan,  qui  contient  à  la  fois  l'arête  réfrin- 
gente et  Taxe  optique  unique,  sur  les  faces  d'entrée  et  de 
sortie  \  dij  sorte  que  si  les  données  expérimentales  sont 
les  angles  ^ ,  X^ ,  que  l'axe  optique  fait  avec  les  mêmes 
faces,  on  trouve  sans  difficulté 


sin  X  sin  \ 

'■  -. —  î        sm  u,  =  -: 5 

siTi  7r  sin  TT 


d'où  l'on  tire 


A             Xo  — X  .   A      B  .    B        A 

tang  -     lang sin  -cos-  sm  -  cos  - 

**2°2.  22  22 


B             X.-hi'    *""''        ,    l^-hl       >•  — X       .   X.-.X        X,- 
tang  -      tang sin cos sm cos  — ; 


§  8.  Les  formules  établies  dans  celte  Note  seront  prin- 
cipalement utiles  à  Tétude  optique  des  cristaux  difficiles 
à  tailler,  mais  dont  quelques  faces  naturelles  forment 
prisme,  et  offrent  spontanément  des  arêtes  réfringentes. 

On  He  contentera  de  rapporter  une  application  numé- 
rique de  ces  formules  à  des  mesures  prises  sur  un  très- 
petit  cristal  de  quartz,  limité  par  une  face  de  la  pyramide 
et  par  une  face  du  prisme  hexagonal. 

L'arête  réfringente  est  normale  à  Taxe  optique,  de 
sorte  que  ix  =  go*^,  A*  =  i*. 

La  formule  précédente  devient  alors 

î    /  .     A        D.      ,^  A  .  ,D,  .  ,   \         .     D.        De 

T-  (  Sin'  -  cos' —  cos*ô  -h  cos'  -  sin'  —  sm'  ô  )  —  sin^  —  cos' — 

6'\22  22  /  2  2_ 

^ sin' -cos' («n'-  cos'—sin'OH-  cos»- sin'— cos» ô) 

^-  a  2  \  2  2  2  2/ 


(  a84  ) 

L^angle  réfringent  du  prisme A  =  38.  la 

L'angle  compris  entre  la  bissectrice 
de  r angle  du  prisme  et  Taxe  princi-^ 
pal  B 9  =  70.53.30 

Les  déviations  mesurées  pour  la  ré- 
gion du  jaune ,  entre  les  raies  D  et  E , 

sont ^0=  a2«35 

À«=  aa.56 

On  a  donc Do=  60.48 

D,=  6i.  9 

Donc 

.   !>• 
sm  — 

i  =  -^=i,5458 

sin- 
2 

■7-  sin»  -  cos'  —  cos*  0  =  o  ,o2o34o  \ 

^*  2  2  f         /r    *      o 

\  o,5i32O0 
-jz  cos*  -  sin'—  sin*  0  =  0,49^^^  ) 


6 


*—  cos'-— =  o,  191794 


sin 

2  2 


P  =:  0,32l4l4 

-;- sin' -  cos' -  =:  0,228628 

^*  2  2 

sin»  -cos»— sin*ô  =  0,070922  J 

^        ^  [   0,095677 

cos»  -  sin'~  cos*0  =  o  ,0247^6  ) 
2         2 

Q  =  0,182951 
l=y/Î=..5548. 


(  î»85  ) 
.  Or  on  a ,  d'après  Rudberg  : 

Pour  la  raie  D i=i,544i8,       -=i,553a8 

o  a 

PourlaraicE 1=  1,54711,       i=i,5563i 

mti  SUR  QDRLQUKS  QUKSTIONS  DU  PROGRAMME  OFFICIEL. 


vn. 

Démonstration,  par  la  géométrie  élémentaire,  de  cette 
Proposition  :  La  projection  d'un  cercle  sur  un  plan  est 
une  ellipse. 

Dans  Tune  des  parties  du  Programme  officiel  de  l'en- 
seignement  élémentaire  des  lycées  9  il  est  question  de 
V ellipse  que  Ton  définit  :  Une  courbe  plane  telle,  que  la 
somme  des  distances  de  chacun  de  ses  points  i  deux  points 
fixes  nommés yb^er^  est  une  quantité  constante.  Dans  une 
autre  partie  du  même  Programme ,  il  s'agit  de  déterminer 
la  projection  d'un  cercle  sur  un  plan.  Pour  compléter  la 
solution  qu'on  a  donnée  de  cette  dernière  question,  il 
peut  être  utile  de  faire  voir  que  la  projection  du  cercle 
est  une  ellipse.  Tel  est  l'objet  de  cette  Note. 

On  démontre  très-simplement  par  la  géométrie  élémen- 
taire que  si  l'on  coupe  un  cylindre  droit  à  base  circulaire 
par  un  plan  incliné  sur  celui  de  la  liate  du  cylindre,  la 
section  est  une  ellipse,  en  adoptant  la  définition  de  Tel- 
lipse  que  nous  venons  de  rappeler.  C'est  là  une  proposi- 
tion que  nous  admettrons  comme  déjà  établie.  De  cette 
proposition  même  il  r^ulte  que,  pour  démontrer  qu'une 
certaine  courbe  plane  donnée  est  une  ellipse^  il  suffit  de 


(  ^^) 

prouver  qu'il  est  possible  d'obtenir  un  cercle  en  projetam 
cette  courbe  suf  un  plan  incliné  sur  celui  de  la  courbe. 

Cela  posé,  représentons  par  ADE  une  circonférence 
ayant  pour  centre  le  point  C,  et  située  dans  le  plan  mam'. 


Soit  ade  la  projection  de  celbe  circonférence  sur  an  plan 
ma  L  qui  coupe  le  plan  mxm'  suivant  la  droite  otm,  en 
faisant  avec  ce  dernier  plan  un  angle  quelconque  m! ah 
différant  d'un  angle  droit.  Il  est  clair  que  la  pi-ojection  iule 
sera  une  courbe  ayant  pour  centre  le  point  c,  projection 
du  centre  C  de  la  circonférence.  Pour  démontrer  que  la 
eourbe  ade  est  une  ellipse ,  nous  allons  faire  voir  qu'en 
la  projetant  sur  un  plan  convenablement  choisi ,  on  oIh 
tient  pour  projttction  une  circonférence. 

En  un  point  quelconque  P  de  la  droite  a  m  élevons  à 
cette  droite  une  perpendiculaire  PH  dans  le  plan  de  pro^ 
jection  maL^  et,  par  la  perpendiculaire  PH,  conduisons 
un  nouveau  plan  PHC^  qui  fasse  avec  le  plan  de  projeo* 
tion  mah  un  angle  égal  à  l'angle  m^ah^  que  ce  dernier 
plan  forme  avec  celui  de  la  circonférence  ADE.  La  pro- 
jection de  la  courbe  ade  sur  le  plan  PHC^  sera  une  cir- 
conférence. 


(  a87  ) 
En  effet,  soit  A'  la  projection  sur  le  plan  dont  il  s'agit 
d^un  point  quelconque  a  de  la  courbe  ade.  Si  l'on  abaisse 
A'B'  perpendiculaire  surPH,  la  droite  aB'  sera  aussi 
perpendiculaire  à  PH ,  et  Tangle  rectiligne  A'B'a,  qui 
mesure  le  dièdre  des  plans  PHA'C,  rnaL,  sera  égal  à 
Fangle  m'aL.  Si  du  point  a  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire aB  sur  otm  et  qu'on  joigne  par  la  droite  BA  le  point 
6  au  point  A  qui  s'est  projeté  en  a,  l'angle  rectiligne 
ABa  sera  aussi  égal  à  Tangle  m'(xL.  Par  conséquent,  les 
deux  triangles  rectangles  aA^B\  aAB  seront  semblables 
et  on  aura 

AB  ~  «B  ' 
Mais 

«B'=BP     et     B«  =  PB'; 
donc 

BP  _A/B^ 

AB~"  PB'" 

Il  en  résulte  que  les  deux  triangles  rectangles  ABP,  A'B'P 
sont  semblables ,  comme  ayant  un  angle  droit  compris 
entre  côtés  proportioanels.  Par  suite,  Tangle  A'PB'  est  le 
complément  de  APB ,  et  de  plus  on  a 

FA  '  _  PB'  _  B^ 

PÂ"~BA  "^BA* 

ha 
Nous  désignerons  par  n  le  dernier  rapport  —  qui  est  le 

cosinus  de  l'angle  /r/aL;  de  sorte  qu'on  aura 
PA' 

D'après  cela ,  on  voit  que  généralement,  si  a  représente 
la  projection  d'un  point  quelconque  A  du  plan  m' ce  m  sur 
maL ,  et  A'  la  projection  de  a  sur  le  plan  PHCj  les  angles 
APa,  A'PH  seront  complémentaires,  et  que,  de  plus, 


(  288  ) 
lé  rapport  des  lignes  PA\  PA  sera  égal  à  n.  Ainsi,  en  dé- 
signant par  C  la  projection  du  centre  c  sur  le  plan 
PHC,  les  angles  C'PH,  CPor  seront  complémentaires  et 


PC'_ 
PC 

n  s'ensuit  que  les  triangles  A'PC',  APC  ont  les  angles 
A'  PC,  APC  égaux  entre  eux,  et  que  les  côtés  qui  forment 
ces  angles  sont  proportionnels;  donc  les  triangles  A' PC', 
APC  sont  semblables  et  donnent 

C'A'_PC_ 
CT^PC  ^''• 
D'où 

C'A'=:CAX  «. 

Ainsi  la  valeur  de  G  h!  est  invariable.  Ce  qui  démontre 
que  la  projection  de  la  courbe  ade  sur  le  plan  PHC  est 
une  circonférence  qui  a  pour  centre  le  point  G\  donc 
cette  courbe  est  une  ellipse.  Les  diamètres  des  circonfé- 
rences C ,  C  sont  égaux  aux  axes  de  Tellipse  obtenue. 

G. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  386 

(TOtr  p.  189); 

Par  M"«  Aik)lphikk  D***. 


Le  produit  de  trois  nombres  entiers  consécutifs  ne 
peut  être  ni  un  carré,  ni  le  double  d'un  carré. 

L  J'appelle  ces  trois  nombres  A ,  A  -f-  i ,  A  —  i  et  A* 
un  carré.  Je  devrais  avoir 

A(A-.i)(AH-i)  =  A% 


(  «89  ) 
on  bien  je  puis  écrire 

(V--i)A  =  6». 

Le  nombres  A  et  A* —  i  ne  pouvant  pas  avoir  de  facteurs 
communs  doivent  être  deux  carrés  y  car  ils  doivent  con- 
tenir tous  leurs  facteurs  premiers  à  des  puissances  paires. 
Mais  comme  A*  —  i  ne  peut  pas  être  un  carré  parfait,  la 
relation  précédente  n'est  donc  pas  possible. 

On  ne  peut  pas  non  plus  satisfaire  par  des  nombres  en- 
tiers à  la  condition 

(A— i)(A)(A-f-i)  =  a6». 

Pour  le  démontrer,  je  vais  prouver  que  A  ne  pourrait 
être  ni  pair  ni  impair. 

1*^.  Si  l'on  supposait  A  pair,  la  relation 

A(A»  — i)  =  2A« 

montrerait  comme  tout  à  Theureque  A' —  i  doit  être  un 
carré,  ce  qui  est  impossible. 

a^.  Si  l'on  supposait  A  impair,  il  aura  la  forme  aB-h  i» 
Il  faudrait  donc  avoir,  après  les  simplifications  , 

2B(B4-i)C2B-4-  0=  b'; 

B  est  premier  avec  B •+- 1  et  avec  aB4-*i;B-f-iet 
aB  +  I  sont  premiers  entre  eux ,  car  un  facteur  commun 
à  ces  deux  nombres  diviserait  leur  différence  B^  ce  qui 
est  impossible  puisque  B  est  premier  avec  B  +  i  • 

Je  vois  donc  par  là  que  sur  ces  trois  facteurs  deux  se- 
raient des  carrés ,  et  le  troisième  multiplié  par  2  serait 
aussi  un  carré.  Il  faut  donc  qu'une  des  combinaisons  sui- 
vantes : 
(i)  aB,  B-h  I,       2B4-1, 

(2)  2(B-Hi),        B,  .2B-hi, 

(3)  2{2B-hi),      B,  B4-1, 
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(  apo  ) 
renferme  trois  carrés  parfaits.  Or  cela  est  impossible, 
puisque  dans  chacune  dVllcs  on  trouve  deux  nombres 
entiers  consécutifs:  ainsi  aB  et  aB+  i  pour  la  pre- 
mière, aB-f-  I  et  aB  -H  a  pour  la  deuxième  et  B  etB-f-i 
pour  la  troisième.  La  relation 

(A-f-  i)(A)(A-i)  =  a^» 
est  donc  impossible ,  et  c'est  oe  que  je  voulais  démonirer. 

Note  du  Rédacteur,  Cette  bonne  démonstration  prouve 
également  que  le  produit  de  trois  nombres  consécutifs 
ne  peut  être  aucune  puissance  parfaite  d'un  nombre,  et 
cela  existe  probablement  pour  le  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  nombres  consécutifs. 

Le  théorème  de  M.  Faure  est  démontré  par  Goldbach 
[Corresp,  math,  et  phjs.,  t.  II,  p.  aïo).       (Prouhet.) 


SOLUTION  DE  LA  OHBSTIMI  S15 

(folr  p.  m); 

Par  m"*  Adolphiwb  D***. 


Démontrer  que  deux  cercles  coneenlriques  ayant  pour 
rayons  R  etR  sj —  i  se  coupent  à  angle  droit  (*). 

Je  trace  deux  cercles  de  centres  A  et  B,  et  soit  C  un 
point  d'intersection.  Je  joins  AC  et  BC.  Pour  que  ces 


(*)  Dcui  coniques  Aomo<Mlei  et  co/iccit/r/fuef  ontà  l'inûni  deui  points 
de  contact,  réels  pour  l'hyperbole,  imajrînaires  pour  l'ellipse,  Térité  in- 
tuitive en  considérant  les  asymptotes.  Deux  paraboles  égales  et  de  même 
axe  focal  ont  à  I*intlni  deux  points  d'osoulation.  On  conclut  de  là  que  deux 
coniques  homolhélescl  concentriques  sont  la  perspective  de  deux  coniques 
ayant  un  double  contact.  En  général  »  deux  courbes  de  degré  m ,  homotkèles 
ei ayant  mêmes  asymptotes,  ont  k  Tinfini  m  points  de  contact  réels  ou 
imaginaires.  Vne  propriété  analogue  existe  |K>ur  les  surtaces.  Th. 


(  ^9»  ) 
deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit,  il  faut  que 

AC*  4-  BO  =  AB% 
c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  soit  égale 
au  carré  de  la  distance  des  centres.  Eu  généralisant  cette 
observation,  on  est  conduit  à  dire  que  deux  cercles  réels 
ou  imaginaires  se  coupent  à  angle  droit  quand  leurs  rayons 
R  et  R'  et  la  distance  de  leurs  centres  satisfont  à  la  cou^ 
dition 

Or,  dans  le  cas  actuel ,  cette  relation  est  satisfaite,  car 
on  a 

RI  ^  (r  ^ZTiy  ~  o. 

Ce  qu'il  me  fallait  démontrer. 

Note  ilii  Rédacteur,  Cinq  Françaises  se  sont  livrées 
avec  succès  aux  études  mathématiques  :  i^  Marie  Crous 
(164 1),  qui  a  introduit  en  France  le  calcul  décimal; 
2°  Jeanne  Dumée  (1684)  ;  son  ouvrage  sur  Fastronomie , 
jamais  publié ,  existe  manuscrit  à  la  Bibliothèque  impé- 
riale; 3^  la  célèbre  marquise  du  Chàtelet;  4^  Hortense 
Lepaute,  femme  du  célèbre  horloger,  et  qui  a  calculé 
pendant  plusieurs  années  la  Connaissance  des  Temps: 
le  botaniste  Conunerson  a  donné  à  une  très-belle  fleur  le 
nom  de  cette  femme  distinguée  Peautia  cœlestina^  et  en- 
suite de  Jussieu  a  changé  ce  nom  en  celui  de  Hortensia, 
géuéralement  connu;  5^  Sophie  Germain,  lauréat  de  l'A- 
cadémie des  Sciences,  pour  la  question  très-difficile  des 
plaques  vibrantes. 

La  marquise  de  THôpital ,  femme  du  célèbre  géomètre^ 
a  inséré  dans  le  Journal  des  Sa\^ants  un  Mémoire  sur  un 
sujet  mathématique.  Lalande  cite, avec  éloge  une  autre 
dame  de  sa  connaissance  qui  s'occupait  d^astronomic. 
Les  âmes  n'ont  pas  de  sexe ,  dit  J.-J.  Rousseau ,  et  l'intel- 
ligence réside  dans  Tâmc. 
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DÉMONSTRATION  B  UN  THÉORÈME  DE  M.  KRONEGKER 
(«UESTION373) 

(folr  p.  178)^ 

Pak  m.  E.  P***, 

•Professear. 

Sok 

une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  et  le  pre- 
mier  terme  ayant  pour  coefficient  V unité;  si  les  modules 
de  toutes  les  racines  sont  égaux  à  V unité,  toutes  les  ra- 
cines de  cette  équation  sont  des  racines  de  V unité. 

Pour  le  démontrer,  je  représente  par 

f^{x)=zO,      (.rj,   .rj,...,   :ri), 


d'autres  équations  dont  les  racines  sont  respectivement 
celles  de  la  proposée  élevées  à  la  deuxième,  troisième,  etc., 
puissance.  Dans  toutes  ces  équations,  le  premier  coeffi- 
cient est  Tunité  et  tous  les  autres  sont  des  nombres  en- 
tiers limités,  car  chacun  de  ces  coefficients  est  la  somme 
d'un  nombre  fini  de  termes  dont  le  module  est  Punité,  et 
Ton  sait  que  le  module  d'une  somme  est  inférieur  à  la 
somme  des  modules  de  ses  parties. 

Conséquemment,  le  nombre  des  combinaisons  des  va- 
leurs de  ces  coefficients  sera  limité  et  l'ou  trouvera,  parmi 
les  équations  ri-dessus,  une  au  moins  qui  sera  répétée  un 


(  :^93  ) 
nombre  iufini  de  fois.  Supposons  alors  que  les  équalions 

/.(.r)=:o,      (X7,  xî,...,   ^), 


aienl  les  mêmes  coefficients  et,  pur  suite,  les  mêmes  ra- 
cines. Il  peut  arriver  que  ces  racines,  rangées  comme  nous 
l'avons  fait,  suivant  l'ordre  croissant  des  indiocs,  ne  soient 
pas  respectivement  égales  à  celles  qui  occupent  le  même 
rang  dans  la  première;  alors  les  raciues  de  /„  (x)  =:=  o> 
/J,(.r)  =  o,  etc.,  seront  de  certaines  permutations  des 
racines  de  /,  (xy=  o^  Mais  comme  le  nombre  de  ces 
équations  est  infini ,  tandis  que  le  nombre  des  permuta- 
tions est  fini ,  nous  trouverons  nécessairement  deux  équa» 
lions 

/«w=o,  (xr,  xf,...,<), 

M')  =  0,       (xf,   ,rf,...,xf), 

qui  appartiendront  à  la  même  permutation  :  par  consé-' 
cjuent,  on  aura 

d'où  Ton  conclut  que  les  racines  de  l'équation  donnée 
sont  aussi  racines  de  l'équation  binôme 


0.    Q.    Fi    D. 

Note  du  Rédacteur,  M.  Kronecker  a  énoncé  et  dé- 
montré ce  théorème  dans  le  tome  LUI,  cahier  a  du  Jour- 
nal de  Crelle.  M.  Prouhet  et  aussi  M.  Moutard  sont  par^ 
venus  chacun  spontanément  à  la  même  démonstration 
que  M.  Kronecker.  Cesl  par  erreur  qu'où  lit  à  la  page  178 
le  nom  de  M.  Hermite. 
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PRINCIPES  BK  DISCUSSION  DES  SURFACES  ET  DES  LI6NES 
DU  SECOND  DEGRÉ, 


Surfaces, 

1 .  Notation  ^  On  prend  les  coordonnées  quadrilittères 
~î  — »  —  afin  de  rendre  Fëquation  homogène. , 

On  donne  des  indice»  à  chaque  coefficient,  de  sorte 
que  l'indice  fait  connaître  le  terme  que  le  coefficient  af- 
fecte^ par  exemple  a^^  -^pX^^  et  Ton  pose 

2.  Théorème  dk  Jeraàbd  (^).  V fie  fonction  homo- 
gène quadratique  de  n  variables  est  la  somme  de  cannés 
de  n  fonctions  linéaires  de  ces  variables. 

Théorème  fondamental.  {Foir  Serret,  ^algèbre  supé- 
rieure,  note  V,  et  Nouvelles  Annales,  t.  XIV,  p.  279.) 

3.  Formes  réduites.  On  déduit  immédiatement  de  ce 
théorème  les  cas  suivants;  la  surface  représente  : 

i^.  Deux  plans  qui  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas  \ 

a**.  Une  droite; 

3**.  Un  point; 

4^.  Un  ellipsoïde  imaginaire. 

4.  Position  d'un  point  relativement  à  la  surface.  Le 
même  théorème  donne  la  solution  de  ce  problème  /on- 
damental  : 


C^)  Autour  de  Anal/ tic  al  Researches,  r(c.,  un  dos  deni  «xiimiiiatAura  pour 
les  mathématiques  h  runiversitc  de  Londres.  Feu  son  frère  était  membre 
du  sénat  de  cotte  université. 
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Étant  données  tes  coordonnées  iVun  point,  détermi- 
ner s'il  est  hors  de  la  surface  ou  dans  r intérieur  de  la 
surface. 

L'équation  indique  si  le  point  est  sur  la  surface. 

a.  Centre.  On  égale  à  zéro  les  quatre  dérivées  de  l'é- 
quation prises  respectivement  par  rapport  aux  quatre 
coordonnées.  I^s  valeurs  de  quatre  de  œs  équations  sont 
les  coordonnées  du  centre. 

6.  Déterminant.  Le  dénominateur  commun  de  ces 
quatre  valeurs  est  désigné  sous  le  nom  de  déterminant  de 
la  surface,  parce  qu'il  en  détermine  la  fçrme. 

7.  Surface  réglée.  On  peut  établir  les  relations  qui 
doivent  exister  entre  les  coefficients  pour  qu'on  puisse 
tracer  des  droites  sur  la  snrlace. 

8.  Déterminant  nul.  Centre  à  V infini. 

1^.  Paraboloïde  hyperbolique,  lorsque  la  surface  est 


2^.  Paraboloïde  elliptique,  lorsque  la  surface  n'est 
pas  réglée. 

9.  Déterminant  qui  n*est  pas  nul.  Centre  a  distance 
finie  de  l'origine. 

Appliquons  aux  coordonnées  du  centre  la  solution  du 
problème  4. 

A.  Centre  au  dehors. 

1°.  Hyperboloïde  k  une  nappe,  la  surface  étant  ré- 
glée; 

a^.  Hyperboloïde  à  deux  nappes ,  la  surface  n'étant  pas 
réglée. 

B.  Centre  sur  la  surface. 

Un  cône;  et  comme  cas  particulier  un  cylindre  ;  centre 
multiple. 

C.  Centre  à  V intérieur. 
Ellipsoïde. 


{^96) 
Lignes, 


10.  On  prend  les  coordonnées  triïiliàres   -^9  -^^   le 

reste  comme  pour  les  surfaces. 

H.  Dans  Téut  actuel  de  la  science,  telle  est  la  mé* 
thode  à  suivre  quand  on  a  pour  but  la  science*  Si,  au 
contraire,  on  a  pour  but  \es^  examens,  la  méthode  peut 
encore  convenir.  Il  suffit  de  remplacer  la  quatrième  coor* 
donnée  par  l'unité  et  les  coefficients  à  indices  par  les  coef- 
ficients vulgairement  employés. 


SHUTION  DE  U  mStm  389 

(Toir  puge  184): 

Par.  M.  COMBESCURE, 

FrofesBeur  k  Hontpellier. 


Soit 

les  A  désignent  les  coefficients  binomiaux. 

Si  l'on  élève  le  deuxième  membre  au  carré ,  le  terme 
indépendant  de  x  sera  évidemment 

a{i  4-A;-hAÎ-h...), 
on  aura  donc 

2  A/  =  le  coefficient  moyen  de  (  jp  -H  jt**  )"' 

2r.2r —  I..     r4-i  2r! 

~"  1.2.  ..r  ~  (H)»' 

On  peut  trouver  d'autres  relations  en  cherchant  le  coef- 
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ficient  d'une  puissance  déterminée  de  x  dans  le  carré  du 
second  membre  de  (a)  et  le  comparant  au  coefficient  de 
la  même  puissance  de  x  dans(x+x'~^)*''*  On  fournirait 
encore  d*autres  relations  en  élevant  les  deux  membres 
de  (a)  à  une  puissance  indéterminée  ou  en  multipliant 
cette  même  équation  par  d'antres  équations  analogues 
où  l'on  changerai t  r  en  d'autres  indéterminées. 


SftLlITION  DE  U  OIIESTION  374 

(TOtr  p.  178)  ; 

Par  m.   GOMBESCURE, 
ProfeMeur  à  Montpellier. 


Les  déterminants 

X       Y       z 

X  :> 

2 

u  = 

a     p     7 
abc 

vz 

=:  s 

7 

u>  rz- 

s'annulent  pour 

x  =  a. 

et  pour 

»  =7» 

s: 

=  7'. 

a'    p' 


à  cause  de  l'identité  de  deux  lignes  dans  cliacun 
pour  chacune  de  ces  substitutions. 
La  conique 


d'eux 


uw  —  p' 


pa&se  donc  par  les  deux  points  (cr,  p ,  y),  (a%  ^3', y  ' ) .  Comme 
ax-^  bjr-{-  ez      y     z 
aa-h  bp-hci      8     y 
aa'-h^p'-f-cy'      b     c 
au  point  commua  à  la  conique  et  à  la  droite 
rfjT-h  é»r-+-<?»  =  o(*). 


I 
a 


on  a 


o 

r 

z 

fla-h  ftp  +C7 

P 

7 

fl»  4-  ^»  4-  c* 

6 

c 

o 

7 

z 

I 

aa'^bp'^cy' 

P' 

7' 

a'-hb'-h  c' 

6 

e 

o 

>^ 

z 

5 

«a-h^P4-C7 

P 

7 

fla'-f-^p'-f-c/ 

P' 

7' 

ou 

an,  =  Aj  —  B», 

«iv.rrA'/  —  B'«, 

en  faisant 

Ifla-h^p-4-C7     7I  |ûa-+-6p     7 
a'  +  6*  -h  c'       c  I        \    a*  -^  b^        c 
B= 

En  exprimant  que  Téquation 

U,  IP,  —  pj  =  o 

est  décomposable  en  deux  facteurs  linéaires  en  j^  cl  z^ 
on  a 

(  AB'  —  BA')^  =  4.9'(CB'  -  DA')  (  AD  —  BC), 


(*}  Sur  la  paçc  i;8  il  faut  remplacer  >  ,  a  ,  v  par  a  ,  6,  c . 
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c*e  qui ,  par  la  règle  de  muliiplicaiion  des  déterminauls, 
se  réduit  en  supprimant  un  facteur  commun  a*  et  ex- 
trayant la  racine  carrée 

(fli4.6'-hc')I 


z=±!ks^(aa-h  b^'^cy){aaf  -h  àp'  -^  ^fl^» 


ou 


1  = 


a     p     7 

«'     P'    7' 
a     b     e 


Pour  que  la  droite  soit  tangente,  il  faut  donc  que 

1  =  0 

et  s  sera  indéterminé,  ou ,  si  I  n^est  pas  nul ,  que 

a»  4-  6'  -f-  r» 

21= ' 

±V^(«a-h  bp-^  cy){aoL'  -h  bp'  -h  cy') 

Une  proposition  analogue  doit  avoir  lieu  pour  la  sur- 
face du  troisième  ordre  iiwi^  —  f'  =  o,  où 

X    y    z    u 

a     p     y     â 

oT  p"  y"  r 

a     b     c     d 


X  y  t  u 

a  P  y  ù 

t!  P'  7'  (T 

i>r  p"  y"  r 


X    y     %     u 

a     p     y     i 
a'     ^    y'    V 

w  =: 

a     b     C     d 

X    jr     t     U 

«'  r  7'  *' 

«"   p"   7"   i' 

t  =1S 

a     b     c     d 

et  le  plan  ax^hy-hcz+du  =  o. 
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SBOIfiTRIB  ALSOMTHNIQUB. 


I .  Selon  Kant,  selon  ce  philosophe  par  excellence,  car 
il  n'est  pas  rhëieur  (^  ) ,  un  jugement  est  synthétique  lors- 
quHl  réunît  deux  idées  dont  Tune  n'est  pas  une  consé- 
quence nécessaire  de  Tautre.  Par  exemple,  un  corps  est 
pesant  est  une  proposition  synthétique.  On  ajoute  (^v- 
ri^v^i)  au  corps  une  qualité  qui  n'est  pas  renfermée  dans 
ridée  du  corps  :  on  peut  concevoir  une  substance  non 
pesante;  tandis  que  cette  autre  proposition,  un  corps  est 
étendu,  est  un  jugement  analytique.  L'idée  de  Tétendue 
est  déjà  comprise  dans  celle  du  corps;  on  Ten  détache 
seulement  (Gef«Au«).  Or  le  but  de  toute  science  est  de  con- 
naître^  de  trouver  ce  qui  est  inconnu.  Il  y  a  pour  cela  deux 
moyens  :  ou  Ton  réunit  des  idées  connues  pour  en  former 
une  idée  complexe  qui  était  inconnue  :  c'est  procéder  par 
synthèse;  ou  bien  on  décompose  l'idée  complexe. incon- 
nue en  idées  simples  connues  :  c^est  procéder  par  ana- 
lyse. Supposons  qu'un  homme  se  trouvant  en  A  demande 
le  chemin  pour  aller  à  l'endroit  B^  on  peut  lui  indiquer, 
partant  de  A,  tous  les  endroits  par  lesquels  il  doit  suc- 
cessivement passer  pour  arriver  à  B:  c'est  la  route  syn- 
thétique; on  peut  aussi  lui  indiquer  les  endroits  qui  mè- 
nent de  B  vers  A  :  c'est  la  route  analytique  »  La  première 
route  est  la  plus  naturelle  lorsqu'elle  mène  au  but  :  aussi 
c'est  celle  qui  est  la  plus  anciennement  suivie;  mais  on 
n'est  pas  toujours  sûr  qu  elle  mènera  au  but,  car  on  ne 

{*)  Nos  philobophcB  aciucU  visenlàreloqucnce,  considérant  la  philoso- 
phie comme  une  branche  de  la  liltérature  et  non  comme  une  science.  Les 
remarquables  ouvrages  du  P.  Gratry  ne  sont  pas  eiempts  de  ce  défaut. 
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sail  quelle  direction  prendre;  tandis  que  la  roule  analy^ 
tique,  dès  qu  on  aboutit  à  un  endroit  connu,  n*importc 
lequel ,  atteint  son  but. 

Les  treize  U^res  des  Éléments  sont  un  chef-d'œuvre  de 
synthèse. 

Euclide  ( — 385),  platonicien,  voulait  probablement 
rendre  accessibles  les  écrits  de  son  maître  et  particuliè- 
rement le  Timée,  où  il  est  souvent  question  des  polyèdres 
r^uliers  ('*').  Car,  chose  qui  parait  singulière  aujour- 
d'hui, les  anciens  philosophes  étaient  géomètres.  Eu- 
clide, partant  des  idées  les  plus  simples,  généralement 
admises  sur  Tespace,  ajoutant,  synthétisant  vérités  sur 
vérités ,  parvient  au  Xm^  livre  à  Tidée  compleie  des  po- 
lyèdres réguliers   et  démontre  les  propriétés  mention- 
nées dans  le  Timée,  On  n'y  rencontre  aucune  évaluation 
soit  d'aires,  soit  de  volumes*,  c'était  étranger  au  sujet.  11 
suffit  d'un  examen  superCciel  sur  le  contenu  et  la  forme 
du  XIV^  et  du  XV '^  livre  pour  se  couvaincrc  qu  ils  ne  peu- 
vent être  d'Euclide.  On  les  attribue  à  Hypaide  ( — a3o). 
La  Mécanique  de  Lagrange  est  un  chef<-d'œuvre  d'a- 
nalyse. Il  décompose  Tidée  des  vitesses  virtuelles  et  en 
déduit  tout  ce  qu  il  est  possible  de  savoir  sur  le  mouve* 
ment  et  ses  diverses  causes.  Toutefois,  c'est  une  grande 
erreur  de  croire  que  jamais  Euclide  ne  fait  usage  d'ana- 
lyse et  jamais  Lagrange  de  synthèse.  C'est  une  impossibi- 
lité logique;  mais  comme  la  synthèse  domine  dans  la 
géométrie  et  l'anal}* se  dans  l'algèbre,   chacune  de  ces 
sciences  a  été  désignée  par  sa  partie  dominante.  On  a 
donné  le  nom  de  géoméirie  analytique  k   l'emploi  de 
l'instrument  algébrique  pour  découvrir  les  propriétés  de 
l'espace.  Cette  dénomination  a  le  défaut  d  être  trop  ab- 


(•)  C'est  l'opinion  très-plausible  de  Doiinot,  estimé  de  Descartes ,  le 
plus  iiit€lli{;ent  dei*  premiers  trnductcurs  en  français  d'Euclide  (iGi3). 
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solue,  trop  exclusive.  Aussi  un  mathëraatîcien  qui  joignit 
à  uu  vaale  savoir  un  grand  fonds  de  charlaianisme  et  qui 
a  souillé  à  dessein  ses  œuvres  les  plus  considérables 
d'une  obscurité  calculée,  d'une  profondeur  factice, 
Wropski,  substitue  à  cette  dénomination  celle  de  géomé^ 
métrie  algoràhmii/ue.  Dans  un  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  Wronski,  Lagrange  et  Lacroix  ont  loué  et  approuvé 
cette  locution.  Eile  est  en  effet  très-^caractéristique  et  fait 
ressortir  la  différence  fondamentale  entre  la  géométrie 
d'Euclide  et  celle  de  Descartes.  Dans  la  première,  les  £• 
gures  sont  tracées^  Toeil  extérieur  suit  toujours  les  mou- 
vements de  Tœil  intérieur  ;  tandis  que  dans  la  seconde , 
les  figures  sont  présentées  par  des  signes  et  ce  n*est 
guère  qu'à  la  fin  du  procédé  logique  que  l'œil  intervient 
pour  opérer  les  constructions  :  un  procédé  est  graphique 
et  l'autre  est  purement  signalétique ,  en  d'autres  termes, 
purement  algorithmique.  L'instrument  se  compose  d'é- 
quations  dont  le  maniement  est  souvent  très-pénible, 
surtout  quand  il  s^agit  d'opérer  des  éliminations.  Dans 
ces  derniers  temps,  les  équations  elles-mêmes  étant  pré- 
sentées par  des  signes^  l'algorithmie  géométrique  a  été 
considérablement  perfectionnée.  La  combinaison  de  ces 
signes,  qui  se  fait  pour  ainsi  dire  à  vue,  amène  avec  une 
facilité  étonnante  des  théorèmes  d'une  extrême  généralité 
et  qu'il  serait  très-pénible  d'aborder  directetnent,  même 
en  s' aidant  de  la  géométrie  graphique.  Cette  nouvelle  al- 
gorlihmie  est  exposée  avec  une  grande  lucidité,  d'une 
manière  très^élémen taire,  dans  Fouvrage  suivant  : 

A  Trcatise  of  conic  Sections^  containifig  on  account 
of  some  oj  the  most  important  modem  afgebraic  and 
geotnetric  mefhods,  by  the  rev.  Georg.  Salmon.  Second 
édition,  rcvised  and  eularged.  Dublin,  MDCCCL  {*)  : 

O  \\  existe  une  troiMême  édition  que  dous  dc  coiinulssons  pas 


(  3o3  ) 

Traite  des  Sections  coniques,  où  Fon  rend  compte  de 
quelques-unes  des  plus  importantes  mëtliodcs  modernes, 
algébriques  et  géométriques^  par  le  rév.  Georg.  Salmon. 
Dublin ,  i85o  ;  in-8  de  34^  pages. 

Nous  allons  donner  un  spécimen  de  ces  méthodes. 

2.  Soit 

a?coftft-hj  sintt  —  ^aso 

l'équation  d'une  droite  ;  axes  rectangulaires;  p  est  la  lon- 
gueur de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Forigine  sur  cette 
droite;  a  Tangle  que  fait  cette  perpendiculaire  avec  la 
partie  positive  de  l'axe  des  x.  Nous  représentons  cette 
équation  par 

a:aOj 
de  même 

p  =  o 
est  Téquation 

X  cosp  -f-  j  sin  p  —  p  ^=  o 

d'une  autre  droite,  etc. 

Xi ,  ji  étant  les  coordonnées  d'un  point,  nous  désigne- 
rons par  «1  Texpresaion 

X,  cosa  -f-^,  sina  — /?. 

11  est  facile  de  voir  que  celte  expression  est  la  longueur 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Xf^i  sur  la  droite 
a  =  o;  le  point  a|3  est  Vinierscction  des  droites  a,  (3. 

3.  Soit  le  triangle  ABC  : 

a  =  o  équation  du  côté  BC| 
p==o  —  AC, 

7=o  —  AB; 

a  -h  /p   =0, 

P  H-  W7  =  o, 

7  -h  /la  =o. 


{  3o4) 
sont  évidemment  lea  équations  de  droites  passant  respec- 
tivement par  les  sommets  C,  A,  B;  lorsque  l'on  a  la  re- 
lation 
(i)  I  -+-  Imn  =  o, 

les  trois  droites  passent  par  le  même  point;  car  une  de 
ces  équations  est  alors  la  conséquence  des  deux  antres. 
Une  au  moins  des  trois  quantités  doit  être  négative.  Pre- 
nons un  point  quelconque  Xij^i  sur  la  droite 

«-4-/p  =  o, 
on  a 

Au  rapport  ~  on  peut  sul>stituer  le  rapport  entre  les 

sinus  des  angles  que  fait  la  droite  a  +  ^P  avec  les  côtés  a 
et  |3  ;  de  même  pour  les  deux  autres  droites.  On  voit  dia- 
prés cela  que  les  trois  bissectrices ,  les  trois  médianes ,  les 
trois  hauteurs  satisfont  à  Téquation  (i);  donc  dans  cha- 
cun de  ces  systèmes  les  trois  droites  se  coupent  an  même 
point. 

On  déduit  aussi  facilement  les  propriétés  segmentaires. 

4.  Bissectrices,  L'équation  d^une  bissectrice  intérieure 

est 

«  —  p  =  o 

cl  celle  d'une  bissectrice  extérieure 

a-h  p  =  o; 
les  quatre  droites  a^  a  —  (3,/3,aH-(3  forment  un  faisceau 
karmoni(jue, 

5.  Rapport  anharmonique.  Soient 

a  —  /,  p  =  o , 

«  — /,p  =  o, 

a  —  /,p  =  0, 

«  — /,p==o, 


(  3o5  ) 
les  équations  des  quatre  rayons  d'un  faisceau; 

est  le  rapport  anharmonique  du  faisceau.  II  suffit  pour 
s'en  convaincre  de  couper  le  faisceau  par  une  droite  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x.  Si  ce  rapport  est  égal  à  — i,  il  de- 
vient harmonique. 

6.  Menons  dans  le  triangle  ABC  les  transversales 
GF  coupant  AB  en  F, 
BE       —        AC  en  E, 
AD       —       BC  en  D, 

et  supposons  que  les  trois  transversales  se  rencontrent 
au  même  point  O. 
Soient 

L  le  point  d'intersection  de  FE  et  de  BC, 

M                      —  DF     -     AC, 

N                       —  DE     -     AB, 
on  aura 

la.  —  m^=:o  équation  de    CF , 

mp—   n*fz=z'0  —           AD, 

^7—    /a  =  o  -^           BE, 

iwp-Mî7—    /a  =  o  —            EF, 

/aç  —  mp-f-  «7  =  0  —            DF, 

/«-♦-/iip—  /f7==o  —           DE; 

ajoutant  les  trois  dernières  équations,  on  obtient 
/a-hOTp4-«7  =  o, 

équation  d^une  droite  qui  passe  par  les  trois  points  L, 
M,  N;  donc  ces  trois  points  sont  eu  ligne  droite. 
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(  io6  ) 
Les  quatre  di^oites  EN,  EA,  EF,  ElB  fpriiieut  un  fais- 
ceau harmonique^  car  elles  oui  pour  équations 

/a-4-/wp  —  /iy  =  o,      p=:o, 
/?#p-h«7  —  /a(  =  Oy      /ly  —  /a=o, 


7*  Théorème.  Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C. 
Soient 

at=Oy      p  =  0|     7=2  0 

les  équations  respectives  des  côtés  BC,  AC  y  AB  ; 
a'  =  o,     p'  =  o,     /  =  o 

les  éç|i|ations  respectives  des  çâités  6'Ç^  A'  C,  A'B'. 
Si  Ton  a  les  trois  relations 

iia-f-  a'a'==  ftp  4- A' p'  =C7  -h  c'y' =  0, 

les  intersections  AB,  Â'B';  BC,  B'C'^  AC,  Â'C  sont  en 
ligne  droite.  On  en  déduit  que  les  droites  A  A',  BB\  CC 
passent  par  le  même  point,  et  réciproquement. 

Si  les  trois  perpendiculaires  abaissées  de  A  sur  B'C^ 
deB  sur  A'C,  de  C  sur  A'B'  se  coupent  en  un  même 
point,  les  trois  perpendiculaires  abaissées  de  A'  sur  BC, 
de  B'  sur  AC^  de  C  sur  BC  se  coupent  aussi  en  un  même 
point. 

Cercle, 
8.  TnéoaÈicE.  Soient 

«  =  o,     p=ro,     7  =  0 

les  équations  des  trou  celés  du  triangle  ABC ,  le  cercle 
circonscrit  a  pour  équation 

«P  sinC  *^  Py  sin  A  +  7asinB  s=.  o« 


(3o7) 
Démons  fmUoii .. 

est  i*équalion  d'une  conique  passaut  par  les  trois  som- 
mets A,  B,  C,  et  remplaçant  a  )  p,  y  par  les  équatioos 
que  ces  lettres  représentent ,  on  trouve ,  pour  que  la  co- 
nique représente  un  cercle , 

/  =  sin  A ,      #71  =r  sinB ,     n  =  sinC. 

Obseryatîon.  «iJJ,  sinC-H  jS^y,  sinÂ-f-  yt  sinA'estle 
double  de  Taire  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds 
des  trois  perpendiculaires  abaissées  du  point  Xi ,  yi  sur 
les  trois  côtés  du  triangle-,  l' équation  exprime  que  cette 
aire  s'annule  lorsque  le  point  Xi ,  ji  est  sur  la  circonfé- 
rence, c'est-à-dire  que  les  trois  pieds  sont  en  ligne  droite. 

9.  L'équation  du  cercle  étant 

7  (PsinA  -h  a  sinB)  -f-  apsinC  =  o, 
montre  que  la  droite 

psinA-f-asinB  =  o 
touche  le  cercle  au  point  C  5  de  même 

psinC-hv  5inB=:  o 
touche  le  cercle  au  point  A  ] 

7  ^in  A  -f-  a  sin  C  =  o 

touche  le  cercle  au  point  B. 

Ces  équations  montrent  intuitivement  que  les  points 
où  les  tangentes  rencontrent  les  côtés  respectivement  op* 
posés  du  triangle  ABC  sont  en  ligne  droite. 

10.  Lemme.  Soit  un  triangle  formé  par  deux  tan* 
gentes  à  un  cercle  et  par  la  corde  qui  joint  les  points  de 
contact  -,  la  distance  de  chaque  point  du  cercle  à  la  corde 
est  une  moyenne  proportionnelle  géométrique  entre  le 
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(  3o8  ) 
rectangle  des  distances  du  même  point  aux  deirx  tan- 
gentes. 

11.  Théorème.  Le  cercle  inscrit  au  triangle  ABC  a 
pour  équation 

■i-       I  ^       i  J-       I 

a'cos- A-f-  S*  COS-B  4-7'co*-Cr=:  o. 

Démonstration,  Soient  A',  B',  C  les  sommets  des 
points  de  contact  situés  respectivement  sur  les  côtés  BC, 
AC,AB,et 

a'  =  o,      P'=o,     y=o 

les  équations  des  côtés  B'C,  A'C,  A'B';  Téquation  du 
cercle  inscrit  à  ABC,  mais  circonscrit  à  A'  B'C,  est 

a'  p'  sin  a  H-  p'  7'  sin  A'  -|-  7'  a'  sin  B'  =  o. 

Or,  d'après  le  lemme, 

«'«=P7,      p"  =  7a,     7'^  =  ap 
et 

C'  =  go»— ic,      A' =  90°- -A     et     B'  =  9o«  — ^B; 

donc  Téquation  du  cercle  inscrit  est 

j.       i  i.       I  II 

a'  cos  -  A  -f  B'  cos  -  B  -h  7*  cos  -  C  =  o. 

Observation,  L'équation  d'une  conique  inscrite  dans 
le  triangle  ABC  est  en  général 

/'a^-|-i7/»P'-f-/i'7»--  7,mnp^  —  2/1/0(7  —  ^mla^:=zo^ 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(/a)^4-(/^/prH-(«7r  =  o; 


(  3o9  ) 
pour  le  cercle  iuscrit ,  on  a 

/  =  CO$'-A,      W  =  COS'-B,       //=:C08'-C. 
2  2  2 

Nous  reviendrons  souvent  sur  cet  ouvrage  hors  ligne 
qui  est  devenu  classique  en  Angleterre  et  qui  mérite  cette 
distinction  partout.  Uu  éditeur  intelligent  rendrait  ser- 
vice au  pays  par  l'importation  d^un  produit  qui  nous 
manque  complètement,  et,  hâtons-nous  de  le  dire,  un 
produit  qui  n'est  pas  contraire  aux  Programmes. 


SDR  UN  TBÉORÈNE  DR  M.  TCIEBIGHET; 

Pab  m.  allegret, 

ProfeflBOur. 


Le  théorème  énoncé  par  M.  de  Tchebichef  (*)  sous  le 
n°  343,  t.  XV,  p.  353,  est  démontré^  ainsi  que  plusieurs 
autres  beaucoup  plus  généraux ,  au  tome  XI  des  Nouvel/es 
annales,  p.  4^^  ^^  4^*^  )  dans  un  intéressant  article  de 
M.  Lebesgue. 

On  pourra  démontrer,  en  suivant  la  même  marche,  ce 
théorème  négatif  : 

Si  un  nombre  premier  p  est  de  la  forme 

X 

n  désignant  un  nombre  impair,  ce  nombre  n  n'est  ni  une 
racine  primitive  dep  ni  congru  à  la  puissance  n''*"'  d'une 
racine  primitive  quelconque  de  p,  (On  suppose  l'expo* 
sant  entier  A^o.) 

Je  ferai  observer  que  la  question  résolue  par  Leonardo 
—  -  .  .  — 

(•)  Prononcez  Tchcbithof. 


(3.0) 
Pisaiio  (voir  Bulletin,  p.   4» ,    i856)   a  été  traitée  par 
Diophaïuc,  livre  I,  prop.  XXVII  et  XXVIII.  Le  pro- 
blème peut  être  facilement  génétalisé  et  étendu  à  ttn 
nombre  quelconque  d^nconnues. 


SUR  LE  P0LV60NII  RimilR  DB  MX-SRPT  GOTiS^ 

Par  m.  Julbs  HOÙEL, 

Docteur  es  Sciences. 


Dajis  le  tome  II  des  Nonùelles  Annales,  p.  890 ,  il  est 
fait  mention  d'une  construction  donnée  par  M.  de  Staudt 
dans  le  Journal  de  CrcUe ,  pour  le  polygone  régulier  de 
dix-sept  côtés.  Voici  la  traduction  du  texte  très-défec- 
tueux comme  j^ai  cru  pouvoir  le  rétablir. 

Menez  deux  diamètres  rectangulaires  A6,  CD,  et  par 
les  points  D,  A,  C  les  tangentes DS,  AS,  Ce;  portez  sur 
Ce,  dans  le  même  sens  à  partir  de  C,  les  longueurs 
Ce  =  a  AB ,  C  A  =  8  Ali,  et  tirez  Se ,  SA  qui  coupent ,  la 
première  le  diamètre  CD  en  ^,  la  seconde  la  circonfé- 
rence en  E ,  E4.  Par  les  points  e ,  e  1  où  les  cotdes  CE ,  CEj 
prolongées  rencontrent  la  tangente  menée  par  D ,  tirez 
les  droites  cF,  rfF,,  «i  Fj ,  dV^  qui  coupent  la  circonfé- 
rence en  F,  F, ,  Fj ,  F,.  Soient  /,/i  ,/t  ^/s  les  points  où 
les  droites  DF,  DFi ,  DF, ,  DF,  coupent  la  tangente  me- 
née par  C  ^  et  g,  gf, ,  g, ,  g^3  les  intersections  du  diamètre 
CD  avec  les  cordes  S/,  S/,, S/,,  S/,.  Les  droites ^g,, 
ff  8^  ^ftgtj  fig  couperont  la  circonférence  en  huit  points 
tous  situés  sur  le  demi-cercle  ADB.  Enfin,  joignons  ces 
buit  points  au  point  C ,  et  par  les  pointa  A, ,  h^  >  A» ,  etc., 
où  ces  cordes  rencontrent  le  dîamètre  AB ,  élevons  sur  AB 
les  perpendiculaires  Ai.Au,  At  Au,  Aa.  Au>  etc.  La  fi- 


(3.1  ) 
gurc  AAi  Asv**)  ^14  A,t  A,eMra  un  bepudtfcagone  régu- 
lier. 

Quant  à  la  démonsiration ,  je  n^ai  pas  entrepris  de  la 
trouver. 

Note  du  Héilactew\  La  très-bonne  figure  jointe  i  cet 
écrit  ayant  besoin  d'être  induite ^  nous  la  supprimons.  La 
description  est  si  claire,  que  chaque  géomètre  peut  tracer 
ou  faire  tracer  la  figure.  Touferois,  si  Ton  réclame,  nous 
la  donnerons  plus  tard. 


QUESTIONS 

(r«lr  p.  IM). 


391 .  Construire  le  pentagone  ABGDE,  connaissant  les 
côtés  EA,  AB,  BC-,  les  diagonales  AD,  BD,  Tangle  D  et 
le  rapport  des  côtés  DC ,  DE.  ( PnovHBt .  ) 

392.  Si  Téquation 

(i)  /W  =  o 

est  de  degré  pair  et  si  ses  racines  peuvent  se  partager  en 
Gouples  donnant  la  même  somme  a  5 ,  Téquation 

(a)  /'(*)=« 

admettra  la  racine  s  et  ses  autres  racines  se  jiarlageront 
en  couples  donnant  la  même  somme  a.f. 

Si  l'équation  (i)  est  de  degré  impair^  ayant  une  ra- 
cine égale  à  5  et  toutes  ses  autres  racines  pouvant  se 
partager  en  couples  dont  ta  somme  égale  a5,  les  racines 
de  Téquation  (2)  se  partageront  aussi  par  couples  don- 
nant la  même  somme  a5. 

Dans  le  premier  cas ,  les  équations 

/'(.r)  =  o,    /-(.r)  =  a.    /-(*)  =  o,..., 


(3ia) 
et  dans  le  second  les  équations 

/(x)  =  o,     /"(^)  =  o,    /-(x)  =  o,..., 

auront  en  commun  la  racine  s.  (Prouhet.  ) 

^3.  Théorème.  Etant  donnée  une  parabole  ABCDE 
du  troisième  ordre,  représentée  par 

j*  =  /?  H-  ^x  4-  €X'  -j-  dx^'j 

on  fait  passer,  par  les  extrémités  A ,  C ,  E  de  trois  or- 
données équidistantes  /o  9  /i  9  J^s  9  la  parabole  du  second 
oi*dre  dont  Téquation  aurait  la  forme 

7^  =  A-f-Bx-^Ci'. 

Ces  deux  courbes  déterminent  deux  segments  curvilignes 
ABCA,  CDEC  équivalents  entre  eux. 

Comllaiœ  /.L'aire  comprise  entre  la  première  courbe, 
Taxe  des  abscisses  et  les  ordonnées  extrêmes /o, /t,  est 
donnée  par  la  formule 

Corollaire  IL  La  formule  de  quadrature  de  Simpson, 
appliquée  à  la  parabole  du  troisième  ordre ,  est  toujours 
exacte^  même  quand  le  nombre  des  valeurs  de  l'ordonnée 
se  réduit  à  trois.  (E.  Catalan.) 

394.  Dans  une  conique,  le  rapport  anharmonique  du 
faisceau  de  quatre  diamètres  est  égal  au  i  apport  anhar- 
monique  de  quatre  diamètres  respectivement  conjugués. 

(Salmon.) 

395.  La  polaire  réciproque  d'un  cercle^  relativement  à 


(*)  0  est  rinlQTTallc  de  deux  ordonnées  conkéculivcs. 


(3.3) 
un  cercle  de  centre  O,  est  une  conique  ayant  pour  foyer  O 
et  pour  directrice  la  polaire  de  O  relativement  au  cercle 

donné,  et-  pour  rapport  focal;  d  égale  la  distance  des 

centres  et  r  le  rayon  du  cercle  donné. 


PROBLÈME  COMBINATOIRE  SDR  DBS  PUN8  PASSANT 
PAR  UN  SYSTBNI  M  PMNTS; 

Pae  m.  Jules  BOURDIN, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


Etant  donnés  dans  Tespace  m  points  dont  quatre  ne  sont 
pas  dans  le  même  plan ,  trouver  le  nombre  des  points 
nouveaux  qui  résultent  de  Tintersection  des  plans  qu^on 
peut  mener  par  les  points  donnés. 

Le  nombre  des  plans  différents  qui  peuvent  passer  par 
les  m  points  pris  trois  à  trois ,  est  donné  par  la  for- 
mule 

r»  _w(w— i)(/y/  —  2) 

I  .2.3 

Les  intersections  de  ces  plans  trois  à  trois,  s'ils  étaient 
quelconques ,  seraient  données,  en  représentant  par  M  le 
nombre  des  plans,  par  la  formule  analogue 

.  .  M  (M>>i)fM->2) 

''^  1.2.3 

Mais  ces  plans  ont  été  menés  par  les  m  points  donnes; 
la  formule  (i)  énumère  outre  les  points  cherchés  :  i^  les 
points  donnés,  2^  des  droites  passant  par  les  points  don- 
nés, 3'^  des  points  multiples. 

De  là  trois  corrections  à  faire  subir  à  la  formule  (i) ,  si 


(  3.4) 

l'on  ne  reut  obtenir  (jue  les  points  nouveaux  et  ne  comp- 
ter chacun  qu'une  seule  fois. 

Première  correction. 

Par  un  des   points  donnés  il  passe  autant  de  plans 

c|u'on  peut  mener  de  droites  par  les  (m —  i)  |x>ints  res- 

,        ,    ,.       [m  —  \){m  —  a)    ..    ,..  . 

tauts,  c  est-a-dire  -i •-^ Je  désigne  ce  nombie 

par  N  -,  si  je  pi^eods  maintenant  toutes  les  combinaisons 
de  ces  N  points  trois  à  trois ,  j*aurai  le  nombre  des  inter- 
sections qui   se  confondent  avec   le   point  donné.  Ce 

,  N(N  — iJ(N  — 2)    ,  ., 

nombre  est  — ^  f^^  S  la  première  correction  sera 

I  •  2  •  O 

donc 

^N(N^,)(N-2) 

I     2.3 

Deuxième  correction. 

Il  est  à  remarquer  que  dans  le  cas  général  pour  qu'il 
passe  plus  de  deux  plans  par  une  même  droite,  il  faai 
que  celte  droite  joigne  deux  des  points  donnés,  a  et  £  par 
exemple;  la  droite  ab  est  alors  Tintersection  commune  de 
(m  —  2)  plans  dont  les  combinaisons  trois  à  trois 

(/w—  \)[m  —  2)(w  —  3) 

sont  comprises  dans  la  formule,  mais  qui  par  la  prcmièie 
correction  ont  été  retranchées  comme  se  confondant  avec 
le  point  donné  a  ;  ces  mêmes  combinaisons  ont  ég«ilemeiit 
été  retranchées  comme  se  confondant  avec  le  point  &  ;  il 
faudra  donc  comme  deuxième  correction  ajouter  le  nombre 

(  w  —  2  )  (  w  —  3  )  (  m  —  4  ^ 

I  .2.3 

autant  de  fois  qu'on  peut  mener  de  droites  par  les  m  points 


(3.5) 
donnés,  c'est-à-dire  — - — ^^—  fois.  La  deuxîèmecorrec- 

1  .2 

tioii  est  donc 

.   m  (m  —  i)  ^^  (w  —  a) (m  —  3)  (w  —  4) 

1.2  1.2    3 

ou,  en  multipliant  et  divisant  par  lo, 

^  ^^m(w-l)(/l|  — 2)(/fl->3)(/lt— 4) 

I .2.3.4-5 

Troisième  correction. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  droites  qui  joignent 
les  points  donnés  deux  à  deux  étaient  les  seules  qui  fus- 
sent formées  par  Tintersection  de  plus  de  deux  plans. 
Les  points  multiples,  c'est-à-dire  ceux  qui  donnent  les 
intersections  de  plus  de  trois  plans,  se  trouveront  donc 
par  rîntersection  de  ces  droites  avec  les  plans  menés  par 
les  (m  —  2)  points  étrangers  à  la  droite,  pris  trois  à  trois, 
et  dont  le  nombre  sera 

(//i  — a)(/;,^3)(ffl  _4) 
1.2.3 

On  voit  ainsi  qu'il  y  aura  sur  chacune  des  — 

droites  qui  joignent  les  points  deux  à  deux, 

(m  —  2)  (m  —  3)  (/If  —  4) 

1.2.3 

points  cherchés  et  qui  chacun  auront  été  comptés  par  fa 

formule  (  1  )  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  combinaisons  deux  à 

deux  des  (m  —  2)  plans  qui  forment  une  droite,  c'est-à-dire 

(//i  —  2)(/W  —  3)  ^  .       -  .  .,  , 

lois.  La  ti*oiSK»me  et  dernière  corrcc- 

1 .2 


(  3i6) 
tiou  sera  donc 

m  [m  —  I ) 

I  .1 

(/>i--2)(w--3)(/ii  -4)  r(w-  2)  (//!--  3) 


^  1,2.3  I  1.2 


ou,  eu  multipliant  et  divisant  par  10, 

w  (/»  —  \)(m  —  2)  ( /;i  —  3  )  ( /?!  —  4  ) 


—  10- . 

I .2.3.4*5 


"(w  —  2)  (i/i  —  3) 


-,]. 


Le  nombre  des  points  cherchés  sera  donc  compris  dans 
la  formule 

M(M-i)(M-2)       ._W(W-.)(N-2) 
^^m(w  -i)(w  — 2)(w  — 3)(w  — 4) 

I.2.3.4'& 

en  posant 

^^_iw(//i-i)(/w  — a) 

1.2.3 

et 

^_  ;/i(iyi  — i)(w2) 
t. 2 

'Note.  Ce  problème  a  déjà  été  traité  dans  le  Journal 
de  M.  LiouvIIle,  t.  V,  p.  264  9  mais  on  n^a  pas  eu  égard 
à  la  première  et  à  la  troisième  correcûon. 


(3i7  } 

NOTE  SUR  LES  FORIIILES  DINTERPOUTION 
DE  LA6RAN6E  ET  M  NEWTM. 


Si  F  (x)  représente  une  fonction  algébrique  entière 
dont  le  degré  ne  soit  pas  supérieur  au  nombre  entier  m, 
et  qui  prenne  les  (m  +  i)  valeurs  «^,  Mi,  M|,...,  M«-tj 
w«_i ,  «m  lorsqu'on  y  remplace  la  variable  x  par  les  m-hi 
valeurs  différentes  Xo,  Xj,  Xt,...,  x^^,,  x,„.,,  x„,  on 
sait  que 

p  ,    j  _   (x  — jr.)(j?  — x,)...(x--x^.)(x  — X,)    ^ 
(x,  — x,)(x,  — «,).  .•(x,  — x«^,)(x,  — X,)    • 

^    (x  — x,)(x-^x,)...(x-^x^.)(x,  ^x,)   ^^  _^^^ 
(x,  —  x,)(x,  —  x,)...(x,  —  x«_,)(x,  —  x«) 

(x  — x,)(x  — x.)...(x^x^a)(x  — x,) 
(x.,.,  —  x,)(x«^t— x,)...(xg,-.,— x,.«,)(x«,.,  — x„)  "•"' 

(x  — xj  (x  — .r,)..  .(x  — x^^O(x  —  x,.,,) 
(x,  —  X,)  (x„  —  X,)  .  .  .(Xg|  —  x,„,)  (x«  —  x«_,)     *' 

C'est  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

Mous  allons  établir,  an  moyen  de  cette  formule,  un 
principe  qui  nous  sera  utile  ;  en  voici  Ténoncé  : 

Soîty*(x)  le  produit  des  (m  -h  i)  facteurs  consécutifs 
X,  (x-f-  i),  (x-ha),...,  (x  +  m— i),  (x4-/»);  on 
aura,  pour  toute  valeur  de  x, 

1 .2.3.  . .  (/n  —  I)  /?!  = m- — ; 1 

^  '  x  x-Hi  i.ax-f-2 

m(w  — i)(w  — a)/(x)    ^ 

(')  i TTl Ï^Ts"^- 

_^ct(w~i)...(w-/>-m)/(x)  _     _  /(-g)       ^  A-^) 

i  ,:i. ,  ,  p  X  4-/?  p -f-  w  —  1       X  -h  w 


(3i8) 
Par  exemple ,  on  a ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x , 

I .  a. 3  =  ( X  4- 1) (^  H-  a)( jp  -»-  3)  —  3x  (x 4-  2)  (x  -h  3) 
-h3x(x-+-i)(x-h3)  — x(x-»-  i)(x4-2), 

comme  on  peut  le  reconuaitre  par  un  calcul  très-simple. 
Poar  établir  d'une  manière  générale  Tégalité  (i) ,  pro- 
posons-nous de  déterminer  une  fonction  algébrique  en- 
tière f  (or)  qui  soit,  au  plus,  du  degré  m  et  qui  prenne 
les  valeurs  ii^,  ii| ,  u,, . . . ,  m«_,  ,  i/„,  lorsqu'on  y  remplacera 
lavariablexparo, -^i,  — 2,...,  — (m — i), — m,  La  for- 
mule d'interpolation  de  Lagrange  donne  immédiatement 

/  _;_,_fxH-i)(x-ha)...(x-^m->-i)(x-h/ii)^^ 
^^    '  1.2. .     («t  —  \).m 

x(x-H  2)...(x«4»  m^-i)  (x-f-  w) 
l.I. .  .(m  —  2)(/i»  — l) 

\  x(x-n)«.»(x-h/y  — i)(x-4-/>-f-i)>«.(x-HW'-i)(x-M»)    _ 

/i(/^— i)...i.i...(m— />— i)(m— />)  "'^" 

x(r-H)...(x-h/«  — 2)(x4-iw) 
^      (iw  —  l)(/?l  --2)(/l|  — 3). . .  I  .1         **"' 

^x(x4-i)-  «  »(x4- w~  2)(x-f-i»  —  i) 

m.(/»j  —  i).  .  .2. 1 

Il  est  d'ailleurs  évident  que ,  quelles  que  soient  les  valeurs 
supposées  à  e/^,  lit,  Utv**'  ^m.i  9  ^m?  1^  fonction  précé- 
dente prend  ces  valeurs  lorsque  l'on  remplace  x  par  o, 
—  I,  — 2,...,  [m  —  ï), — m.  Or,  si  l'on  suppose  que 
chacun  des  nombres  u^,  lii,  lit*--*)  l'm-i  )  v^  est  égal  au 
produit  1.2.3...  (m  —  i)  m,  l'égalité  (a)  deviendra 

/^N  _/(*)      ,,   /(^)    ,^(^-0  /(')       m(m~»)(m^2)/(x)  _ 
^^'  X  x-f-i  1.2       X -f- a  1.2  3  X-+-3 

_^m(>;,-i)...(/»-/>-H)/(x)  /(x)       ^/(jj. 

I.2.../7  X  -\- p^  ^         X-4-/W  1         x-|-« 


(  3.9  ) 
et  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  premier  m^nbi'e  f  (x) 
est  la  quantité  constante  i.a.3...  (m  —  i)  m.  Car,  s'il  en 
était  autrement ,  Tëquatiou 

f(x) —  1.2. 3. (m  —  i)/ii  =  o, 

qui  ne  peut  être  d*un  degré  supérieur  à  m,  admettrait  les 
(m  +  i)  racines  o,  — i,  —  a,...,  (/» —  i),  — m,  puis- 
qu  en  remplaçant  x  par  chacune  de  ces  dernières  valeurs, 
(f  (x)  devient  égal  au  produit  1.2. 3...  (m  —  i)  m.  On  voit 
donc  queTégalilé  (i)  a  lieu  pour  toute  valeur  de  .r:  c'est 
ce  qu'il  fallait  démontrer.  G. 

La  fin  au  prochain  numéro. 


SUR  l'AIRI  BII  TRUNfiLB  SPHÉRIOUB; 
Pau  m.  LEBESGUE. 


Soient  a,  b^c  les  côtés,  A,  B,  C  les  angles  et  S  la 
surface  d'un  triangle  sphérique.  L^équation 

S  =  A  H- B  4- C  —  ir 

donne  d'abord 

S         .    /A-hB4-C\ 
cos-  =:  sin  1 

2  \  H  ) 

s:sm( 1  co5--f-  cosi sm-; 

simplifiant  par  les  valeurs  de  sin  et  cos  de »  for- 
mule de  Delambre,  il  vient  d'abord 

/x               S          i      f      a        b        .   a   .    b       ^\ 
(1)       cos  -  j= l  cos  -  cos  -  -+-  sm-  sm  -  cosC  )  > 

^   '  2  l?\22  22  / 


cos- 

2 


(  3ao  ) 
puis  ^  en  ëliminant  co$  C , 

/         S      cosfl  -f-  cos  b  +  cosc  -4-  I 

cos-=  ; 

2  .abc 

4  cos -cos-  cos- 

(2)  ^  abc 

^  cos'  -  -h  cos*  -  -H  cos' f 

2  2  2 

~*  rt  fc  c 

2  cos  -  cos  -  cos  - 
2  2  2 

Or  on  a 

1  —  (cos* a  +  cos*^  4-  cos'c)  -h  2  cosa  cosà  cosc 
et 

—  I  H-  cos' a  -h  cos'fc  -f-  cos'r  -h  2  cos«  cos  b  cosr 

égaux  respectivement  à 

4sm    (^ ^ jsm(^ ^^ jsiii(^— ^-.jsin(^ j— ), 

/£H-6-+-c\        f^a-hb-hcX        fa  —  b  +  cX        /a-4-A  — f\ 
4  ,os.  (^ ^ j  cos  (^ ^— j  cos  (— ^—  j  cos  (^-^— )• 

Il  résulte  de  là  que 

S 

.-C05- 

•^4  = S 

(3)    {  i+cos- 

=  tang  (^— ^Jtang  ^ ^ jung  (— ^— )  «ang^— f- 

c'est  la  formule  de  Lhuilier. 

Si  Ton  représente  par  a ,  |3  ,  y  les  arcs  de  grand  cercle 

qui  unissent  les  milieux  des  côtés  a ,  & ,  e ,  on  déduit  de 

Téquation  (i) ,  i  cause  de 

a         b         .    a   .    b        ^ 
tos7  =  cos  -  cos  -  -f-  sin  -  sin  -  cosC, 
22  22 


(3a.  ) 

les  suivanles  : 

S   c 

C0S7  =  COS  -  COS  -  9 

S    b 
(A)  {   cosô==  COS-COS-» 

^^^  J    /        2     2 

/         s   a 

I  COS  a.  =  COS  -  ces  -  • 

l  2     2 

Si  nous  représentons  par  A\  B\  C  les  milieux  des 
côtés  a,  6,  c,  on  sait  que  le  volume  V  du  parallélipi- 
pède,  dont  les  deux  arêtes  contiguës  sont  OA^,  OB'^  OC' 
(O  étant  le  centre  de  la  sphère),  est  donné  par  Féqua- 
tion 

V"  =  I  —  (cos*a  4-  cos'p  -f-  COS'  7)  -h  2  COS  a  cosp  COS7 

=  I  —  COS'  -  (  COS*  -  -h  COS'  -  -H  COS*  -  I 
2  \  2  2  2/ 

a        b        c  S 

-I-  2  COS  -  COS  -  COS  -  cos^  — 
2  2  2  2 


fl  ^b  .C  a        b        e        S 

cos'  — h  cos'  — h  COS* 2  COS  -  COS  -  COS  -  COS  -  =  I  ; 

2  2  2  2222 


Mais  récfuation  (  2  )  donne 
COS*  -  -+-  cos'  - 

2  2 

de  sorte  qu'on  a 

S  S  S 

(5)  V"  =1 1  —  COS*  -  =  sin*  -     ou     V  =  sin  — 

22  2 

Ce  théorème  çst  de  M.  Cornélius  Keogh,  qui  a  fait  d'in- 
génieuses recherches  sur  la  trigonométrie. 

Cette  expression  du  volume  V  montre  bien  que  le 
nom  de  sinus  de  l'angle  solide  OA'B'C  donné  à  V  est 
mal  choisi.  Il  a  été  employé  par  M.  Staudt,  avec  lequel 
M.  Keogh  s'est  rencontré  dans  des  recherches  relatives 
aux  polygones. 

Ann.  de  Mathémat.,  t.  XVI.  (Septembre  iSS;.^  ^< 


(  3112  ) 


CONSTRUCTION  DE  LA  TANGENTE, 

Di  poiit  de  coiUct  d'ioe  droite  aîec  soi  eoTeloppe  poir  cerUÎRS  lie» 

géosélriqnes. 

Applicaliois  à  U  délerniiation  dn  centre  de  coirboredes  coiiqies-, 

Par  m.  MANNHEIM. 

1.  Soient  Of  et  Oi  (^)  deux  circonférences  secoupanlaux 
points  c^f.  Par  le  point  c,  menons  une  droite  arbitraire 
qui  coupe  la  circonférence  O]  au  point  a  et  la  circonfé- 
rence 0|  au  point  h\  sur  ah^  construisons  un  triangle 
ahd  semblable  à  un  triangle  donné  :  le  lieu  décrit  par  le 
point  d  lorsque  la  droite  ab  tourne  autour  du  point  c,  est 
une  circonférence  03  passant  par  le  point  f  (**). 

2.  Au  point  a  menons  la  tangente  T^  a  la  circonfé* 
rence  o^  et  au  point  b  la  tangente  Tt  à  la  circonférence  Oi. 
Ti  et  Tt  se  coupent  au  point  i\  la  circonférence  aib  passe 
par  le  point/l  En  menant  au  point  d  la  tangente  Ts  à  la 
circonférence  0% ,  on  obtiendra  de  même  deux  autres  cir- 
conférences se  coupant  en/l 

3.  Dans  le  cas  particulier  où  le  point  d  est  en  dx  sur 
ah ,  de  telle  façon  que  -j^  =  constante ,  le  lieu  des  points 


{*)  On  est  prié  d«  faire  la  figure.  U  est  commode  de  pltoer  le  point  à 
de  façon  que  le  point/  soit  à  Tintérieur  du  triangle  nhd, 

{^*)  Je  ne  démontre  pas  ce  théorème,  que  Ton  énonce  plus  complète- 
ment de  la  manière  suivante  : 

Sur  les  droites  telles  que  ab  on  construit  des  figures  semhlmhles  «  vue 
figure  donnée,  les  points  homologues  décrivent  des  circofiférences  passant  pur  It 
point/,  les  cotés  homologues  tournent  autour  de  points  fixes. 


(3^3) 
d,  est  la  circonférence  04  passant   en  c  et  en  f  (*). 

Obscruation.  Nous  conserverons  toujours  d  pour  le 
cas  général  et  di  pour  le  cas  particulier. 

4.  T4  étant  la  tangente  eu  dy  à  la  circonférence  O4,  le 
poînty*est  commun  aux  circonférences  circonscrites  aux 
quatre  triangles  déterminés  par  les  droites  Tj ,  T, ,  T» 
et  ab. 

Cette  remarque  permet  de  résoudre  la  question  sui- 
vante : 

5.  Pour  un  mouvement  infiniment  petit  d'une  droite 
ab,  le  point  a  parcourt  un  élément  dUine  droite  Tj ,  le 
point  b  un  élément  d*Une  droite  T, ,  te  point  d, ,  qtd 
paitage  ab  dans  un  rapport  constant  y  un  élément  d*une 
droite  T4  ;  on  demande  autour  de  quel  point  la  droite  ab 
a  tourné. 

On  détermine  le  point  f  en  circonscrivant  des  circon- 
féiences  aux  quatre  triangles  formés  par  les  droites  T, , 
T|,  T4  et  ab]  on  décrit  une  circonférence  passant  par  le 
point /et  tangente  en  d^  à  la  droite  T^:  cette  circonfé» 
rence  coupe  la  droite  ab  au  point  cherché. 

6.  Revenons  au  cas  général  (1  ) .  Au  point  a  traçons  une 
courbe  quelconque  L  tangente  à  la  circonférence  Oi ,  au 
point  b  une  courbe  quelconque  M  tangente  a  Ot ,  au  point 
c  une  courbe  quelconque  H  tangente  à  ab.  Lorsque  la 
droite  ab  se  meut  en  restant  tangente  à  la  courbe  H,  ses 
extrémités  parcourant  les  courbes  L,  M,  le  sonunet^^du 
triangle  abd  construit  sur  ab  et  semblable  à  un  triangle 


(*)  Si  Ton  transforme  ceUe  propoution  par  la  niélhode  dea  rayons  vee* 
leurs  réciproques  eu  prenant  le  point  c  pour  p6le  de  tranafermation ,  on 
retrouTé  une  proposition  connue.  Getâe  dernière  proposition  est  un  cas 
particulier  de  celle  qui  résulte  de  la  transformation  de  (1),  le  pointe  étant 
toujours  pris  pour  pôle  de  transformation. 

21  . 


(3^4) 
donné,  décrit  une  courbe  N  dont  on  obtient  la  tangente 
au  point  d  de  la  manière  suivante  :  Par  le  point  de  con- 
tact c  de  ab  et  de  H,  on  décrit  une  circonférence  0| 
tangente  à  L  au  point  a,  et  une  circonférence  Os  tangente 
à  M  au  point  b  *,  Oi  coupe  ad  en  e ,  Oi  coupe  bd  en  g. 
Les  quatre  points  rf,  ^  ^f'^  S  *^^^  ®^^  ^^^  même  circon- 
férence O3 .  On  mène  au  point  d  la  tangente  T9  à  cette 
circonférence  et  Ton  a  la  tangente  cherchée. 

7.  Réciproquement,  connaissant  T3 ,  on  peut  détermi- 
ner c  en  s*appuyant  sur  ce  qu'on  a  dit  plus  haut. (2). 

8.  Dans  le  cas  particulier  où  Ton  considère  le  point 
dx  (3),  les  points  e^  g  se  confondent  en  c,  et  Ton  a  la  cir- 
couférence  04  passant  par  les  points  ç/^pour  déterminer 
la  tangente  T4  au  lieu  décrit  par  le  point  d^  (*), 

9.  Les  circonférences  Oi ,  Ot  et  04  passent  par  les  mêmes 
deux  points  c^f. 

Dans  ces  circonférences,  les  extrémités  a',  dt\  b'  des 
diamètres  qui  passent  par  les  points  a^di^b  sont  sur  une 
droite  ca!  perpendiculaire  à  la  droite  àcb  \  on  a  diaprés  (3) 

a'  £/, adx 

Les  diamètres  aa\  bV  sont  connus,  puisque  ce  sont 
les  normales  aux  courbes  L,  M.  Ou  déterminera  le  point 
^, ,  et ,  par  suite ,  d  r/,  qui  est  normale  à  la  courbe  décrite 

10.  Réciproquement,  connaissant  T4,  ou  peut  déter- 

(*)  Pour  déterminer  T^,  on  peut  remplacer  les  courbes  L,  M  par  leurs 
tangentes  T,,  T,  ;  le  lieu  décrit  par  le  point  d^  est  alors  une  hyperbole 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  droites  T, ,  T,  ;  on  détermine  ces 
asymptotes,  et,  par  suite,  T«. 

{**)  Pour  un  mouvement  infiniment  petit  de  nh,  les  normales  aui 
courbes  décrites  par  tous  les  points  tels  que  <l,  enveloppent  une  parabole 
tangente  aux  droites  ca,  ca' . 


(  3a5  ) 
miucr  c  comme  on  Ta  d'il  (5)  en  remplaçant  les  courbes 
données  par  leurs  tangentes. 

On  peut  aussi  tracer  les  normales  aa',  di  d\ ,  bb\  puis 
chercher  une  droite  perpendiculaire  à  ab  qui  soit  coupée 
par  ces  normales  aux  points  a',  (t^ ,  V^  de  façon  que 

a'  </,        ad^ 

Cette  droite,  qu'il  est  facile  de  déterminer,  coupe  ab 
au  point  cherché. 

Remarque,  Soit  j  le  puint  de  rencontre  de  aa'  et  de 
bb\  menons  jd^  et  abaissons  du  point/  une  perpendicu- 
laire sur  ab\  cette  perpendiculaire,  les  droites /a,  jb  et 
jd\  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique 

dtb 
1 1 .  On  déduit  de  la  proposition  suivante  plusieurs  cou- 
s»lructions  pour  obtenir  le  point  c. 

Problème.  Trois  droites  T, ,  T, ,  T*  étant  données , 
on  mène  une  droite  ab  qui  coupe  Ti  au  point  a ,  Ti  au 
point  b  et  T4  au  point  A^^on  a 

adt 

—-r  =  constante. 

dyb 

On  demande  l  'cnv>cloppe  de  ab  et  le  point  c  oii  elle 
touche  sôfk  enveloppe  (Géom.  sup.,  p.  SSa). 

Solution,  Soient  t  et  £'  les  points  où  T4  coupe  ï,  et 
T,.  Ona 

adt  __    /flsin(T,,  T4) 
rf,6""r'Asin(T,,Tj' 


d'où. 


ta 

-7T  =  constante. 

t'b 


(  3»6  ) 
L'erti^eloppe  de  ab  est  donc  une  parabole  tangente  aux 

trois  droites  données. 
Pour  déterminer  c,  on  a 

ac  ib         cdi  at 

D*où  les  constructions  suivantes  : 

i".  Du  point  di  on  mène  une  parallèle  à  T, ,  cette 
droite  coupe  tb  en  un  certain  point;  de  ce  point  on  mène 
une  parallèle  à  T^  qui  coupe  ab  au  point  cherché.  On  a 
une  construction  analogue  en  menant  at\  etc. 

2?,  Par  le  point  t  on  mène  une  parallèle  à  aby  par  le 
point  a  une  parallèle  à  Tj,  ces  deux  droites  se  coupent 
en  un  certain  point,  la  droite  qui  le  joint  au  point  t' 
coupe  ab  au  point  c.  De  même  en  menant  par  le  point  t' 
une  parallèle  à  ab  j  etc. 

3°.  Par  le  point  b  on  mène  une  parallèle  à  T4,  cette 
droite  coupe  idi  en  un  certain  point;  de  ce  point  on  mène 
une  parallèle  à  T^  qui  coupe  ab  au  point  c.  De  même 
pour  le  point  a ,  etc. 

4°.  Par  le  point  b  on  mène  une  parallèle  à  T| ,  celte 
droite  coupe  a/'  en  un  certain  point;  de  ce  point  on  mène 
une  parallèle  à  T4  qui  coupe  ab  au  point  c.  De  même  pour 
le  point  a ,  etc. 

Ces  constructions,  à  Texception  de  la  dernière,  don- 
nent T^  en  opérant  inversement. 

12.  Lorsque  la  courbe  L  se  confond  avec  H ,  le  point 
a'  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  H  et  la  circon- 
férence Oi  est  décrite  sur  le  rayon  de  courbure  comme 
diamètre. 

Cette  remar(|ue  permet  de  déterminer  la  tangente  au 
lieu  décrit  par  le  sommet  de  triangles  semblables  con- 
struits sur  la  portion  de  tangente  comprise  entre  son 
point  de  contact  et  un  point  où  elle  coupe  une  courbe 
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cjuelcoaque,  et ,  par  suite,  a  la  courbe  détTÎ te  par  un 
poini  qui  partage  cette  portion  de  tangente  dans  un  rap- 
port constant.  Réciproquement^  connaissant  cette  tan- 
gente, on  peut  déterminer  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  H. 

Applications  à  la  recherche  îles  centres  de  courbure 

des  coniques  (*), 
!3.  Soient  A  et  B  le  grand  axe  et  le  petit  axe  d'une 
ellipse,  o  le  centre  de  Tellipse,  m  un  point  quelconque 
de  cette  courbe,  T  et  N  la  tangente  et  la  normale  passant 
en  ce  point. 

T  coupe  Â  au  point  t    et  B  au  point  /', 
N  coupe  A  au  point  /i  et  B  au  point  //'. 

Un  sait  que  — ;  est  constant. 

Pour  un  mouvement  infiniment  petit  de  N,  n  par- 
court A ,  /i'  parcourt  B  et  m  parcourt  T  5  on  demande  le 
point  autour  duquel  la  droite  N  a  tourné,  c'est-à-dire  le 
«entre  de  courbure  (5). 

Il  faut  pour  cela  chercher  le  point /en  circonscrivant 
des  circonférences  aux  triangles  détei-minés  par  les  droites 
A,  B,  T,  N,  puis  décrire  par  ce  point  une  circonférence 
tangente  à  T  au  point  //}  ^  cette  circonférence  coupe  H  au 
point  cherché. 

II  n'est  pas  même  nécessaire  de  décrire  aucune  circonfé- 
rence. En  effet  le  point/ est  le  point  de  rencontre  de  tn*  et 
de  t/n  comme  il  est  facile  de  le  voir  en  remarquant  que 
les  angles  (T,  N)  et  (A,  B)  sont  droits.  On  joint  le  point^ 
au  point  m,  on  élève/l'  perpendiculaire  à ///i,  le  point 

(*)  Théorie  gcomêtri^medet  rajront  et  centres  de  courbure ,  în-8  de  8/|  p.; 
1857.  M.  Ernesl  Lamarle  détermine  les  centres  de  courbure  par  un  mou- 
vement de  rotation  analogue  au  mouvement  du  translation  do  Roborval 
pour  les  tangentes.  Quel  moyen  cynêraatiqiic  employer  pour  les  auscula- 
tious  d'ordre  supérieur?  T«. 


(  3a8  ) 
de  rencontre  c  de  cette  ligne  et  de  N  est  le  centre  de  coni- 
bare  cherché. 

14.  Le  point  /  est  le  foyer  de  la  parabole  tangente 
aux  droites  A ,  B,  T,  N;  Tangle  (T,  N)  étant  droit,  le 
point  m  est  un  point  de  la  directrice  de  cette  parabole ,  et^ 
par  suite ,  c  est  le  point  où  cette  courbe  louche  N. 

On  peut  déduin;  de  là  que  : 

La  parabole  tangente  aux  axes  d'une  ellipse  à  la 
tangente  et  à  la  normale  passant  par  un  point  donné 
touche  cette  normale  au  centre  de  courbure  de  V el- 
lipse. 

15.  La  circouférence  cfm  coupe  in'  enf\ 

'  c/'n'  =  cmf-=.  otn' , 

donc  cf  est  parallèle  à  A,  et,  par  suite,  mf  à  B,  ce 
qui  donne  une  nouvelle  construction  du  centre  de  cour- 
bure. On  peut  aussi  considén;r  le  point  de  rencontre  /'^ 
de  la  circonférence  cfm  et  de  t'n^  la  droite  mf"  est  pa- 
rallèle à  A  et  c/"  à  B  (*). 

16.  Par  le  point  n  on  mène  B'  parallèle  à  B^  par  le 
point  n\  A'  parallèle  à  A.  Il  faut,  pour  obtenir  c  (10) 
mener  une  droite  parallèle  à  T  et  qui  soit  partagée  par 

N,  A',  B'  dans  le  rapport  — ;• 

La  construction  se  réduit  à  mener  par  le  point  /,  in- 
tersection de  B'  et  de  m',  une  parallèle  à  T.  Cette  droite 
coupe  N  au  centre  de  courbure. 

(*)  J'étais  arrive  depuis  longtempe  à  ce  résultat  en  construisant  directe- 

ment  Vabscisse  du  centre  de  courbure  Ç  =:  — —• 

a 

Soit  q  le  point  où  ntf,  parallèle  à  A,  coupe  B,  on  a 

nn.         ot  c*  X       a* 

d*oû  etc. 
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17.  Ce  que  Ton  vient  de  dire  (44,  15,  (6)  peut  se 
conclure  du  n^  1 1  -,  on  peut  en  outre  déterminer  c  à  Faide 
des  autres  constructions  indiquées  dans  ce  numéro* 

18.  A  partir  du  point  m  sur  N  je  porte  ms  =  ms^  = 
]e  demi-diamètre  conjugué  de  om. 

On  sait  que  os  est  égal  à  la  demi-somme  des  axes  et 
que  os'  est  égal  à  leur  demi -différence.  Pour  un  mouve- 
ment infiniment  petit.de  N ,  les  points  5 ,  s'  décrivent  des 
arcs  de  cercle  et  le  point  m,  milieu  de  ss\  un  élément 
de  T;  les  normales  à  ces  trois  courbes  sont  o5,  os*  et  N. 
En  appliquant  la  remarque  du  n^  10,  on  conclut  que  oc  y 
os^  o/  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  N 
forment  un  faisceau  harmonique.  On  a  donc 

en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  me ,  h  la  distance  du 
point  o  à  T  et  £{  le  demi-diamètre  conjugué  de  om.  Cette 
expression  de  p  est  connue,  nous  la  retrouverons  plus 
loin  comme  cas  particulier. 

19.  Une  droite  ab,  corde  d'une  certaine  courbe  N, 
détache  de. cette  courbe  un  segment  d^aire  constante^  on 
demande,  pour  une  position  de  ab,  le  centre  de  cour- 
bure  de  la  courbe  enveloppée  par  cette  corde. 

Au  milieu  de  ab  on  élève  une  perpendiculaire,  on 
prend  le  milieu  de  la  portion  de  cette  droite  comprise 
entre  les  points  où  elle  est  coupée  par  les  normales  me- 
nées à  la  courbe  N  aux  points  a,  6;  ce  point  milieu  est 
le  cen  ire  de  courbure  cherché  (12). 

Comme  cas  particulier,  on  a  T hyperbole  lorsque  la 
courbe  N  se  réduit  à  deux  droites. 

Voici  un  autre  cas  particulier  : 
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Suieiu  une  elHpso  dont  le  centre  est  o  (^) ,  m  un  point 
de  la  courbe  et  T  la  tangente  en  ce  point.  A  partir  du 
point  m  sur  T,  on  porte  deux  longueurs  égales  ma^  mb. 
On  peut  considérer  ab  comme  la  corde  d'une  ellipse  sem- 
blable à  o;  la  corde  détachant  un  segment  d'aire  con- 
stante, le  point  m  décrit  l'ellipse  donnée;  on  peut  donc 
appliquer  la  construction  précédente.  Pour  obtenir  les 
normales  aux  points  a  et  6,  on  opérera  de  la  manière 
suivante. 

Au  point  a  on  mène  la  tangente  aa*  à  l'ellipse  donnée, 
a'  est  le  point  de  contact ,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  a  sur  ma^  est  la  normale  cherchée  ;  de  même  pour 
le  point  A.  Les  deux  normales  coupent  la  normale  au 
point  m  y  etc. 

De  cette  construction,  on  déduira  facilement  ce  qui  suit: 

Au  point  a  on  mène  une  parallèle  à  mV^  au  point  b  une 
parallèle  k  ma' ,  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  certain 
point;  H  désigne  la  distance  de  ce  point  à  T.  D  étant  la 
longueur  ma ,  on  a 

Dans  le  cas  particulier  où  D  est  égal  au  demi-paramètre 
conjugué  de  omy  la  construction  précédente  se  simplifie 
et  l'expression  du  rayon  de  courbure  devient  celle  qui 
a  été  donnée  (18). 

20.  On  peut  chercher  le  centre  de  courbure  de  la  pa- 
rabole eu  s'appuyant  sur  cette  propriété  que  la  Ungente 
au  sommet  partage  en  deux  parties  égales  la  portion  de 
tangente  comprise  entre  la  courbe  et  Vaxe. 

21.  Soit  bfc  un  triangle  rectangle  mobile  et  variable 
dont  le  sommet  de  l'angle  droit  est  fixe  en /et  dont  Thy- 


(*)  On  C8(  prié  de  faire  une  figure  parliculicTC. 
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potënuse  bc  est  tangente  à  une  circonférence  donnée  o. 
Le  point  c  est  le  point  de  contact  mobile;  on  demande  la 
normale  au  lieu  décrit  par  le  point  b. 

Le  milieu  a  de  bc  décrit  une  droite ,  axe  radical  àef 
et  de  o . 

A  Taide  de  cette  remarque ,  on  trouvera  facilement  la 
construction  suivante  : 

Par  le  point  a  on  mène  une  parallèle  à/o  ;  cette  droite, 
perpendiculaire  à  Taxe  radical,  coupe  le  rayon  oc  au 
point  a\  On  prolonge  oa^  d'une  longueur  égale  à  elle- 
même  jusqn^en  b\  bb*  est  la  normale  cherchée. 

&' a  prolongée  coupe  o/au  point  e  et  l'on  a 

b'a  =.ae. 
Cette  remarque  nous  sera  utile. 

22.  Considérons  une  conique  ayant  pour  cercle  oscu- 
lateur  la  circonférence  o  de  la  question  précédente  et 
pour  foyer  le  point/. 

Le  point  b  parcourt  la  directrice ,  on  connaît  donc  bV. 
bb'  coupe  la  normale  co  au  point  &',  joignons  ce  point 
au  point  a,  milieu  de  bc ,  prolongeons  b'a  d'une  lon«> 
gueur  égale  à  elle-même  jusqu'en  e. 

Les  droites  efei  b'  c  se  coupent  au  centre  de  courbure. 

On  peut  facilement  transformer  cette  construction  de 
la  manière  suivante  :  Du  point  c  on  abaisse  uue  perpen- 
diculaire sur  la  directrice ,  au  6  on  élève  une  perpendi- 
culaire à  bc ,  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  r/, 
fff  coupe  la  normale  co  au  centre  de  courbure. 

Cette  construction  est  applicable  aux  trois  coniques. 

En  considérant  la  seconde  directrice ,  on  obtient  une 
nouvelle  droite  passant  par  le  centre  de  courbure.  On  est 
ainsi  conduit  à  la  construction  suivante  : 

On  élève  une  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  où 
elle  coupe  Taxe  parallèle  aux  directrices^  celle  droîle 
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coupe  la  parallèle  cg  à  T autre  axe  au  point  g.  La  droite 
qui  joint  ^  au  centre  de  la  conique  coupe  la  normale  au 
centre  de  courbure  cherché. 

23.  Pour  terminer,  énonçons  quelques  questions  que 
Ton  traitera  facilement  : 

I**.  On  donne  trois  courbes  A ,  B ,  C  e<  un  point  fixe  o 
par  lequel  on  mène  une  transi^ersale  arbitraire  qui  coupe 
les  courbes  aux  points  a ,  b,  c,  o^i  prend  sur  cette  trans- 

cd 
versale  un  point  d  tel,  que  -p  =  constante.  On  demande 

la  tangente  au  lieu  décrit  par  le  point  d  (*). 

Comme  cas  particulier,  on  a  la  conchoïde  du  cercle, 
la  cissoïde  de  Dioclès,  etc. 

Si  la  courbe  C  se  réduit  au  point  o  et  si  les  ligues  Â  et  B 

sont  droites,  le  rapport  —r  étant  i,  le  lieu  des  points  d 

est  une  hyperbole;  ou  a  alors  la  construction  suivante 
qui  nous  a  été  donnée  par  M.  Moutard. 

Soîty  le  point  de  rencontre  de  A  et  B;  on  prolonge yA 
d'une  longueur  égale  à  elle-même  jusqu^eri  ^,  dg  est  la 
tangente  cherchée.  On  applique  cette  construction  dans 
le  cas  où  les  lignes  A  et  B  sont  quelconques  en  les  rem- 
plaçant par  leurs  tangentes. 

tP.  Etant  données  deux  droites  A,  B  ef  une  courbe  C^ 
d'un  point  de  la  courbe  on  mène  des  parallèles  aux 
droites  fixes,  on  joint  les  points  a  ,  b  oii  ces  parallèles 
coupent  A ,  B  ;  on  demande  le  point  où  ab  touche  son 
eni^eloppe. 

3*\  On  partage  te  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
donnée  dans  un  rappoit  constant  /  ces  différents  points 
déterminent  une  courbe  dont  on  demande  de  constmire 
la  normale, 

(*)  Les  pointe  a  duiveiit  être  consécutifs  f^iir  la  courbe  A;  de  même  le» 
points  bf  c.  Th. 
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SBGINIB  SOLUTION  DE  LA  OOKSTION  361 

(TOir  pt(6  M); 

Par  le  P.  H.  ROCHETTE,  S.  J. 


On  donne  un  angle  trièdre  de  sommet  S  el  deux  points 
fixes  A  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le  sommet  S. 
Par  le  plan  6  on  mène  un  plan  quelconque  déterminant 
un  tétraèdre  T  de  volume  V.  Soit  P  le  produit  des  vo- 
lumes des  quatre  tétraèdres  que  Ton  obtient  en  joignant 
le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T.  On  a  la 
relation 

P 

—  =  constante. 

(Faure.) 

Soicînt  Xi^ji,  iJ,,  x,,j, ,  5:,,...,  X(5,je>  ^e  les  coor- 
données des  points  S,  A ,  B,  L,  M  ,  N  ;  nous  désignons 
par  L,  M,  N  les  points  où  le  plan  mené  par  le  point  B 
rencontre  les  arêtes  du  trièdre.  Les  coordonnées  des  trois 
premiers  points  ainsi  que  les  angles  a ,  /3 ,  y  des  arêtes 
avec  les  axes  sont  des  quantités  déterminées  ,  et  X ,  |ui,  y, 
qui  représentent  les  longueurs  SL ,  SM ,  SN,  des  quantités 
variables. 

Les  équations  des  arêtes  seront 

i  -^^  —  "g»  _. r«  —ri  __^  ^«  ~  ^«  _  ^ 

la.  P«       "^       7«       """    ' 

,    .  I   Xj  —  JT,        r*  —  JTi         *s  —  z, 

f    "S^s  *""  -^1         JTr,  ■""  Xt  2g  —  Z| 


'  «3  p3  73 

Désignons  par  Vi ,  V, ,  V, ,  V*  les  volumes  des  pyra- 


6V,= 


6V.= 


^l^ 
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tnides  SALM,  SALN ,  SAMN,  ALMN;  nous  aurons 

I       JC,      j,      z, 

«         ^4        Xk        «4 
I       Xs       r»      *i 

Remplaçons  dans  ce  déterminant  x^^y^^  x^^  Xg^  yi^ 
z%  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i)  <it  retran- 
chons des  éléments  des  trois  dernières  lignes  ceux  de  la 
première,  il  viendra 

I        0^1  yx  «I 

O      X,  — ar,      /,— r,      Zj  — «, 
O  >oe,  Xpi  Xy, 

G  /*a,  /aP,  fiy, 

J^a  —  JT,      jr,  —  7,       «,  —  «, 

a,  p,  7,  =XuA; 

«a  Pi  7a 

on  trouvera  de  même 

j?,  —  X,   ra— r»    2i  — *i 

6Va=  a,  p.  7, 

P3  p.  7» 

J^a  — J^i      ra— ^1      «a  —  »i 
6V,  =  a,  p,  7, 

«3  Ps     '        '  7» 

A,  B,  C  représentant,  comme  on  voit,  des  quantités  con- 
nues. 

On  a  cnGn 

I  Xa  /,  Z, 

I  X4  /4  2t 

I  J^i  r^  «i 

4  JCfl  >'«  «ti 


=  >vB 


=  ^vC, 


6V,= 
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Si  nous  remplaçons  x^  9  J'«  )  ^4  9  J^s  )  >  s  )  ^t  )  wt« ,  z« ,  Ze 
par  leurs  valeurs  luées  des  équations  (1) ,  les  éléments  des 
trois  dernières  lignes  du  déterminant  résulteront  de  la 
somme  de  deux  quantités,  ce  qui  nous  permettra  de  le 
décomposer.  Nous  trouvons  ainsi 

6V4  =  — >fAA  -h)^vB  — fAvC-f->uvD, 
en  posant 

P«     7. 
p,    'h 

Pi     7i 


D  = 


=  o. 


Celte  transformation  devient  plus  facile,  si  Ton  a  soin 
de  retrancher  les  éléments  ligne  par  ligne  quand  Tocca- 
sion  s*en  présente.  D^un  autre  côté,  les  quatre  points 
B,  L ,  M ,  N  étant  dans  un  même  plan  ,  on  a 

1     ri    Xi    «3 

I    jr»   ri    «» 

I        JT,      Je       *• 

et,  à  cause  des  trois  points  S,  A,  B  eu  ligne  droite, 

(3)  ^.-^^^X.-Xt_^-^i^ 

X, —  jr,       r»  — Ji         «»  — «I 

Le  déleiTiiinant  (  a),  à  cause  des  équations  (i),  nous  donne 


(«) 


A'3  —  X,    73  —  X,    «a  —  a, 

X3— a-,  ^3— 7.   «,  —  *i 

— 

«,        p.        7. 

4- 

«i              pi             7» 

«»             p2             7t 

«3              Pi             7» 

*s  — ^.  r^  —  ri  «s  — «1 

' 

«1              p7              7» 

«3          pj          73 

4-VvD  =  oC). 

(*)  n  suffit  pour  obtenir  cette  relation  de  remplacer  a-, y^,,  f,  par  a,, 
T'ai  «a  dans  le  déreloppement  du  dclerminant  qui  représente  6  V^. 
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On  peut  conclure  de  là ,  à  cause  des  équations  (  3) , 

et,  par  conséquent, 

Mais  on  a,  comme  on  sait, 

6V=:XpvD, 

d'où,  en  combinant  les  relations  obtenues, 

P      ('-^)a-b.c.d 

quantité  constante,  puisqu'elle  est  indépendante  des  va- 
riables X,  ^,  V. 


SOLUTION  DE  LA  OUESTION  370 

(roir  page  f)  ; 
Par  lb  p.  h.  ROCHETTE,  S.  J. 


Soit  un  déterminant  complet  dans  lequel  les  éléments 
conjugués  sont  des  nombres  imaginaires  conjugués  et  les 
éléments  principaux  des  nombres  réels.  Le  déterminant 
est  réel. 

Un  déterminant  du  second  ordre  ainsi  composé  est  évi- 
demment réel)  nous  allons  montrer  que  le  théorème 
étant  vrai  pour  un  déterminant  de  l'ordre  m  —  i  Test 
aussi  pour  celui  de  Tordre  fi.  Soit  A  un  déterminant  de 
Tordre  n  satisfaisant  aux  conditions  indiquées  ;  dévelop- 
pons-le suivant  les.  éléments  de  la  dernière  colonne  et 


(  337  ) 
suivant  ceux  de  la  dernière  ligne ,  nous  aurons 

en  représentant,  pour  abréger,  par  a^^,  ce  que  devient  1« 
déterminant  A  lorsqu'on  y  efface  les  éléments  de  la  /'**'"* 
ligne  et  ceux  de  la  5'*"'*  colonne.  On  remarquera  que  d'a- 
près la  composition  du  déterminant  A ,  ol,^^  s'obtient  en 
changeant  dans  a^^,,  1  =  si —  i  eu  —  /. 
Par  conséquent^  pour 

on  aura 

De  même  à  une  valeur  de 

ar,t  =-p  '\'  qi 
correspond  une  valeur  de 

On  aura  donc  en  général 

Enfin  «„,„  a„,„  est  aussi  réel ,  puisque  par  hypotlièse  Té- 
lément  a„,,,  est  réel  ainsi  que  le  déterminant  du  {n — i)*""*- 
ordre  «„,„.  Donc,  etc. 


SOLUTION  RE  LA  QUESTION  384 

(Toir  t.  XVI,  p.  185)  ; 

Par  m.  J-Ch.   DUPAIN, 

Ancien  élè\e  de  l'Ecole  Normale. 


La  droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  aiguilles 
d'une  montre  change  à  chaque  instant  de  longueur  et  de 

Ann .  de  Hathtmat.,  t.  XVI.  (5oi)tc'nibre  18^7.}  22 
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direction.  Trouver  r«qualioii  de  la  ligne  décrite  jmlv  le 
milieu  M  de  celte  droite. 

Soient  a  à,  26  les  longueurs  des  aiguilles,  eia<^b.  Je 
prends  pour  origine  le  centre  du  cadran  et  pour  axe  des 
y  la  ligne  de  midi.  La  pointe  delà  petite  aiguille  a  pour 
coordonnées 

2as\nhiy     nacosAt 
en  posant 

21600* 
La  pointe  de  la  grande  aiguille  a  pour  coordonnées 

a^sinXY,      zbcosÂt 
en  posant 

iHoo» 

Les  coordonnées  du  point  M  sont  moyennes  arithmé- 
tiques entre  celles  des  pointes  des  aiguilles 

Îj:  =  fl  sin  //f  -+-  h  sÎD  ^r» 
X  =  a  cos/i/  H-  b  cos Ât. 

Si  Ton  voulait  les  coordonnées  polaires  du  point  M  ,  on 
aurait 

(  r^  z^  a^  ^  b^  -^  •2abco%{kt'-'  hi)y 

(  a  )  \  a  cos  ht  -h  b  cos  At 

(         ^    '^  a  s\n  bt  -h  b  sin  /et 

L'inspection  des  équations  (i)  montre  que  le  point  M 
peut  être  censé  décrire  la  circonférence  d'un  cercle  dont 
le  centre  est  mobile  sur  une  autre  circonférence;  Tune 
d'elles  indifféremment  aurait  pour  rayon  a  et  l'autre  b  : 
les  deux  mouvements  sont  uniformes  et  dans  le  sens  de 
la  marche  des  aiguilles. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  épicycloïde  que  Ton  peut 
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conce^ioir  décrite  par  le  mouvement  d'un  cercle  de  rayon 

f  — ---]  i  ou  —  b  roulant  8ur  un  cercle  fixe  de  rayon 

-7&  ou —  el  entraînant  avec  lui  le  point  M  situé  à  une 

distance  a  de  son  centre. 

Il  est  très-facile  de  trouver  la  v  esse  absolue  du  point 
M.  En  effet 

v*  =  a^h^^  b^k^  4-  QiabAhcos{At^  ht), 

La  vitesse  est  maximum  lorsque  les  deux  aiguilles  font 
un  angle  nul ,  et  elle  est  minimum  lorsque  cet  angle  est 
de  i8o  degrés.  (11  en  est  d^  même  du  rayon  vecteur.)  La 
vitesse  ne  pourrait  devenir  nlillc  que  si  ah  =  bky  cas 
particulier  que  nous  avons  exclu  en  posant 

L'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  OM  a  pour  diffé- 
rentielle 

=:l[-.«i/,  -  6'X  — rtfc(X--+- A)cos(it/— /*r)]f//; 

l'Ile  est  d'ailleurs  égale  à  -  r*  rlO  :  on  aura  donc ,  pour  la 

vitesse  angulaire, 

rfô  _  —  <i'  A  —  à'  i:—ïih(A-^  k)  cos  (kt  --  ht] 
dt  "^  a'  -h  A'  -h  7. ah  cos  {kt  —  ht) 

Examinons  si  elle  peut  être  nulle.  Il  faut  pour  cela 
<jue 

^  nh[h'^  h} 

22, 
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coiidilioa  impossible  si  le  second  membre  est  numérique- 
ment supérieur  à   i,  c'est-à-dire  si  j>tOu  ii'^p 

dans  ce  cas,  la  vitesse  angulaire  conservç  toujours  son 
signe  et  Tépicycloïde  est  allongée.  Elle  serait  raccourcie 

si  i'2  égalait  j\  et  enflii  elle  serait  ordinaire  si  la  <^t- 

L'angle  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangeute  a  pour  lan- 
gente  trigonométrique 

ou • 

dr  rdr 

Le  numérateur  de  cette  fraction  est  déjà  calculé  et  son 
dénominateur  est  la  moitié  de  la  dérivée  de  r',  c'est-à- 
dire 

ab  (/-  — ^  h)  sin  \  kt  —  ht). 

Pour  terminer,  je  vais  rapporter  la  trajectoire  à  des 
axes  mobiles  autour  du  centre  du  cadrau  avec  uue  vi- 
tesse angulaire  égale  et  opposée  à  celle  de  la  petite  ai- 
guille. L'angle  x'ox  sera  — lit^  et,  en  appliquant  les 
formules  ordinaires.de  transformation, 

y  =  a  -^  ùcos{Ât —  /u)^ 
d'où 

Dans  le  mouvement  relatif  aux  axes  mobiles,  la  trajec- 
toire est  un  cercle  ayant  pour  rayon  la  moitié  de  la  grande 
aiguille  et  pour  ordonnée  du  centre  la  moitié  de  la  petite 
aiguille.  Le  mouvement  est  d'ailleurs  uniforme.  La  pointe 
de  la  petite  aiguille  est  un  rentre  de  similitude  des  ceix:les 
décrits  par  le  point  M  et  par  la  pointe  de  la  grande  ai- 
guille, résultais  faciles  à  prévoir. 
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SOLUTION  DE  LA  OOESTiON 

cnoMCce  t.  \V1,  p.  109. 

Par  iTif   Klkvk  du  lycke  de  Carcasscinme. 


Etant  donnés  un  cercle  et  deux  perpendiculaires  à  Tex- 
irémité  d'un  diamètre  AH  ,  mener  une  tangente  CD  telle, 
cjue  le  volume  engendré  par  le  Irapè/e  ainsi  formé  tour- 
nant autour  du  diamètre  AB  soit  égal  à  une  sphère  de 
rayon  donné  ^i. 

Je  prends  pour  inconnues  les  segments  interceptés  sur 
les  deux  perpendiculaires  par  la  tangente  CD.  Je  joins  le 
centre  O  aux  points  C,  D  el  au  point  de  contact  T.  Le 
triangle  COD  est  rectangle  et  donne 

ÔT  =  CT.fD; 
or 

AC  =  CT>     BD=:DT, 
donc 

le  trapèze  ABDC  engendre  un  tronc  de  cône  )dont  le  vo- 
lume est 

~  TT  (2R)  (x'  -+-  r'  -f-  xr)=z^'na\ 

La  seconde  équation  se  simplifie  par  la  suppression 
des  facteurs  communs  et  Télîminatiou  de  ay.  On  peut 
alors  isoler  x'-hj^^  -,  puis  par  l'addition  et  la  soustraction 
de  2.r/,  on  obtient 

{x^yy     et     (.r— r)S 
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enfin 


1         llW^  I         /2û' 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que 


2  a' w 


te  minimum  de  a  est  donc 


«{/!• 


THfiORBIIE  sua  QUATRE  CARRÉS  ^ 

Par  m.  FAUEE. 

Capitaine  d''artillerie. 


Théorème.  Il  est  impossible  de  trouver  quatre  carré* 
tels,  que  la  somme  de  trois  quelconques  d^ entre  eux  dimi- 
nuée du  quatrième  fasse  un  carré.  (Euler.  ) 

Lemme.  Il  est  impossible  de  satisfaire  en  nombres  en- 
tiers à  Téquation 

2x'  -h  ax'  -H  2**^/  =  2'. 
Si  Ton  pose 

i  =  X  H-  r  -f-  / , 

on  a 

x'  —  2rr-|-^'  —  r'  —  2(r  =  o? 
d'où 


*  =  ^±:v/3r'-(r-0^J 
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il  faudra  donc  poser 

Or  Ton  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation ,  puisque  la 
somme  de  deux  carrés  ne  peut  être  divisible  par  3  et  que 
d'ailleurs  ket  y^-t  ne  peuvent  être  à  le  fois  divisibles 
par  3. 

Revenant  au  théorème  d'Euler,  je  suppose  que  l'on 
puisse  avoir  à  la  fois  les  quatre  équations 


(0 

On  en  déduit 


■        jc'  H-  ^'  -h  »*  —  /'  =  a\ 

x'  —  j'  -f  »*  -H  r»  =  <:% 
— x>  4-  j'  -I-  jî  4-  fï  —  rf>. 

4  »'  =       û^  —  ^'  4-  c'  -h  d\ 
4f^  =— fl>-h  b^j^c^  +  d\ 


D  OÙ  il  résulte  que  des  quatre  nombres  a^b  y  c^  d deux 
sont  nécessairement  pairs  s'ils  ne  sont  pas  tous  impairs 
On  pourra  donc  poser 

a  -\-  h  -\-  c  -^  d  =1  7.ky 

^  a -^  h  —  c  —  €/=aB, 

//  —  A  -h  c  —  rf=  2B, 

d'où 

.  2rt  =  A-*- B -f-C— D, 

2^  =  A  -i-B  —  CH"D, 

2c  =A  — BH-C-hD, 

2r/ =.  A  —  B  —  C  —  D 
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Le  système  (2  )  devient  ainsi 

i62r»  =  (A-f-  B)'  4-  (C  -  DY  -h  (A  —  B)  (C  -h  D), 
i6j4  =  (A4-BV4-(C-D)»-(A-B)(C-hD), 
i6z'  =(A  — B)»H-(C-hD)'-f-(A4-B)(C  — D), 
i6r>  =  (  A  —  B)»  -h  (C  -4-  D)»  —  (  A  -h  B)  (C  —  D) . 

L^une  des  équations  (1),  la  première  par  exemple,  de- 
vient 

a  (A  4-  B)»  4-  (C  --  D-)^  -|-2(A-hB)(C  —  D)—  i6fl% 

équation  impossible  d'après  le  lemne. 


TRAVAIL  BANS  LA  POULIE  MOBILE; 

P^a  M.  BUCH, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Strasbourg. 


Soient  O  la  poulie  mobile,  F  le  point  d'attache  du  cor- 
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don  -,  je  suppose  que  ce  cordon  passe  dans  un  anneau  E. 
C'est  suivant  ce  cordon  qu  agit  la  puissance  P.  I^a  force 
Q  appliquée  en  O,  et  que  je  supposerai  verticale,  est  la 
résistance  à  vaincre,  a  désignant  Tangle  des  cordons 
avec  la  verticale,  l'équation  d'équilibre  est 
Q  =  2  P  cosa. 

Imprimons  au  système  un  déplacement  virtuel.  En 
vertu  de  ce  déplacement  le  centre  O  sera  venu  en  O',  et 
SI  sera  sorti  une  certaine  longueur  de  cordon.  Désignons 
OO'  ou  le  chemin  élémentaire  parcouru  par  le  centre  de 
la  poulie  par  $  et  par  &>  Tangle  que  fait  OCV  avec  la  verti- 
cale. 

L^expression  du  travail  élémentaire  résistant  sera 

Qf  cosfii). 

Cela  posé ,  tachons  d'évaluer  la  longueur  du  cordon 
qui  est  sortie. 

AB  est  Tare  embrassé  par  le  cordon  dans  la  première 
position . 

A'B'  est  Tare  embrassé  après  le  déplacement  virtuel. 
Inscrivons  la  corde  GK  égale  et  parallèle  à  AB,  et  des 
pointe  F  et  E  décrivons  des  arcs  de  cercle  qui  rencon- 
trent FA  et  EB  aux  points  C  et  D.  (Ces  points  C  et  D,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  ne 
sont  autre  chose  que  les  projections  des  points  A  et  A'.) 

Il  est  évident  maintenant  que  si  Ton  représente  par  / 
là  longueur  du  cordon  sorti  de  T anneau  ^  on  aura 

/  =  AC -f- GA' -h  BD -h  B'K. 

Joignons  le  point  T,  milieu  de  GK,  avec  R,  milieu 
de  AB5  joignons  aussi  AG  ,  BK ,  GO',  AO:  on  aura 

AG  =  BK  ^  TR  =  00', 
et  AO  est  égal  et  parallèle  à  GO'. 
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La  Uiigeute  au  poinl  G  est  donc  paiallèle  à  FA.  Maïs 
celle  tangente  est  dirigée  suivant  Tare  élémentaire  GA^ 
qui,  par  conséquent,  se  projette  en  Vraie, grandeur  sui- 
vant MO.  De  même  Tare  élémentaire  KB'  se  projettera 
en  vraie  grandeur  suivant  ND. 

Nous  aurons  dès  lors 

/  =  AM-hB]S. 

Il  est  évident  que  nous  ne  négligeons  que  des  infini- 
ment petits  du  deuxième  ordre. 
Mais 

est  la  projection  de  AG  sur  FA ,  donc 

AM  =  scOê{a  -f-  w). 
De  même 

BN  =  JCOs(a  —  »)  ; 
donc 

AM  -H  BN  =  /  =  2  j  cosa  cos». 

Le  travail  de  la  puissance  est  par  conséquent 

P/=  !tPf  .cosacosu, 

et  comme  le  travail  de  Q  est 

Qf  cosw, 
on  peut  écrire 

TP  =  TQ 

en  vertu  de  la  relation 

Q  =  2?  cosa. 

c.    Q.    F.    D. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  388  (FAIIRB) 

(voir  p.  lU); 

Par  m.  E.   DE  JONQUIÈRES. 


I.  Celte  question  se  rattache  directement  à  la  belle  théo- 
rie des  courbes  polaires^  que  le  lecteur  trouvera  exposée 
dans  l'ouvrage  de  M.  G.  Salmon  intitulé  :  j4  Treaiise  on 
the  hîgher  plane  curves,  p.  57  et  suivantes.  Mais  pour 
montrer  ici  comment  la  solution  se  déduit  de  cette  théo- 
rie, il  est  nécessaire  d'en  rappeler  en  peu  de  mots  les 
propositions  principales. 

On  sait,  depuis  Cotes  ('*'),  que  si  une  transversale  tourne 
autour  d'un  point  fixe  dans  le  plan  d^une  courbe  géomé- 
trique, le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
de  rencontre  de  la  courbe  par  la  transversale,  pris  rela- 
tivement au  point  fixe,  décrit  une  ligne  droite. 

Ce  centre  harmonique  est  donné ,  pour  chaque  position 
de  la  transversale ,  par  l'équation 


(«) 


2(f-?)=- 


dans  laquelle  p  exprime  sa  distance  au  pôle  fixe  0\  p^X-A 
distance  du  pôle  à  l'un  des  points  de  rencontre  de  la 
transversale  et  de  la  courbe,  et  où  le  signe  2  indique 
qu'il  faut  faire  la  somme  d'autant  de  termes  semblables 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la  courbe  donnée. 

La  droite  que  décrit  le  centre  harmonique  a  reçu  le 
nom  de  droite  polaire  du  pôle  O  par  rapport  à  la 
courbe. 

(*)  Voir  t.  IX,  p.  2o5,  285  et  344. 
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II.  Par  analogie,  si ,  au  lieu  de  l'ajualion  (i),  ou  prend 
la  suivante 


-^\P       pJ\p       pJ 


le  point  variable  dont  p  exprime  la  distance  au  pôle  Cxe 
O,  décrit  évidemment  une  conique  qui  a  reçu  le  nom  de 
conique  polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  courbe. 

Plus  généralement,  on  appelle  courbe  polaire  lie 
rorrire  k  d'un  point  Gxe  par  rapport  h  une  courbe  géomé- 
trique, celle  dont  le  rayon  vecteur  p,  compté  à  partir  de 
ce  point  pris  pour  origine,  est  donné  par  Téquation  du 
f^ième  degré 

^[p^pj  \p'"pJ'"\p^pJ'^''' 
dans  laquelle  chaque  terme  se  compose  du  produit  de  Â 

facteurs  tels  que  ( )  • 

\P       P«/ 

in.  Un  point  fixe  a  donc  ni —  i  courbes  polaires  par 
rapport  à  une  courbe  géométri([ue  du  degré  m.  On  dé- 
signe par  les  noms  de  : 

Première  polaire  celle  dont  le  degié  est  m  —  i  ; 

Deuxième  polaire  celle  dont  le  degré  est  m  —  2  ; 

Et  ainsi  de  suite. 

Les  trois  dernières  courbes  de  cette  série  descendante 
sont  la  cubique  polaire^  la  conique  polaire  et  la  droite 
polaire  du  point  fixe  par  rapport  à  la  courbe. 

IV,  n  existe  un  lien  remarquable  entre  ces  différentes 
courbes  :  c'est  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  est  aussi 
l'une  des  courbes  polaires  du  point  fixe  par  rapport  à 
toutes  celles  qui  la  précèdent  dans  la  hiérarchie.  Par 
exemple,  soient  X,  Y,  Z  la  droite,  la  conique  et  la  cu- 
bique polaire  d'un  point  O  par  rapport  à  une  courbe  du 
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quatrième  ordre  U;  la  droite  X  est  aussi  la  polaire  du 
point  O,  soit  par  rapport  à  la  cubique  Z ,  soit  par  rapport 
h  la  conique  Y,  et  celle-ci  est  également  la  conique  po- 
laire du  point  O  par  rapport  à  la  cubique  Z. 

V.  On  démontre  aisément  (voir  Salmon,  p.  5g)  que 
les  points  de  contact  des  tangentes,  menées  par  le  pôle  O 
à  la  courbe  donnée  U,  sont  situés  sur  la  première  polaire 
de  ce  point,  ce  qui  prouve  incidemment  que  ces  tangentes 
sont  au  nombre  de  m  (m  —  i),  puisque  la  courbe  est  du 
degré  m  et  sa  première  polaire  du  degré  ni  —  i . 

VI.  Si  la  courbe  V  a  un  point  multiple  de  l'ordre/^,  ce 
point  est  multiple  de  l'ordre  p  —  i  sur  la  première  po- 
laire*, il  est  multiple  de  l'ordre  j9  —  2  sur  la  seconde  po- 
laire, et  ainsi  de  suite,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  pôle  de 
ces  diverses  polaires. 

Si  la. courbe  U  n'a  que  deux  points  doubles,  la  pre- 
mière polaire  est  seule  à  passer  par  chacun  de  ces  points, 
et  elle  n'y  passe  qu'vine  fois. 

VII.  On  démontre  encore  (Salmon,  p.  61)  cette  autre 
propriété  qui  va  être  utile  pour  résoudre  la  question  388, 
savoir,  que  la  tangente  à  la  première  polaire  en  l'un  des 
points  doubles  de  la  courbe  U  est  conjuguée  harmonique 
de  la  droite  qui  joint  ce  point  double  au  pôle,  par  rap- 
port aux  deux  tangentes  que  la  courbe  U  possède  en  ce 
point  double. 

VIII.  U  =  o  étant  l'équation  de  la  courbe  donnée 
exprimée  en  coordonnées  tnUnéaires  (c'est-à-dire  ren- 
due homogène  par  la  substitution  des  variables  -9  -  aux 

coordonnées  ordinaires  j:,j^)  ,  et  Xx ,  j^i ,  -Zi  étant  les  coor- 
données du  pôle  O,  Téquation  de  la  première  polaire  Z 
de  ce  pôle  est 

d.r.         '     dy  dz 


{  35o  ) 
Celle  de  la  seconde  polaire  est 

dZ  dl  dZ 

c'est-à-dire 


X^x\ 


^^^--^^'^-^^•^^-^-'•^•d^ 


dy  dz  dz  dx 


cl  ainsi  de  suite. 


IX.  La  solution  de  la  question  388  découle  aisément 
de  ce  qui  précède.  En  effet,  les  m  droites  données  a^b ^ 
c,  etc.,  représenlent  une  courbe  du  m'*'"'  degré  douée  de 

-m  [m  —  i)  points  doubles. 

La  première  polaire  Z  du  pôle  A  par  rapport  à  celte 
courbe  passera    donc   une  fois  par  chacun  des    points 

doubles  (VI),    c'est-à-dire  par   les  -m  [ni  —  i)  points 

d'intersections  mutuelles  de  ces  droites.  En  chacun  de 
ces  points,  tels  que  («,  i),  elle  aura  pour  tangente 
(n**  VII)  la  droite  conjuguée  harmonique  de  la  droite 
A  (a,  5)  par  rapport  aux  deux  tangentes  que  la  courbe 
possède  en  ce  point  double  et  qui  ne  sont  autre  chose  ici 
que  les  droites  a  et  &  elles-mêmes.  Enfin  si  U  =  o  est 
Téquation  homogène  en  .x,  }',  s  qui  représenle  le  système 
des  m  droites  (équation  de  degré  m  résoluble  en  ru  fac- 
teurs linéaires,  dont  chacun  se  rapporte  à  Tune  des 
droites  données) ,  Téquatioii  de  celle  première  polaire 
sera  (VIII) 

dV  dlJ  dV 

/  ~  X,  ■- h  r,  -—  H-  z,  --—  =  o. 

dx  dy  dz  ^ 


(35.  ) 
On  aura  pareillemeiir ,  pour  un  autre  point  A'  (Xj,  7 ,,  Zj), 

r/U  dV  €iV 

Or  les  (m  —  i)  (^  —  a)  points  de  contact  des  tangentes 
à  la  courbe  s',  issues  du  point  A,  sont  situés  (V)  sur 
la  première  polaire  Wdu  point  A  par  rapport  à  Z',  cl 
les  (m  —  i)  («I  —  a)  points  de  contact  des  tangentes  à  la 
courbe  Z,  issues  du  point  A',  sont  situés  sur  la  première 
polaire  W  du  point  A'  par  rapport  à  Z.  Donc  on  a  (VIII) 

dr       dTi       dTi 

dx  dy  dz  ' 

et 

dT  dZ  dZ 

D'où  l'on  conclut  immédiatement,  en  effectuant  les  dif- 
férentiations,  celte  identité  : 

^^  ^«r/  f'*^  '^*U  ^'U 


(  Z|  .'•a  -H  Xi  z,  ] 


dxdy    '    ^^'    '    '  -"'    '^  dydz 
d^V  _ 


Ce  qui  démontre  le  dernier  théorème  énoncé  dans  la 
question  proposée,  laquelle  se  trouve  ainsi  complélc- 
ment  résolue. 

Quand  on  ne  donne  que  trois  ou  quatre  droites,  on 
peut  démontrer,  sans  le  secours  de  l'analyse,  plusieurs 
des  propositions  qui  précèdent.  Ainsi  dans  le  cas  des 
trois  droites,  il  suffira  de  s'appuyer  sur  les  n"'  Sytï  et  658 
de  la  Géométrie  supérieure,  et,  dans  le  cas  de  quatre 
droites,  sur  les  n^^  'ig'^  et  4^5  combinés  avec  une  pro- 


•^'^^-^K^).-^K^).=^ 
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priété  des  courbes  du  troisième  ordre  qu^on    trouvera 
énoncée  page  245  de  ma  Traduction  de  MacJaurin. 

Mais  ces  développements  particuliers  seraieul  ici  super- 
flus. 

Nota,  Voici  la  démonstration  du  théorème  important 
qui  est  cité  au  §  V. 

On  prouve  d'abord  que  la  première  polaire  d'un  point 
fixe  O,  par  rapport  à  une  courbe  donnée^  est  aussi  le 
lieu  géométrique  des  points  dont  les  droites  polaires  pas^ 
sent  par  le  point  O. 

En  effet  l'équation 

exprime  une  relation  entre  x,  j",  z,  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  polaire ,  et  Xi ,  yi ,  z,  coor- 
données du  pôle.  Donc  si  le  premier  de  ces  deux  points 
est  fixe  (xj ,  /j,  Zi)  et  le  second  variable,  le  lieu  géomé- 
trique de  ce  dernier  sera  rc  présenté  par  l'équation 

/^U\  /rfU\  /dV\ 

qui  est  précisément  l'équation  de  la  première  polaire  du 
point  (jTi  i  ytj  Zi)  par  rapport  à  la  courbe. 

Ce  théorème  peut  encore  se  démontrer  comme  il  suit  : 
Soient  O  le  point  fixe  et  O'  un  point  quelconque  de  la  pre- 
mière polaire  du  point  O5  a ,  é,  c,...,  m  étant  les  points 
de  rencontre  de  la  transversale  00'  et  de  la  courbe ,  on  a 
par  hypothèse  Téquation 

et  il  suftil  de  niontrer  qu  on  a  en  même  Irnips 


^\()'0       O'ftJ 
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Or  cette  seconde  équation  est  toujours  une  conséquence 
de  la  première,  comme  il  est  facile  de  le  voir^  au  moyen 
d*une  simple  vérification ,  en  écrivant 

O'  a  =  00'  —  Oa,     O'b  =  00'  —  Oé, 

et  ainsi  de  suite. 

On  démontre,  en  second  lieu,  gue  la  droite  polaire 
d^un  point  simple  d'une  courbe  est  la  tangente  à  la 
courbe  en  ce  point. 

Cette  proposition,  qui  résulte  très -simplement  de 
quelques  théorèmes  qu'il  serait  trop  long  de  rappeler  ici 
€t  qu'on  trouvera  dans  Touvrage  de  Salmon  ,  peut  se  dé- 
montrer ainsi  qu'il  suit. 

Soit  O'  un  point  quelconque  de  la  droite  polaire  d'un 
pôle  donné  O.  On  a  T^uation 


JL^OO'      0^1  j  "~ 


ou 


2(ô^)=''- 

En  développant ,  il  vient  celle-ci 
O'a.Ob.OcOd...  0/w-h  O'  b.Oa  ,0c.0d. . .  Om 
-hO'c.Oa.Ob.Od..   O/11-+-.  .,=  o, 

dans  laquelle  tous  les  termes ,  à  Texception  du  premier, 
contiennent  le  facteur  Oa.  Donc  si  le  point  O  est  pris  en 
a  sur  la  courbe,  Oaest  nul  et  Téquation  se  réduit  à  son 
premier  terme 

(1)  0'0.0b.0c.,.Om  =  o. 

Or  le  point  a  n'étant  pas  un  point  multiple  de  la  courbe 
donnée,  les  lignes  0&,  Oc,...,  Om  ne  sont  pas  nulles  en 

Ann.  de  Maihémat.,  t.  XVI.  (Septembre  iSSy.)  ^3 
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général^  donc  on  a  siiuplcment 

00' =  o, 

ce  qui  signiûeque  ,  pour  toutes  les  direclions  de  la  Irans- 
versale  OO',  la  droite  polaire  du  point  O  de  la  courbe 
passe  par  ce  point  lui-même.  Mais  si  l'on  prend  pour  celle 
transversale  la  tangente  même  de  la  courbe,  Ob  est  nul 
et  Tëqualion  (i)  est  satisfaite  d'elle*même,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  OO,  ce  qui  signifie  que  tous  les  points  de  la 
transversale,  actuellement  tangente  à  la  courbe,  appar* 
tiennent  à  la  droite  polaire  du  point  de  contact,  ou  ,  en 
d'autres  termes,  que  cette  tangente  est  la  droite  polaire 
elle-même.  c.  q.   f.  d. 

De  ce  théorème  et  du  précédent  on  conclut  immédiate- 
ment que  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  d^nn 
point  donné  sont  sur  la  première  courbe  polaire  de  ce 
plan.  C'est  précisément  ce  qu*il  fallait  prouver. 


GOSMOfiRAraiB. 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  .331 

(TOir  t.  XV,  p.  ÎW); 

Pau  m.  E.  DE  JONQUIÈRES, 

Lieutenant  de  vaittoiiu. 


Question,  Soient  les  jours  relatifs  au  soleil  vrai,  au 
soleil  fictif  dans  Técliptique  et  au  soleil  fictif  dans  l'équa- 
leur.  Quand  ces  jours  considérés  deux  à  deux  sont-ils 
égaux?  Quand  les  trois  jours  sont-ils  égaux? 

Soient  E  le  nombre  de  secondes  de  temps  qu'il  faut 
ajouter  à  l'heure  vraie  pour  avoir  l'heure  moyenne,  c'est- 
à-dire  Véquaùon  du  temps,  Q  la  longitude  vraie  du  so- 
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leil  et  a  la  longitude  de  Tapogée  ;  on  a 

(  E  =—  462"  sin  (©  —  a)  —  SgS»  sin  a  © 
^''  /  —  3»sin2(0  — a)-f- i3»$in40. 

Cette  formule  a  été  donnée  par  Lagrange  dans  les  Mé- 
moires  de  V Académie  des  Sciences  pour  1 772  et  convient 
«ncore  à  l'époque  actuelle  ,  malgré. les  petites  variations 
qu'ont  éprouvées  Findinaison  et  Texcentricité  de  TorbUe 
terrestre  (*) 

Pour  plus  de  simplicité,  je  négligerai  les  deux  derniers 
termes  qui  sont  très-faibles  :  l'erreur  est  insensible.  Par 
exemple*,  pour  le  28  janvier  1857  où  Ton  a 

O  =  3o8"  34'  57", 

la  formule ,  réduite  à  ses  deux  premiers  termes ,  donne 

E=  i3"  i5«,8 
au  lieu  de 

iS*"  ï7%9 

que  donne  la  Connaissance  des  Temps, 

Quand  le  jour  vrai  est  égal  en  durée  au  jour  moyen,  la 
variation  de  Féquatiop  du  temps  est  évidemment  nulle, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

rfE 

ou 

23 1  cos(0  —  a)  -+-  593  COS2  0  =  o. 

Développant  cos  (©  —  a)  et  cos  2©  ,  puis  ayant  égard 
à  la  valeur  de  a  pour  1867,  savoir 

a  =  ioo*»27'5i", 


(*)  A  démontrer  prochainement. 

a3. 
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on  trouve ,  par  des  calculs  faciles , 

J  o  =  cos*  O  —  o,070749-cos»0  —  0,962064 cos'Q 
'^'    I  4- 0,035374.  cos©  H- o,2i33i5. 

Traitant  celte  équation  complète  du  quatrième  d^i*é 
par  la  méthode  ordinaire,  on  trouve  pour  équatjon  trans- 
formée ,  c'est-à-dire  privée  du  second  terme, 

y  =0,963941  7'-Ho,ooi298  j^-ho,2i3639  =  o 

dont  les  quatre  racines  sont  réelles  et  donnent  pour  celles 
de  réquation  (  2  )  les  quatre  valeurs 

-4-0,804979, 
-h  o, 604535, 

—  0,570884, 

—  0,767932 

dont  la  somme  est  0,070748,  exacte  à  0,000001  près,  et 
dont  le  produit  est  o,2i336à  4  cent-millièmes  près. 

Ces  nombres  sont  le^  cosinus  des  longitudes  ci-après, 
respectivement 

323»36'3o"  \  [11   février. 

52 .  48 .   3  [  qui  correspondent  en  nombres  ]   1 3  mai. 

124.4^  43  (  ronds  aux  j  27  juillet. 

219.49-53  ;  •       '     2  novembre. 

Tels  sont  donc  les  quatre  jours  de  Tannée  où  il  y  a 
actuellement  égalité  entre  les  jours  vrais  et  moyens.  Il  s'a- 
git de  faire  la  même  chose  pour  le  jour  moyen  et  le  jour 
fictif. 

Le  soleil  fictif  S'  et  le  soleil  moyen  S'(  ayant  un  mou- 
vement égal,  le  premier  sur  Técliptique,  le  second  sur 
l'équateur,  et  passant  ensemble  au  point  vernal,  IV^cea- 
sion  droite  de  S''  égale  toujours  la  distance  de  S'  a  Téqui- 
noxe  que  je  désignerai  par  O'.  On  a  donc,  en  désignant 
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par  O''  rasccnsion  droite  de  S', 

tangO" 


tangO'  = 


COSfr) 


M  obliquité  de  1  ecliptique  =  -a^^  27'  29",6.   D'où   Ton 


tire 


Ung(0'  -  0")  =  il^lJ^  .  -!^S-%. 


■    cosw 

Quand  le  jour  moyen  est  égal  au  jour  fictif,  on  a  évidem- 
ment 

c  est-à-dire 

^ncQ"  =±:^côsZ    et     tangQ'  =±    ^^^^> 

Donc  il  y  a  égalité  des  jours  moyen  et  fictif  quand  la  lon- 
gitude moyenne  du  soleil  a  les  quatre  valeurs  suivantes 

46^  i4'7",        i33»45'53^        226°  i4'  7"        3i3«45'53", 

qui,  en  ayant  égard  à  l'équation  du  centre,  correspondent 
aux  longitudes  vraies 

47»  46'  42,       1 32»  43'  34",       224«  39'  11",       3 1 4«  5o'  20" , 

lesquelles  onl  lieu  vers  le 

8  mai,         5  août,         6  novorobre,         3  février. 

Si  l'on  compare  ces  dates  aux  précédentes ,  on  voit  qu'il 
n'y  a  rigoureusement  aucun  jour  dans  Tannée  où  les  trois 
jours  soient  égaux  entre  eux ,  mais  qu  ils  approchent  beau- 
coup de  Tégalilé  le  10  mai  et  le  4  novembre,  et  qu'ils  dif- 
fèrent peu  les  uns  des  autres  vers  le  7  février  et  le  i**^  août* 
C'est  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Za  suite  prochai ntment. 


(3) 
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PORMIIUS  D  INTERPOLATION  DE  UGRANGE  ET  BB  NEWTON 

(Fil  d'u  prenier  aiiiek) 

(Totr  pai^e  317.. 

On  peut  de  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  dé- 
duire celle  de  Newton ,  en  supposant  que  les  nombres  x^^ 
^1  Vf  ^m^\  9  ^m  soient  les  termes  de  la  progression  arith- 
métique Xj,  x^  -h  A,...,  Xo(m  —  i)  A,  Xç-hmA. 

B éprenons  la  première  de  ces  formules  qui  est 

(x,  —  X,)  (a-,  —  X,). .  .  {x,  —  .r«_,  )  (x  —  x«)  "• 

^      (.g  — j:,)(x-^x,)...(x  — x^^,)(x  — x^) 
(x,  —  X.)  (x,  —  X,).  ..(x,  —  x«_,)(x,  — .x«)    ' 

fx  —  Xq)  (x  —  x,)...(x  —  .r^._,)  (x  ~  Xp.^i)..,(x  —  Xai,,)  (x  —  x^) 
(^,.—  x.){jrf.—  x,)...(x^—  .^>_,J  (x^—  ^^+.)...(.r^— x^.)  [^p—  x«)  "'" 

(x— >x»)(x  — X,).  .  .(J— •■gi..-i)(g— ■giw)  ^^ 

(x„_,  —  x,)(x«^i  — X,).  .  .(x«_,  —  X|^,)(X«_,  — .x«) 

(x-»-Xo)(x~x.)    .  .(x  — x^a)(x  — x,^,) 

Si  l'on  remplace  Xi,  x»,.,.,  x„  par XoH-  A,  Xg+  aA,.. ., 
jTq  h-  m/i,  le  dernier  terme  de  cette  formule  devient 

(x  —  Xt)(x^~Xft  —  /<)... [x  —  Xq  —  (m  —  a)  A][x  —  x,»^(i!w — i)A] 


ou,  ce  qui  revient  au  mèm« 


m, (m  —  I ) ... 2 r  I 
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L'avant-dernier  terme  prendra  la  forrae 

{x  —  jTj)  {x  —  X,  —  h)    .  .  [.r-^A'o  —  (m  —  2  h](x  —  x^  —  mh) 

(/iî-i)>%.(//i-2)A...Ax.(-/0  ■  "•^*  ' 

cl  pourra  s'écrire  ainsi 

. ^-—. — ■  " — ■ ««-I  » 

(/?f  —  1  )  (//l  —  2j .  .  .  I  .  I 

et  y  afin  que  le  dénominateur  soit  encore  le  produit 
m(/n-— i)..,  3.2.1,  on  multipliera  par  mies  deux  termes 
de  l'expression  précédente ,  ce  qui  donnera 

(^)(^-y-)-[^-'-"ir-y-°) 

i i _ L — ^ _ =LJ '  mit„_, 

m  [m  —  i). .  .3.2. 1 

On  trouvera  de  même  que  les  termes  précédant  l'avant- 
dernier  de  la  formule  (3)  deviennent  respectivement 

,  (^)c-^--)-r-y^-'"-'](^'-) 

m  [m  —  i)...3.2.i 

■    (^)C-^-)-[^-'"-']('^-") 


m  (m  -^  i).  .  .3.2*  1 


^ TXâ *^" 
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Considérons  généralement  le  terme 

(Xp— X.)  (.r^— x,)...(x^—  Xp^,)  (x^—  x^+,)...(x^—  x^,)  (x^—  x.)    '  ' 

dans  lequel  le  nombre  p  est  supposé  moindre  que  m.  En 
remplaçant  dans  ce  terme  Xi ,  Xi ,. . . ,  x,,«i ,  Xp ,  x^+i  ?  -  ■  •  j 
^m-i,  «r,„  par  Xo-hA,  Xo  +  aA,...,  [Xo -H  (p  —  i)  A], 
(x,-f.pA),  [xo-+-(/?-f-f)A],...,  [j:o-h(m  — i)  A], 
(r^  +  mh) ,  on  a  d'abord 

Puis 

r-^)r-^-)-[^-;(.-)][^-(^o]-p-^--(».-)](^-»)^ 

PiB-^)'  '  •  »  •(-«)•  •  -X-  l(m  -I)  -  /;)  X  -  (w  — f»)  * 

OU  bien  encore 

,(y)('-y-)-r?-'^-']r?-'--"i-r?^-'i(nP-) 

et  enfin 

J?)(^--)-[^--c^-)][^--cH-(^'-") 

m.  {m — i)...3.a.i 

^^  m(m  — i)...(m~;>-H)^^ 
i.a.3...f  ^' 

Il  faut  mettre  le  signé  -h  ou  le  signe  —  suivant  que  m — p 
est  pair  ou  impair. 

Ainsi,  lorsque  les  valeurs  substituées  à  la  variable  x 
sont  Xq  ,  Xo  -h  a  ,  Xo  +  a  a  ,. .. ,  Xo  -f-  (m  —  t)  A,  Xo4-  mh. 
on  peut  donner  à  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange 


(36,  ) 
la  forme  suivante  : 

;  C-y)-[^-'"-)1 

'  .2 i *"  .  ..  rj  If 

Wt(lll—  l).  .  .3.2.1 

(^)-['-y-'-'>ir-^-")  „„  ^ 

m  [m —  i), . .  i.2. 1 

(4)/  «(w  —  l)...3.2.*l 

^  1.2   .  ;,  "'"^  •  •  • 


T 


('-^)(^iM-('-^-") 


/?*  (//I  —  l)     .  .3.2.  I 


L(--y-)-.-(y--)^. 

\  m{m  —  i).  .  .3.2   I 


Pour  en  déduire  la  formule  d'interpolation  de  Newton,  il 
faut  remplacer  M« ,  i/^_, ,  m«»15.--i  "i  P^**  ^^^  développe- 
ments 

rnim  —  »)    . 
«,4-/11 A  M,  H i î  A»ii, -H.  .  .4-  A*"!/,, 

I  .2 

ii,4-(/n-^.)Ai.,4-^^^""\\^;"""^-a,.h..>H-A-'-'ii>, 

^^^     ^  ,  ,  (/»— 2)(/ll—  3) 

«.  -h  (/w  —  2)  A«.  -f.  ^ '-^ ^  A'tt.  -4- ...  4-  A—»  «., 

1.2 


«0  -f-  Ak,. 

Afin  d'abréger  récriture,  posons  z  =  — ^— ^ —  m.  Il  en 


(  iG'Jt  ) 
résultera 


h 

z-i-  m  :=z ; 


-—  ('W—  2)..., 


El  en  représentant  pary(-*)  le  produit  des  (m  +  i)  fac- 
teurs consécutif»,  z,  (z -h.  i),  |(z -f- 2),...,  (^-hm),  la 
formule  (4)  se  transformera  en  celle-ci 

(6)— — i-_]  .        /(g)       /w(/ii  — 1)... (m— /> -Kl >^_ 

^w(/w— 1)... 3.2.1  J  z-h/»"-;>  1.2.../?  '*^' 

nz î^-^ /w«,  ±:  "^  ^  ^  a,. 

Si  Ton  remplace  dans  la  formule  (6)  Hm  9  <<m-.i  >  ^m-^w  •  -  9 
i/i  par  les  développements  (5) ,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion sera  évidemment  une  expression  de  la  forme 

et  on  aura  d'abord 


' m  {m  -^  i). ,  .  2 


Z  «4-1  1.2  «  -h  I  I 


Mais  on  a  vu  (page  317)  que 

I  .  2  •  O  .'/W  =  — -  —  Ht  .  —  -f-  —  . 

«  «4-1  1.2        »4-2 

^^     z  '\-  m  —  I       z-h  m 
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donc 

o.=  I. 

Il  viendra  ensuite 


a.rs 


m(m  -—i).  ..2. 


X 


-t-    2^-m  — I  J 


d'où 


'      (m  — 1).,.2.^ 


ou  bien,  en  représentant  par  (f(z)  le  produit  des  m  fac- 
teurs consécutifs  Zj  z-hi,...,  JK-4-/n— I,  et  en  ayant 
égard  à  ce  que 

/(z)  =  ^(z)x(z-hm), 

on  aura 

(/ft  — 0-  ..  .2.1 


X 


-^  V"'         *^z  +  ,^  1.2  Z4-2  I 


Or  (page  317) 


(w-i)(m-2)  ?(«)        ._     y(')     , 
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donc 


û,  =  2  -H  wi  =  - 


Le  coefficient  ap  du  terme  général  a^Af^Uo  sera  déter- 
miné par  l'égalité 

I 

''      m{m  —  i)« .  .2. 1 

iii(m—  i). ..  (/If-— y3-hi)/(g) 

I  .2.  .  ./?  Z 

(/w  — i)(m~2)(/w-3)...  (/w  — ^)/(z) 

-  /II.  —  ■  ■ 

1.2.3.  .  .  p  «-h  I 

m[m  —  \    [m  —  2)  (iw  —  3)...(fli — /?—  1)  /(g) 

1 .2  1 .2.  .  . p  «4-2 

^m(/ii  —  i)  (iw  —  2)...  (/»—/?-+- 1)      /(») 

"  1.2.3.../)  z+m — /? 

d^où,  en  réduisant, 


[ 


'^        1 .2.3.  .  .  (m — p) 

/(f)_(^-^)/(f)-K^_;,)(;»,^-.)/(f)_...±    /(') 

1.2.3...  (p—  1)/) 

Cela  posé,  nommons  ?(^)  le  produit  des  (m — /i  4- 1) 
facteurs  consécutifs  z,  «-hi,  «-h2v">  (^H-m — p), 
il  en  résultera 

/(z)  =  y(«)X(»-hw— /?-hi)(*4-/w  — /^+2)...  (a 4- m), 

et  par  suite 


1 


X 


[ 


'*''  I  .2.3.  . .  (/w  — /?) 


^z         ^        ^'z-hi   '  1.2  g-h2      ""      z-k-m^p 


1.2.3..     (/?--i)/> 


] 
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Mais 

Z  2  4-1 

.    (m^p)(m-'P'-'i)  ff(z) 

1.2  z  -^  m  '■—  p 

doue 

(»-h  m)  (z-hOT  —  i).  .  .  [(3-+-  iw  —  (;;— ^)] 

^    =  — ■ -^j 

'^  1.2.  .  ./? 

et,  parce  que 

X  —  :r, 

5  -f-  m  =r  ; 9 

/i 

on  aura 

(s-^)('-^-)---r-y--'^-"i 

rt    —  ——————— ^   ■  '■    ■■    —  ■ 

1.2.  ./7 

En  remplaçant  successivement  p  par  les  nombres  1,2, 
3,...,  m ,  cette  dernière  égalité  donne 

X X, 

"'  =  — T"' 

,  r-i^)r-i^-)   ^ . 

'  1.2 

(^-y=)(^--)(^-^-') 

^  = ,  •  •  •  > 

1.2.3 

I .2.3. . .  m 
D'ailleurs 

par  conséquent  Texpression 

n.  ««  +  a,  A  «0  -h  rt,  A»  I/o  -f- . . .  +  «m  A"  «a 
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revient  à 

-(^•)C-i^'-)('-^'-)-- 

Ce  qui  est  la  formule  d'interpolation  de  Newton. 

G. 

SUR  m  QUESTION  D'ALGfiBBI 
RELATIVE  A  BEGX  EOUATIONS  Dll  QUATRIÈIB  DEGRÉ 

(TOlrt.  XV.p.  7«); 

Par  m.  Michakl  ROBERTS. 


Étant  données  deux  équations  biquadratiques ,  savoir 

(I)  fljf*  -t-4^^  4-6fj?'  -^  ^dX'{'e  =  o  (racines  a,  p,7,^), 

(II)  flV-t-  4^V4-  6cV-!-  4^.r +.  ^'=  o  (racines  a\fi',y\S')j 

je  vais  présenter  dans  ce  qui  suit  les  éléments  de  la  for- 
mation de  Téquation  ayant  pour  racines  les  valeurs  que 
prend  la  fonction 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  fonction  a  vingt-quaire  va- 
leurs, et  l'équation  dont  il  s^agit  est  assez  compliquée  : 
mais  en  faisant  usage  des  solutions  algébriques  des  équa- 
tions données,  j'ai  réussi  à  la  mettre  sous  une  forme 
simple,  qui  se  prête  facilement  aux  divers  résultats.  Je 
dois  mentionner  surtout  que  j'ai  été  ainsi  conduit  par  une 


(  367  ) 
niarclie  trés-siinplc  à  Téqualion  au  carré  des  différences 
(les  racines  de  1  équation  (l)  :  résultat  que  je  ne  me  sou* 
viens  d'avoir  rencontré  dans  aucun  traité  d'algèbre. 
Posons  d'abord 

\2a^  IL  =z  ae  —  ^bti  -j-  3c', 
8^^  \  =  ace  -H  a  bcd —  a//'  —  cb^  —  c' , 


.  et  désignons  par  les  mêmes  lettres  acceniuées  les  quan- 
tités analogues  pour  l'équation  (II). 
Faisons  maintenant 

«  =  aa»  -H  pp'  -+-  77'  4-  *î' 

et  introduisons  la  quantité  auxiliaire  u  donnée  par  Té- 
q  nation 

et  posons 

n*  —  6  CTd'  «'—  2  tt  ^ ■      \    ,, ' 

—  3(3o'ct"  —  4oV-.^«'>—  2tfApi')   =   P, 

6«'  —  3  (20©' j  -h-ï— 7 h  -î =Q, 

et  l'équation  cherchée  s'écrit  de  la  manière  suivante 

P  =  Q(//iî')^H-R(/'mf , 
ce  qui  donne 

(  III  )  P^  =  Q^  Im'  -f-K^rm^S  f*;*'  PQR. 
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Or  cette  équation  monte  au  douzième  degré  et  ne  con- 
tient que  la  seule  expression  irrationnelle 


v/(V-^')(V'-p"), 

d'où,  en  élevant  au  carré,  nous  passons  à  Téquation 
cherchée 

Pour  trouver  F  équation  au  carré  des  diflTérences  des 
racines  de  Téquation  (I),  il  suffit  de  poser  dansJ'équa* 

tion  (n) 

fl'  =  6,     b'szzo,     c'=--i,     rf'  =  o,     tf'  =  o(*), 
et ,  en  substituant  ces  valeurs ,  nous  trouvons 

et  l'équation  (III)  donne  (en  posant  au'  =7=  0) 
OU  bien 

et ,  en  posant 

t=—89, 
les  quantités 

(a-py,     (--7)'.     {'-9)\ 

■      (P-7)'.     (P-*)',     (7-*)' 

(*)  «"  devient  alors  6(a  —  a'  )'.  T». 


(  369) 
seront  les  racines  de  Téquation  suivjante  en  t  : 

f  —  4^0/*  4-  gSr*  (f*  +  9u')  —  256f»(i6o*  -h  24f*«f  -f-  i3^) 

4-  io8.8'(pi»  — V)  =  o. 

Si  les  équations  données  sont  identiques ,  l'équation  (III) 
appartient  à  deux  équations  distinctes. 

On  peut  remarquer  la  relation  suivante,  qu'on  peut 
démontrer  directement  : 

SKCONU  SnUTiON  DK  LA  «UISTION  389  (LAGRAN6E) 
ET  PRIMIBRE  W  LA  OlIRSTION  2»0 

(Toir  page  tM); 

Par  m.  lb  Doctbuii  SACCBI, 

De  runiversité  de  Pavie. 


Si  Von  représente  par  A^'"^  le  coeflScieni  de  k'  dans  le 
développement  de  (i  +  *)%  on  aura 

-h  Ai2.  ^"- -t- Ai^U' -h . . .  +  A^;U- 

si  Ton  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  par 
I  -f-  Ar,  et  si  l'on  observe  que  le  coefficient  i!*+*^  est  égal  à 
Air2i-+-  A^*"^,  on  voit  facilement  que 

^(r^«)^2;A^:!^A;"\ 

ilifn.  de  Maihémat.,  t.  XVI.  (Octobre  iSS;.)  ^4 
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pourvu  que 

l'on  fasse 

;  toujours 

A,: 

—    1, 

Ai::!,=o. 

Posons 

j:  =  /i  =  r, 

et  en  observant 

que 

ou  obtient 

y  =  r 

(^) 

^'r=^^i- 

r) 
—  5 

^=^0 


c^ est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  la 
puissance  r  du  binôme  est  égale  au  coefficient  moyen  de 
la  puissance  ar  du  même. 

Il  est  à  remarquer  que  la  quantité  A^***^  multipliée  par 

7^9  ou  bien  par  na^^  donne,  dans  le  premier   cas,  la 


somme 


cos*'"a  -h  ces*'"  (  a  —  -  J  4-  ces"'  f  a  —  2  -  j  4-  -  .  . 
-hcos""     a  —  (/i  — -  i)  -  h 

quels  que  soient  a  et  n,  r  entiers  positifs;  et  dans  le 
deuxième  cas,  la  somme  des  puissances  r  des  perpendicu- 
laires abaissées  d'un  point  de  la  circonférence  de  rayon 
a  a  sur  les  côtés  du  polygone  régulier  circonscrit. 
En  carrant  Téquation  connue 

2  *;■'='•■ 

et  en  désignant  pas  S  la  somme  des  produits  deux  à  deux 


(  37.  ) 
(les  caeflicienls  Ao,  A,,...,  on  a 

2a:  +  2S  =  4'; 

d'où 


s 


=Î(4'-Ar"). 


laquelle  fournit  la  solution  de  la  question  290,  proposée 
dans  ce  journal,  page  192,  tome  XIII. 

On  peut  arriver  plus  simplement  à  Téquation  (2)  de 
la  manière  suivante  :  que  Ton  multiplie  l'équation  (i) 
avec  celle  que  Ton  obtient  eu  plaçant  dans  la  même  équa- 
tion -r  au  lieu  de  fc ,  et  l'on  aura 

où  P  est  un  polynôme  contenant  h  dans  tous  l«s  termes; 
par  conséquent ,  la  somme  cherchée  sera  ce  terme  du  pre- 
mier membre  où  k  n^entre  pas,  ou  bien  sera  le  coefficient 
de  A*"  dans  le  développement  de  (1-4-*)*',  c'est-à-dire 

sera  Al*'*^  comme  on  l'a  trouvié  ci-dessus. 


SOLUTIOR  DE  LA  QUESTION  372 

(Toir  p.  178); 

Pae  m.  Louis  BOYER, 
Lieutenant  d'artillerie. 


Un^  triangle  ayant  pour  sommets  les  deux  foyers  d'une 
conique  et  le  troisième  sommet  sur  la  circonférence  de  la 
conique  >  trouver  les  lieux  géométriques  des  trois  points 
suivants  :  le  ceiilre  du  cercle  circonscrit ,  le  centre  de  gra- 

24. 


(37a) 
vile  j  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs ,  et  déter- 
miner le  d^ré  de  Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint  ces 
trois  points. 

Soient  O'  le  centre  de  la  conique  pris  pour  origine  des 
coordonnées  et  ayant  deux  foyers  F  et  F',  M  le  sommet 
d'un  des  triangles ,  a  et  /3  ses  coordonnées. 

Le  premier  lieu  géométrique  est  l'axe  desj^,  le  centre 
du  cercle  circonscrit  étant  toujours  sur  cet  axe. 

Le  second  lieu  est  le  lieu  des  points 


-p 


a 


donc  l'équation  de  ce  lieu  est 

9Ar»H-9B*«  =  C,      - 

étant  l'équation  de  la  conique  :  c'est  donc  une  conique 
semblable  à  la  première ,  ces  deux  coniques  ayant  pour 
centre  de  similitude  l'origine  des  coordonnées. 

Le  point  de  rencontre  des  hauteurs  est  donné  par  les 
équations  des  droites  MP  perpendiculaire  à  FF'  et  F'K 
perpendiculaire  à  MF.  Ces  équations  sont 

a  —  c ,  , 

x  =  a,     y  = _(x4-c), 

d'où 


L'équation  du  lieu  sera  donc 


•''  ^     C— Bx» 


i«.  EUipse. 
équation  de  deux  courbes  symétriques  ayant  leurs  som- 


,  _  g'  (g'  —  ar')' 
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mets  sur  Taxe  des  y  aux  points  j"  =s  db  t»  passant  toutes 

deux  par  les  foyers  et  ayant  toutes  deux  pour  asymptotes 
les  droites  x  =  ±  a. 
a®.   Hyperbole, 

équation  représentant  un  système  de  deux  lignes  hyper- 
boliques ayant  chacune  une  branche  imaginaire  et  pour 
équations 

y^±     , 
La  première  ligne  hyperbolique 

b  s/x"  —  à" 
a  pour  asymptotes  les  droites 

(perpendiculaire  à  Tune  des  asymptotes  de  l'hyperbole 
donnée),  passe  par  le  foyer  F,  et  se  trouve  alors  située  au- 
dessous  de  Taxe  des  x,  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  c,  /  est  positif.  L'autre  branche  est  imagi- 
naire. 

La  deuxième  ligne  hyperbolique  a  pour  asymptotes  les 
droites 

passe  par  le  foyer  F^,  se  trouve  au-dessous  de  Taxe  des  x 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  a  et  —  c ,  et  au- 
dessus  pour  toules  les  autres  valeurs.  L'autre  branche  esl 
imaginaire. 
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Recherche  de  rem^eloppe.  Elle  est  représentée  par 

les  trois  équations  suivantes,  Véqualion  de  la  droite,  la 

dérivée  de  cette  équation  et  Téquation  de  relation  entre  a 

et /3  ;  ces  équations  simplifiées  prennent  la  forme  suivante  : 

(i)  [îaj-»-(x-a)p]  =  («'-c»)(a-3^), 

^    ^  f  =[Ap»H-(3A— 2B)a'— Ac']p, 

(3)  C  — Ba'rzrAp». 

Multipliant  (i)  et  (3)  membre  à  membre,  on  obtient 

(4)  8  = (Ç-_B^)^jr«_ 


A  (a»  —  c«  )  (  a  —  3  X  )  —  (  C  —  B  a'  )  (x  —  a) 

Remplaçant  A (3*  par  sa  valeur  dans  Téquation  (a),  on 
a  aussi 

2^(C  — aBa')     


(5)        p=r 


3  (  A  —  B  )  a»  —  2  (  3  A  —  B  )  jr  a  4- C  —  A  tf  ' 


En  égalant  les  valeurs  (4)  et  (5)  de  |3  et  remplaçant  ^ 
par  sa  valeur  (4)  dans  Téquation  (3) ,  on  a  les  deux  équa- 
tions suivantes  entre  a ,  t, j'  : 

B(A  — B)a*H-[ABc>—  (2A  — B)C]«» 


^    ^  I  —  [6ABc»-C(3A-|-B)]jra'-r-C(3Ac'  — C)jr  =  o, 

j  4A:r=(C-2Ba')^ 

^'^}==(C  — Ba')[3(A  — B)a^— 2(3A  — B)xaH-C— Ac^l». 

D'où  Ton  déduit  les  doux  équations 
Pa*4-Qa' 


(8)   x  = 

(9)r 


Ra'— s 

^  _  (C  --  B a')[3  ( A  --  B)  g»  --  2  (3  A  —  BVr  a  -h  C ~  A  c'Y 
4A(C—  2Ba')^ 


Chaque  valeur  de  a  donnera  une  valeur  pour  x  cl  deux 
valeurs  égales  a  de  sii;ne  «onlraire  pour  y;  la  courbe  est 


(375) 
donc  de  degré  pair  et  symétrique  relativement  à  Taxe 
desx.  De  plus,  pour  que  x  ait  une  valeur  déterminée, 
a  nous  sera  donné  par  une  équation  du  cinquième  degré, 
aura  donc  cinq  valeurs  :  de  sorte  que  pour  une  valeur  de 
JT,  y  pourra  donc  avoir  dix  valeurs  difTérentes.  Mais  si 
l'on  remplace  x  par  sa  valeur  (8)  dans  Téquation  (9) , 
on  verra  qu'une  valeur  positive  ou  n^ative  de  y  pourra 
être  donnée  par  quatorze  valeurs  de  a ,  car  alors  Téqua- 
tion  (9)  sera  du  quatorzième  degré  en  a.  Donc  pour  qua- 
torze valeurs  de  a,  et  de  x  par  conséquent,  y  pourra 
avoir  deux  valeurs  égales  et  de  signe  contraire,* ce  qui 
peut  faire  vingt-huit  valeurs  différentes  :  l'équation  de 
Tenveloppe  peut  donc  être  considérée  comme  étant  du 
vingt-huitième  degré. 


TROISIÈME  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  389 

(foir  p.  869); 

Par  m.  J.   DE  ViRlEU , 

Régent  à  Saumur. 


Soient  m^  /i,  />,  </,  r  des  nombres  entiers  positifs  non 
nuls;  si,  [/n]  représentant  le  produit  des  nombres  entiers 
différents  qui  ne  dépassent  pas  /n,  on  convient  de  rempla- 
cer le  symbole  [o]  par  i  et  ^ x  par  zéro,  on  a 

I  et  o  étant  fonctions  de  x,  on  a 


[/][/^  —  /]  r/.r'     dxP-* 
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Posons 

Tégalilé  (2),  en  divisant  les  membres  par  x'^'^^f,  de- 
vient 

[ç^r  —  p]        ^[i][p  —  i]    [r-i]    [q-p^r] 
1  =  0 
OU  bien 

[9+r]         _  y  __M il] 

[q-hr-p][p]         ^[i][r-i]    [p-i][q  -  P -^ '] 

1  =  0 

CD  supposant  égaux  les  nombres  p,  q^  r 

[p\[p\~  '^\{n{p-iv 


{p\\ 

1=0 


C.    Q.     F.    t». 


COMPOSITIONS  POUR  LfiCOLB  POLYTBCHNIQIiK  EN  1851. 

Solitioi  d'iie  équtioi  traiseeilaite  ^ 

Par  m.  J.-Ch.   DUPAIN, 
ProfMseur  à  Carcassonnc. 


j:  r=  A  sin  .r  -f-  B. 

Cette  cîquation  a  pour  racines  les  abscisses  des  inlciscc- 
tîons  de  la  ligne  droite 

(1)  Ar  =  *-B 
et  de  la  sinusoïde 

(2)  j  =  sinx. 

On  dessinera  une  fois  pour  toutes  la  ligne  (2)  qui  est 
bien  connue,  et  quand  les  coefficients  A ,  B  seiont  donnés. 
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on  tracera  la  droite  (i)  -,  les  interseclioDs  sont  en  général 
nettement  indiquées,  et  si  elles  ne  Tétaient  pas  pour  deux 
points  voisins ,  on  construirait  sur  une  échelle  plus  grande 
Tare  de  courbe  qui  contient  ces  points.  Ayant  ainsi  ob- 
tenu une  première  valeur  de  chaque  racine ,  on  appli- 
quera les  méthodes  connues  d'approximation. 

Discussion.  Nous  laissons  de  côté  le  cas  tout  excep- 
tionnel oùA=oo,B  =  oo,-=  —  a\  l'équation  se  ré- 
duit alors  k 

sinx  —  a  =  o. 

En  appelant  x'  le  plus  petit  arc  positif  dont  le  sinus  est 
a ,  les  solutions  en  nombre  infini  sont  comprises  dans  les 

formules 

a^TT  4*.  j:',      (a^  -h  i)7r  —  x'. 

Nous  laissons  encore  de  coté  l'hypothèse  A  =  o  que 
donnerait  x  =  B. 

Si  A  était  négatif,  nous  poserions 

A=— A',     B  =  B'-+-ïr,      x=:x'-f-ir; 

Téquation  proposée  devient 

X  ==  A'sinx'-h  B', 

de  sorte  que  nous  n'avons  à  considérer  que  des  valeurs 
finies  et  positives  de  A. 

Premier  cas.  A  <[  i .  Le  coeificient  angulaire  de  la 
droite  (i)  est  plus  grand  que  i  ;  il  n'y  a  qu'une  racine. 

Je  pose 

B  =  *ff-h  a; 

k  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  a  étant  com- 
pris entre  o  et  tt  ,  et 

F(x)==.r  —  Asinx  —  B. 

En  substituant  Att  et  (A-f-i)7r  dans  F(a:),  on  trouve 
des  résultats  de  signes  contraires;   Tunique  racine  est 


(  378  ) 
doue  comprise  ainsi  que  B  entre  Air  et  (A  +  i)  ir.  B  sera 
une  première  valeur  approchée.  Ou  appliquera  ensuite  la 
méthode  de  Newton  ou  celle  des  'approximations  sncces* 
sives  qui  réussit  ici  : 

^1  =  AsinB  -+-B, 

.«,  3=  Asin.T, -f-  B, 


Si  Ton  porte  la  valeur  de  Xi  dans  Xt,  on  trouver 

r,  =  Asin{AsinB  -f- B)  4-  B. 

On  développe  le  sinus  et  on  introduit  sin  (A  sinB)  el 
cos(AsinB)  que  Ton  remplace  par  les  premiers  termes 
de  leur  valeur  en  séries,  réductions  faites,  en  négligeant 
les  puissances  de  A  supérieures  à  la  seconde  on  obtient 

x=  B-4-  Asi<iB-4--  A'sin^B. 

2 

Voyez  d'ailleurs  V Algèbre  de  M.  Bertrand ,  a*  édition^ 
page  4o4  et  la  Mécanique  de  M.  Duhamel,  2°  édition ^ 
tome  II,  page  66, 

Deuxième  cas,  A  =  i .  Si  de  plus  B  =  Att,  il  y  a  une 
racine  triple  .r  =  B. 

En  général,  il  y  a  une  racine  unique  comprise  entre 
B  —  I  et  B  -f-  I , 

Troisième  cas,  A]>  i.  x  est  compris  entre  A  -h  B  el 
—  A  -h  B  ;  des  considérations  géométriques  simples  mon^ 
irent  que  : 

1°.  Le  nombre  de  racines  est  impair  -, 

2^.  La  courbe  (2)  est  formée  de  parties  qui  se  repro- 
duisent el  que  j'appelle  arcs  périodiques  ; 

Z^.  Chaque  arc  périodique  complet  ne  peut  renfer- 
mer que  deux  intersections  situées  sur  le  même  demi-axo< 
lorsque  la  droite  (1)  ne  coupe  pas  Taxe  des  .r  entre  les 
fîxtrémités  de  Tare  périodique: 
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4".  L^arc  përiodi({ue  complet  entre  les  extrémités  du- 
quel la  droite  (i)  coupe  Taxe  des  x  renferme  trois  inter- 
sections; 

5^.  Si  dans  chaque  demi-axe  périodique  contenant 
deux  intersections  on  mène  un  tangente  parallèle  à  la 
droite  (i),  le  point  de  contact  dont  Fabscisse  satisfait  à 
Téqualion 

A  cosx  =  I 

sépare  les  deux  intersections. 

Les  racines  seront  donc  facilement  séparées  et  comptées. 

Dans  le  cas  particulier  où  B  =  A  tt  ,  Tune  des  racines 
est  B  \  les  autres,  prises  deux  à  deux ,  ont  B  pour  moyenne 
arithmétique. 

Application  numérique, 

jp=  3, 142  sin.r  H-  1 ,57. 

On  peut  encore  écrire 

j:  =  TT  s»n  X  -I 

2 


Il  y  a  une  racine  positive  comprise  -  et  tt,  une  racine 

négative  égale  à et  une  autre  racine  négative  comprise 

entre  o  et  Tare  qui  a  pour  cosinus  o,3i83,  c'est-à-dire 
7i°a7'. 

La  construction  graphique  montre  que  la  racine  posi- 
tive est  environ  2,7  ou  en  degrés  i57'*. 

Les  deux  racines  négatives  ont  sensiblement  pour 
moyenne  arithmétique  Tabscisse  du  point  de  contact  de 
la  tangente  qui  les  sépare  ou  71^  27'.  L'une  des  racines 
étant  90  degrés,  Tautre  sera  sensiblement  52*^  54^ 

11  reste  à  traduire  ces  arcs  en  nombre ,  à  applicpier  la^ 
méthode  de  Newton  et  à  vérifier  le  résultat,  opération» 
faciles  sur  lesquelles  nous  n'insistons  pas. 
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mxmm  n  la  «ibstun  sm 

(voir  p.  184); 

Paa  m.  Gustave  MICHAUX, 
Élève  da  lycée  Charlemagne  (classe  de  M.  Rouché). 


Soit  AEFD  un  rectangle;  de  F  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire FG  sur  la  diagonale  DE  *,  par  G  on  mène  une  pa- 
rallèle au  côté  FF  rencontrant  le  côté  AE  en  C  et  une  pa- 
rallèle G6  au  côté  DF  rencontrant  AD  en  B.  Faisons 


EF  =  m, 

DF=«, 

DE  =  d, 

EG=A, 

CG  =  A, 

BG  =  c, 

DG=/, 

EG=^, 

on  a 


(  H.  MoNTucci  y  professeur  au  lycée  Saint-Louis.) 
Il  est  d'abord  facile  de  voir  que  les  divers  triangles  de 
la  flgure  sont  tous  semblables.  En  effet  les  deux  triangles 


DFG,  EFG  sont  déjà  semblables  au  triangle  DFE ,  puis- 
que la  ligne  FG  =  h  est  une  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  Fangle  droit  d'un  triangle  rectangle  sur  Thy- 
poténuse.  D*un  autre  côté)  le  triangle  GCE  est  aussi  sem- 
blable au  triangle  DEA,  et  par  suite  à  son  égal  DFE, 
car  GC  est  parallèle  à  DA  :  de  même  le  triangle  DGB  est 
semblable  au  triangle  DFA,  à  cause  du  parallélisme  des 
droites  GB ,  EA.  On  voit  en  outre  que  tous  ces  triangles 
sont  rectangles. 
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Cela  posé,  il  est  aisé  de  démonlrer  les  trois  relations 
en  question. 

i».  h^=hcd. 

Le  triangle  DFE  donne  la  relation  connue 

On  en  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  par  A, 
Or  les  triangles  semblables  GEC ,  DE  A  donnent 


e    <i 

ï=«' 

d'où 

bd 

et,  en  remplaçant, 

k^=bd^. 

m 

s 

Enfin ,  de  la  similitude  des  triangl 

ir 

régalité 

d'où 

La  relation 

e       h 
m 

t 

se  réduit  ainsi  à 

f.'  =  bd:^ 
m 

lis 

L'égalité 

h'=bed. 
b       m 

C.    Q.    F.    D 


{ 
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établie 

précédemment 

,  doi 

une 

fl 

mg 

d'où 

d^: 

m' g' 

De  la  similitude  des  triangles  GEC,  GEF  résulte  aussi 
l*égalité 

g       m' 

d'où 

g^  =  mb. 

Remplaçant  g^  par  celte  valeur  dans  rexpression  de  a*, 
il  vient 

m^  b       m} 

On  aurait  de  même,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles 
I>BG,DEA, 

il       n 

<1'0Ù  * 


7  =  ^' 


.=  "/    et     .'  =  <Ç, 
c  r' 

ou  bien ,  à  cause  de  la  relation 

(qui  résulte  de  la  similitude  des  triangles  DBG ,  DFG) . 
«'  c       n^ 

Donc 

T-7' 
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d'où,  en  extrayant  la  racine  cubique  des  deuxincnibres, 


nt         n 

v6       yc 


et  enfin ,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres , 
//»>  _  n" 


On  déduit  de  là 


j?=jp-Si 


de  sorte  que  le  binôme 
peut  s'écrire  sous  la  forme 


ou 


car 

£/»  =  m'  -h  /!'. 
Mais 


donc 


f^J=>^^=^^r=V^^=\/T"=V^- 


Donc  enfin 
ou  bien 


1  1  JL 


C.    Q.    F.    D. 
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On  a,  d*après  le  théorème  de  Pytbagore,  les  trois  équa- 
tions 

</»  =  m»  -+-  «% 

ô»  =  ^  —  (/i  —  r)'  =  5^"  —  («'  H-  c*—  2w<r), 

c»  =/»  —  (m  —  A)»  =/*  —  (m»  -h  *'  —  am6  ). 

Retranchant  membre  à  membre  les  deux  dernières  équa- 
tions de  la  première,  il  vient 

rf»  —  ft»  —  c»  =  m»  -h  «»  —  g'»  4-  «*  -h  C  —  2  /ic  —  f^ 
-h  m' -h  6*  —  ikmh\ 
d'ailleurs 

donc 

ou ,  en  remplaçant , 

<f» —  h^ — c*=  a/ii*-H  a  il*—  //»-+■  ay^  H-  ^*-4-c* — a/ic  —  a/i6, 

ce  qui  donne,  toutes  réductions  faites, 

^«  _  ^»  —  c'  =  m»  -4-  /i»  —  /m6  —  ne  -\-/g. 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut  que 

mb=zg\     nb=f^; 
donc 

m*  ^  mb  ^=:  m^  —  g^  =z  h* ^     n^  —  ne  =  n*  — /»  =  A% 

et  comme  /»'  =Jgy  il  vient  enfin 

rf»  -.  à»  —  c»  =  3/^. 

c.  Q.  F.  n. 
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SOLUTION  W  U  OUBSTION  3H 

(TOlr  tome  XV.  page  Sf)  i 

Par  m.  p.  GHALLIOT, 

Élève  au  Vycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson  ). 


Deux  plans  P  et  P'  coupent  une  surface  suivant  deux 
courbes  I  et  I'  ;  la  projection  de  la  courbe  I  sur  le  plan  P' 


sera  tangente  à  la  courbe  F  au  point  où  la  trace  de  P  sur 
P'  pourra  couper  I',  si  les  coordonnées  de  ces  points  sa- 
tisfont à  Tëquation 

D,.F  =  o 
déduite  de  T équation 

de  la  surface  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  dont 
deux,  ceux  sur  lesquels  on  compte  les  x  et  les  j,  doivent 
être  dirigés  dans  le  plan  P'. 
La  condition 

D,.F  =  o, 

nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  contact  dont  il  s-agit 
ait  lieu ,  est  remplie  pour  les  surfaces  du  deuxième  ordre 
quand  P'  est  un  plan  principal.  (  Dieu.  ) 

Ann,  de  Mathémat.,  t.  XVI.  (Octobre  iBo;.)  '^-5 
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Soit 

F(x,  j,  *)=o 

l'équation  de  la  surface. 

Je  prends  le  plan  P'  pour  plan  des  x,y. 

L'équation  de  la  courbe  I'  s'obtiendra  en  faisant  z  =  o 
dans  Téquation  de  la  surface 

F(x,j)  =  o. 

Soient  x\y\  o  les  coordonnées  d'un  des  points  ni^  où 
la  trace  xy  du  plan  P  sur  le  plan  P'  coupe  la  courbe  T.  Le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  V  au 
point  m  sera 

Soit 

z  =  mx  H-  ny  -^-p 

Téquation  du  plan  P.  L'équation  de  la  projection  de  la 
courbe  I  sur  le  plan  P'  s'obtiendra  par  l'élimination  de  z 
entre  les  deux  équations 

F(x,  ^,  «)  =  0,  »:=/i/j: -H  wj -h/'- 

Pour  avoir  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
cette  projection  au  point  m ,  appliquons  le  théorème  des 
fonctions  implicites ,  on  aura 

^-       F;(x',y)H-/iF:(;c',/,  o)' 
Comme  par  hypothèse 

r(x',y,o)  =  o, 

il  s^ensuit  que  en  =±  a'.  Lcsdeut  tangentes  ayant  un  point 
commun  et  même  coefficient  angulaire,  coïncident. 
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Je  dis  en  second  lieu  que  la  condition 
F'  =  o 

est  remplie  pour  les  surfaces  du  deuxième  ordre  quand 
P'  est  un  plan  principal. 

Je  rapporte  la  surface  à  ce  plan  et  i  une  droite  qui 
lui  soit  perpendiculaire.  L'équation  ne  devra  pas  conte- 
nir de  termes  en  z ,  première  puissance.  Elle  sera  de  la 
forme 

Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  z  ,  j'aurai 

F;=riA"3, 

et  comme  le  point  de  contact  en  question  est  dans  le  plan 
des  x,  j,  on  a 

donc 


z'  =  o. 


F*  =  o. 


Le  théorème  précédent  peut  se  vérifier  géométrique- 
ment pour  les  surfaces  du  second  ordre. 

Si  par  les  différents  points  de  la  section  principale 
V  mm\  on  mène  des  parallèles  à  Taxe  des  z,  ce&  droites 


seront  perpendiculaires  au  plan  P'.  Toutes  ces  parallèles 

26. 


(  388  ) 
forment  une  surface  cylindrique  tangenie  à  la  surface  du 
deuxième  ordre.  Si  par  la  génératrice  mq  on  fait  passer 
un  plan  tangent  à  la  surface  cylindrique ,  il  le  sera  en 
même  temps  à  la  surface  proposée.  Ce  plan  coupe  le  plan 
P'  suivant  une  tangente  mt'  à  la  courbe  I',  et  le  plan  P 
suivant  mt  tangente  à  I.  Or  la  projection  de  cette  dernière 
tangente  est  tangente  à  la  projection  de  I ,  et  comme  ml 
est  dans  un  plan  qmt'  perpendiculaire  au  plan  P',  elle  se 
projette  suivant  la  trace  mt*. 


TOPOGRAPHIB. 

DÉTERMINATION  D'UN  POINT  PAR  TROIS  AUTRES  POINTS  CONNUS; 

Pab  m.  poudra. 


Ce  problème  dit  de  Pothenot  se  résout  ordinairement 
par  la  construction  de  trois  segments  de  cercle  capables 
des  angles  observés.  Cette  solution  n^est  pas  facile  à  em- 
ployer sur  le  terrain,  les  circonférences  à  décrire  sont  trop 
grandes.  Voici  une  construction  qui  me  semble  plus  com- 
mode. 
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La  planchette  ayant  été  placée  horizontalement ,  on 
Toriente  à  peu  près,  et  on  vise  avec  l'alidade  les  trois 
points  connus  A,  B,  C  :  on  obtient  trois  droites  A^a, 
Bbc^  Cca.  Si  Torientation  de  la  planchette  était  exacte, 
ces  trois  droites  se  couperaient  en  un  seul  et  même 
point  D  qui  serait  le  point  cherché.  Dans  le  cas  contraire, 
on  obtient  un  petit  triangle  d'erreur  abc  \  on  change  alors 
un  peu  Torientation  de  la  planchette,  et,  par  le  même 
procédé,  on  obtient  alors  un  autre  petit  triangle  a!  Vc' , 

Si  l'on  décrivait  sur  AB  comme  corde  un  segment  Ca- 
pable de  l'angle  A6B,  il  passerait  par  h  et  h*.  Le  seg- 
ment sur  CB,  capable  de  l'angle  BcC,  passerait  par  c 
et  c' ,  Enfin  le  segment  décrit  sur  AC,  capable  de  l'angle 

AaC,  passerait  par  a  et  a\  Ces  trois  segments  se  cou- 
peraient en  un  seul  et  même  point  D  qui  serait  le  point 
cherché;  mais  il  résulte  évidemment  de  cette  construc- 
tion que  non-seulement  les  petits  triangles  ahc^  dV d 
sont  semblables,  mais  que  les  triangles  Dai,  Dac,  D&c 
sont  respectivement  semblables  aux  triangles  Da'&% 
Da'c\  D  b'c\  D'où  résulte  que  le  quadrilatère  Dabc  est 
semblable  au  quadrilatère  Da^b'c\  et  comme  les  trois 
points  a,  &,  c  du  premier  sont  déterminés  de  position, 
ainsi  que  les  points  a',  b\  c'  du  second,  il  en  résulte  que  le 
point  D  commun  est  déterminé. 

Pour  l'obtenir,  on  élève  k  Aa  une  perpendiculaire  ap 
égale  à  un  nombre  quelconque  de  fois  ab.  De  même  en 
a^  on  élève  à  AaMa  perpendiculaire  dp'  égale  au  même 
nombre  de  fois  a!  b' ,  puis  par  p  on  mène  une  parallèle  pq 
à  Aa  et  par  p'  une  parallèle  p'^  à  h! a.  Ces  deux  droites 
se  coupent  en  un  point  ^,  et  la  droite  A^  doit  contenir  le 
point  D  cherché.  On  trouverait  de  même  des  droites  BD  et 
CD  passant  par  ce  même  point  D.  Donc  il  est  déterminé. 


(390) 
OVfôTIOKS. 


396.  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  plan  ABC,  meniT 
une  droite  tel]e,  que  les  pei^pendiculaires  BB',  CC  abais- 
sées respectivement  des  sommets  B  et  C  sur  cette  droite . 
forment  deux  triangles  rectangles  ABB^  ACC  éçuifa" 
lents, 

397.  Discuter  la  courln^  du  quatrième  degré  donnte 
par  Téquation 

jr  =  v^âx  -f-  ^ax  —  x» . 

(MOKTLCCI.  ) 

398.  Soient  donné»  un  tétraèdre  quelconque  aBcd  et 
dans  son  intérieur  un  point  o  tel,  que  les  droites  oa. 
ob ,  oc  déterminent  un  angle  trircctangle^  je  prolonge  les 
droites  oa,  oi,  oc^  od  jusqu'en  a\  b\  c\  d\  où  elles 
coupent  les  face»  apposées  aux  points  a^b^c^  d.  On  a 


.-+-■ 


(Mamnheim.)  (*) 


(*)  Voici  la  rectification  d'un  énoncé  qui  n'a  pas  été  exactement  inséré 
en  février  i856. 
En  oonaervant  les  ootaiiooà  employées ,  on  doit  lire 

0 -.^y^  G -^W'= (->:-')"• 


(■i^'n)'  (ï-^hï  G"^?)' 

r.elte  dcriiii're  partie  et  le  théorème  aur  le  tétraèdre  que  je  viens  d'é- 
Honfor  sont  complètement  analogue*». 
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399.  Les  données  restant  les  mêmes,  je  mène  par  le 
point  o  des  plans  parallèles  aux  faces  du  tétraèdre,  ces 
plans  déterminent  dans  chaque  angle  trièdre  des  parallé- 
lîpipèdes  dont  je  désigne  les  volumes  par  P^ ,  P^ ,  Pc ,  P^. 
On  a 

(?)'-C^)v(g)-=(g)'- 

(MAHlfHEIM.) 

400.  Soit  II  une  fonction  rationnelle  et  entière  du  de- 
gré n  dW  nombre ^ii0/co/»^iie  de  variables  ^,7,  z^  etc., 
et  soient  ^/u,  r/' 11, •.•,#/" a  les  différentielles  successives 
qu'on  obtient,  mais  en  supposant  que  dx^  dy-y  dz^  etc., 
sont  constantes  (*).  Formons  Féquation 

-^  n.k  —  I  . /i  —  2  f •-' rf*-* «-+-... 
-h/i./i — 1   n  —  3...2fr/tt 
-h/i««— i-«  — 2    ..2,IM  =  0. 

Formons  une  fonction  symétrique  quelconque  rationnelle 
et  entière  des  différences  des  racines  de  cette  équation  ;  sa 
valeur  est  une  fonction  entière  des  coefficients  d"  a,  d""  *  1*, 
rf"~*ii,...,  duy  li,  et  par  conséquent  une  fonction  de  x,  y, 
z,...,  rfx,  dy^  dz'^  si  Ton  différentie  cette  dernière  fonc- 
tion en  traitant  dx^  dy^  dz^...^  comme  des  constantes,  on 
trouve  un  résultat  identiquement  nul. 

(MiCBÀEL  ROBERTS.  ) 

Nofe  du  Rédacteur. 

Exemple.  Soit 

/»  =  2 
pt 

u  =  flx»  -h  ^j'  H-  f «% 
</k  =  2  ( ax</r  H-  bj-djr  -+-  rzz/s) , 

(*)  Alors  du  rcnfcrnie  dr,  dy^ds^d^u  renferme  dx^^  tfydx,  rfr*,  etc., 
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réqualioû  en  {  est 

I' //»  Il  4- 2^^« -h  2  tt  =  o. 

Choisissons  pour  fonclion  symétrique  la  somme  des 
carrés  des  différences  des  racines  \  cette  somme  est 

4(</ii' —  'ittd^u) 

^  r      ab( xdy  — X^^)  "*"  ^^  (•^^*  ~"  *^'^)n 

difTérentiant  cette  valeur  en  regardant  dx ,  dy^  dz  comme 
constants,  le  résultat  est  identiquement  nul. 


NOTE  SUR  DEUX  QUESTIONS 

énoncées  p .  IM  ; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN, 


Trouver  le  rayon  de  la  base  supérieure  d'un  tronc  de 
c6ne>  sachant  que  le  rayon  de  la  base  inférieure  égale  le 
rayon  R  d'une  sphère  donnée  et  que  le  volume  du  tronc  de 
cône  et  celui  de  la  sphère  sont  dans  un  rapport  donné  m. 

Enoncé  incomplet.  Au  lieu  de  sphère  donnée,  il  faut 
peut-être  lire  :  cône  donné  de  même  hauteur. 

L'équation  du  problème  rectifié  serait 

r»  -h  Rx  -h  R'  (  '  —  "' )  =  o • 

3  .         .        .     . 

Discussion.  nK^jt     racines   imaginaires.    Problème 

impossible. 

in^=jn  racines  égales;  x  = Pas  de  solution  di- 
recte. Solution  indirecte  en  imaginant  un  cône  droit  à 
base  circulaire  coupé  par  un  plan  parallèle  à  sa  base, 
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comme  dans  le  cas  du  tronc  de  cône  ordinaire ,  mais  de 
Tautre  côté  du  sommet  de  manière  à  figurer  deux  cônes 
opposés  par  le  sommet.  Le  plus  petit  de  ces  cônes  aurait 

pour  rayon  -  et  la  somme  des  deux  aurait  le  volume  de- 
mandé. 

3         . 

i^m>>-^9  racines  négatives.  Deux  solutions  indi- 
rectes. 

m  =  I ,  une  racine  négative  et  ime  racine  nulle.  Une 
solution  indirecte  et  ime  solution  directe  donnant  un 
cône  proprement  dit. 


QOBSTION  D'BXAIBN  (fiCOLB  NAVALE). 


Le  produit  de  quatre  nombres  entiers  consécutifs  ne 
peut  être  un  carré. 

Soit  (»-h  i)  (n-f-a)  (/i  -h  3)  [n  4-4)  Je  produit  con- 
sidéré. 

On  a 

(/n- 1 ) (/i  4- 4)  =  «*  +  5/1 -♦- 4 

et 

(/i4-2)(/H-  3)  =  «'  -h5/i4-  6; 
donc 

(/i  4- 2)(/i -H  3)=  (/î -h  i)(/i -f-4)  4- 2. 

D'ailleurs  (/i  4-  i)  («  4-  4)  est  en  nombre  pair. 
En  posant 

(/!-+-  i)(/i  4-4)  =  2/», 
il  viendra 

(/H-2)(/l4-3)=2/>4-2  =  2(^+  l), 

et,  par  suite, 

(/i4-  i)(/i-l-2)(/i4-3)(/f  4-4)  =  2^X2(^-f-  i) 

=z^p(p^iy 
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Or  le  produit  p  (p  -h  i)  de  deux  nombres  cniiers  coosë- 
cuiifs  De  peut  être  un  carré;  donc  il  en  e$i  de  même  de 
ipip-^i)  ouduproduît  n(«-l-i)(/i-f-a)(^-+-3)  de 
quatre  nombres  entiers  couséculifs.  G. 

Remarque.  En  admettant  ce  principe  que  :  si  p  est  un 
nombre  premier,  ily  a  au  moins  un  autre  nombre  premier 
compris  entre  p  et  ap,  il  est  clair  que  le  produit  i.a.3...» 
ne  peut  être  un  carre  *,  car  en  désignant  par  p  le  plus  grand 
nombre  premier  de  la  suite  i,  a,  3,...,n,on  aura  n<^^p^ 
et,  par  conséquent,  le  nombre  premier  p  n'entrera  qu'à 
la  première  puissance  dans  le  produit  i.a.3...  i»;  donc  ce 
produit  ne  sera  pas  un  carré.  G. 


RBSOLIITION  EN  NOMBRES  ENTIERS  M  L'EQUATION 

a'  —  i»^  =  1 , 
a  et  &  éUit  les  loibres  prçBJers. 


Je  distingue  ces  deux  cas  :  a  =  î>  ,  a  >  3. 
1°.  a  =  2.  L'équation  à  résoudre  est 

2'  —  &r  =  I . 
On  en  tire  successivement  : 

2(2»-  — i)=&r—  I  =  (^  —  i)(Ar-'+.&r-»-H...-l-  b  +  i); 

2'-'  —  I  =  —^  (  Ar~«  H-  Ar-'  -h . . .  -f.  ^  -f-  i). 
Cette  dernière  équation  montre  que 

doit  être  un  nombre  impair.  El  comme  le  nombre  des 


(  3.95  ) 
termes  de 

est  j^  et  qu'en  outre  le  nombre  premier  b  est  impair,  il 
faut  que  jr  soît  aussi  un  nombre  impair.  Il  en  résulte  que 
b'^  +  I  est  exactement  divisible  par  &  -f- 1  :  mais 

^  -f- 1  =  2'; 

donc  2'  est  divisible  par  b  -\-  j^  ce  qui  exige  que  b  -h  f 
soît  une  puissance  de  a ,  c'est-à-dire  que  Je  nombre  pre- 
mier b  ait  la  forme  a"  —  i. 

En  divisant  par  i  -h  i  les  deux  membres  de  Téquation 
proposée 

^  -hi  =  2', 

elle  se  transforme  en  celle-ci  : 

=   —  =  2*-". 


Or  i'~*  —  ^'-«  -+-  i^~»  -4-...4-  i«  _  è  -|_  ,  est  nécessai- 
rement un  nombre  impair,  puisque  b  et  y  sont  impairs; 
donc  il  faut  qu'on  ait 

2'-"=   I, 

d'où 

j:  =  /i, 
et,  par  suite, 

r  =  «- 

De  ce  qui  précède ,  nous  concluons  que  Téquation  pro-* 
posée 

2'  —  ^  =  I 

n'a  aucune  solution  entière  si  le  nombre  premier  b  na 
pas  la  forme  a"  —  i ,  et  que  si  b  a  celte  forme,  Téquatioiik 
admet  une  solution  entière  et  une  seule  qui  est 
.r  =  // ,      r  ^  i. 


.    (  396  ) 
2*^.  a>2.  L'équatiou 

a'  —  br=n 
donne 

a'  —  i  =^  : 

mais  a^  —  i  est  un  nombre  pair;  donc 

^  =  2. 

D'ailleurs  b^  est  exactement  divisible  par  a  —  15  par  con- 
séquent [a  —  1)  est  une  puissance  de  2,  c'esi-à-dîre  que 
le  nombre  premier  a  doit  avoir  la  forme  2"  -h  i .  Ces  deux 
conditions  étant  supposées  remplies ,  Téquatiou  proposée 
devient 

(2"-+-i)'—  a^=  1; 

elle  est  vérifiée  par 

j:  =  I ,     r  =  "  i 

il  reste  à  examiner  si  elle  peut  avoir  d'autres  solutions 
entières. 

Supposons  que  l'équation 

(2»H- i)*— a^'csi 
ou 

(2"-f-  l)'  —  l-=2?' 

puisse  admettre  une  solution  entière  dans  laquelle  on  ait 
a:>i,  la  valeur  correspondante  de  j^  sera  évidemment 
plus  grande  que  n ,  et  en  divisant  par  (2"  -f-  i)  —  i  les 
deux  membres  de 

(2"  -4-  i)«—  i  =  97, 

il  en  résultera  cette  nouvelle  équation 

(55»  4.  ,)*-!  H-(2«-H  i)'-'4-.  .  .-4-(2''4-  i)-+-i  =  ~  =  ar-, 

dont  le  second  membre  sera  un  nombre  pair.  Il  en  sera 
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de  même  du  premier,  et  il  faudra  que  j:  soit  aussi  un 
nombre  pair.  Dans  ce  cas,  (an  -f-  i)'  —  i  est  exactement 
divisible  par  (a"  -M)  H-  i  ou  a  (a*^*  -h  i).  Donc  a"""*-hi 
devra  diviser  a-^,  ce  qui  entraine  la  condition  n  =  i.  En 
supposant  qu'elle  soit  remplie ,  Tëquation  proposée  de- 
vient 

3'  —  I  =  ar    ou    2^  H-  I  =  3*. 

On  voit  que  y  doit  être  impair,  puisque  a-^  -f- 1  admet  le 
diviseur  3  ou  a  -f- 1 .  En  efTectuaut  la  division  des  deux 
membres  par  a  •+- 1 ,  on  a 

ar-'  —  sfcT-»  -j-  ar-^»  —  ar-»  h-  . .  .  -j-  2»  —  a  4-  i  =  3'-', 
d'où 

(ar-— i)  — (2r-»4-  1)4.  (ar-3  -  i)  — . .  .h- ^a' -  i) 

—  (a-M)-t-r=3'-'. 
Mais  les  diiTérences 

(ar--,),  (ar-»+i),   (az-^-i),... 

sont  des  multiples  de  3,  àonc  y  est  multiple  de  3;  et 
comme  x  est  pair,  on  pourra  poser 

r  =  Zy\     x  =  a.r'(*): 
il  s'ensuivra 

V  —  c  =  a'r '    ou     9»'  —  1  =  8r'. 

Celte  dernière  équation  n'admet  que  la  solution  en<* 
tière 

En  effet,  jd  ne  peut  être  un  nombre  pair,  puisque  8*^' 

(*)  En  général ,  dans  Téquation 

(an-i)»  — ar  =  i, 

rinconnue  x  ne  peut  admettre  pour  valeur  entière,  différente  de  IVnité, 
qu'un  multiple  de  a  ,  et  toute  valeur  entière  de  r  plus  grande  que  Tunitc 
e«t  nécessairement  multiple  de  a  -f- 1 . 
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u^«st  pas  divisible  par  9  +  i  ou  10.  Il  est  de  même  împc»- 
sible  que  sd  soit  un  nombre  impair  plus  grand  que  l^ouîto. 
Car,  si  cela  était  ^  y*  sera  aussi  plus  grand  que  runîté, 
et  en  divisant  par  8  les  deux  membres  de  g'' — 1  =  8-^*, 
on  aurait 

g**-  •  H-  9*'"'+ ...  -4-  9  -M  =  8»^-', 

égalité  qui  exprime  qu^un  nombre  impair 

9*'-' -h  9»'^' M-...  4-  9 -h  I 

est  un  multiple  de  8.  Donc  la  seule  valeur  entière  que  x' 
puisse  avoir  est 

*'=  ». 
d'où 

/  =  '>     *=a,     r=3. 

Au  résumé,  lorsque  le  nombre  premier  a  est  plus 
grand  que  2 ,  il  faut  pour  que  Téquation 

«*— ^=  I 

ait  une  solution  entière ,  que  &  =  a,  et  qu'eu  outre  a  soit 
de  la  forme  a"  +  1 .  Quand  ces  deux  conditions  sont  rem- 
plies, l'équation  admettra  la  solution  entière 

et  elle  n'en  aura  pas  d'autre  si  n  est  différent  de  runiié. 
Mais  si  /i  ==  i,  Téquation  admettra  les  deux  solutions 

x==i,     ^  =  1       et      x  =  2,     ^-  =  3. 


FORMULE  B'ABEL  (Fii  J'ii  praricr  irtiek) 

(Tolr  PM<  tt7). 


En  supposant 

<î=  — .r, 
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la  formule  (i)  (p.  niy)  donne 

^  i.a       ^  ' 

(,)   ;         -"("'-;J(p^)(:.H-36r--H... 

8î  dans  celle  dernière  on  remplace  x  par  or  -h  6  et 
qu'on  change  les  signes  des  termes  de  l'équaiion  résul- 
tante, il  viendra 

o=— (x-f-6f-'-h /w(j: -f- 2S)«-'— ^'-î^^^  (jr -i.  36,"-' 
OW  ni  [m  —  i)(m  —  2),  -^. 

1.2.3  ^  ^     ' 

±:w(x-h  iw6)'"-'qz[x  4-  (w  4-  i)6]"~'. 
En  additionnant  les  égalités  (2)  et  (3) ,  on  trouve 

o  =  X— •  —  (//j  -+-iX* -f-6)'«-'-+-  ^ ;^(  X  -HaS)"-' 

(4)    .  ^(^-^')"^J"-')(xH-36)"-'-^... 

i  1.2.3  ^ 

l  ±:(//»-+-i)(a:-hm6;'"-^l[x-4-(//i-hl)6]'"-'. 

En  faisant  le  même  calcul  sur  Téquation  (4)9  on  trou- 
vera évidemment 

o  =  *-' -  (m  +  a)  (x-^  é)"-+ i^:ll^l^î±^(x4- 26)"- 


1.2.3 

zp(/ii-h2)[x4-(/w4-i)6]'"-'lh[.r-h(///4-2)6}"~', 

et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  généralement ,  en  désignant 
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par  n  un  nombre  entier  quelconque  plus  grand  que  m , 

osrjr"— /î(j:-|-e)"-f-  —^ '  {' -^  ^^  T 

^  '  1.2 

(5)       •  n[n^x)(n^:,)^ 


.(x4-36)--h. 
\  q: /f[.r -h  (/i  —  i)6}"±:(x -+-«€)"; 


i  1.2.3 


ce  qui  établit  une  relation  entre  les  puissances  semblables 
des  termes  d'une  progression  arithmétique ,  en  admettant 
toutefois  que  le  nombre  de  ces  termes  surpasse  de  deux 
unités,  au  moins,  le  degré  de  la  puissance  qui  leur  est 
commune  (^). 
Si  Ton  pose 

.r  =  o     et    €  =  I , 

Téquation  (5)  devient 

nin  —  I  y , 
o  =  ri'"  —  fi  («  —  I  )"  H i -'  (  /i  —  ?/«- 

^  '  1.2^ 

formule  connue,  que  nous  n'avons  rappelée  ici  qu'afin  de 
montrer  qu'elle  est  implicitement  comprise  dans  la  for- 
mule d'Abel. 


(")  Le  second  membre  de  l'équation  (5  )  est,  au  signe  près,  la  difTé- 
rence  n'^"'  de  la  fonction  x"  dans  laquelle  on  donne  h  la  variable  des 
accroissements  successifs  égaux  à  6.  Or  on  suppose n>  m^  donc  celle  dif- 
féronce  doit  être  nulle  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  pt  de  6. 

G. 


t  4oi  ) 


OUESTiOXS. 

iOl.  Ou  projette  un  poiut  d'une  ellipse  sur  ses  deun: 
axes;  démonlrer  que  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint 
les  deux  projections  est  la  développée  d'une  ellipse. 

Même  question  pour  Thyperbole. 

402.  On  projette  orthogonalement  un  point  d'un  ellip- 
soïde sur  SCS  trois  plans  principaux  ;  trouver  Tenvetoppe 
du  plan  qui  passe  par  les  trois  points. 

Même  question  pour  les  deux  hypcrboloïdcîs. 

i03.  Ecrire  Téquatiou  d'un  faisceau  de  surfaces  qui 
passent  par  le  point  (x\y\  s')  et  par  rinlersection  des 
deux  surfaces 

f[x^y,  a)=r  o,     7  [Jc^y^  s)  =  o. 

404.  Deux  points  matériels  parcourent  d'un  mouve- 
ment uniforme,  avec  des  vitesses  données  en  grandeur 
et  en  direction,  deux  droites  situées  dans  l'espace;  trouver 
l'équation  de  la  surface  décrite  par  la  droite  variable  qui 
passe  par  deux  positions  simultanées  des  points  maté- 
riels. 

405.  Etant  donnée  Téquation 

t,r^  4-  j3  —  s»  —  3xrr)  (.r*  -f  /*  -♦-  «'*  —  3jr'y  z') 
=  X'-+- Y^-f  Z»  — 3XYZ, 

comment  trouver  les  valeurs  de  X ,  Y,  Z  en  fonction  de 
j:,  y,  z,  x\y\  z\  (Micràel  Robekts.) 

406.  Soient 

U,  =  0,     U,  =  o,     U3  =  o 

les  équations  rendues  homogènes  de  trois  cercles,  Téqua- 
Ann,  de  Mmthimnu,  t.  XVI.  (Novcmlirt  1857. >  2k6 


(4oa  ) 
lion  du  cercle  qui  coupe  ces  trois  r(  rrles  à  angle  droit  ej;t 
donnée  par  cette  relation 


dV,  r/U,  r/U. 

dx  dy  dz 

r/U.  dH,  £/U» 

dx  dy  dz 

//U3  ^U3  r/U, 

r/jT  t/j  r/8 


(Rév.  George  Salmon.  ) 
Obsetvation,  On  rend  une  équation  homogène  en  rem- 
plaçant x^  y  par  ->  -)  et  on  fait  finalement  2  =  1 


rfU, 


est  la  dérivée  de  U,  par  rapport  à  a:  ;  de  même  -r— *»  etc. 
Les  barres  désignent  un  déterminant. 

407.  Etant  données  deux  coniques  dans  un  même 
plan,  le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  quatre  tangentes  me- 
nées de  ce  point  aux  quatre  coniques  forment  un  faisceau 
harmonique  est  une  conique.    (Rév.  George  Salmo».  ) 

408.  On  a  îdenliquement 


I     I 


=  ûu 


I         I         I 


et  en  général 


I         I         I . . .         I 
I      i-Ha,     I. .  .  I 

I  1'     i4-fli..-      1 


=  «10,01...   <i„, 


(4o3) 
409.  On  a  ideniiquemeni 


1  H-fl,     I 
i     i  +  tf. 

I         H-flTa       I 


=:  19,4-  ^i-H  a,<Zi, 


=  «,  «,  -h  a,  il,  4-  a, a,  -H  a,  <i| fl|> 


el  ea  général 


1      i-*-fl,. 


I  1  .  .  .       l  "hOn 

410.  Si  Ion  désigne  par  D  le  déterminant 

cosna^  cos(/i  —  1)0,  cos(/i  —  2)00...  cosoa« 
cos/ioe,  cos(/t  —  i)a,  cos(/i  —  2)  ai.,.  cosoai 
cos/zay     cos(/i— i)«s     cos{/i  —  a)oc,.-     cosoa» 

cos/ra.     co8(/i  —  i)a^     cos\n  —  a)a«...     cososh 

et  parDi  e    déterminant 

cos"a«  cos*~'a,  cos*"'»,.  . .  cos'a« 
cos^ai  cos"~*a,  cos""'»!...  cos*ai 
cos"a,     C09""'a,     cos"~'a2...      cos'a. 


cos"  a„     cos"^  •  a«     cos"^'  «n  •  •  •      cos.  a» 


on  aura 


D  =  2      »      D,. 


(PrO€HET.) 

26. 


(  4o4  ) 

411 .  Si  l'on  désigne  par  Dj  le  déterminant 

sin(/i  +  i)oe»  sin /ia«...  sina« 
sin(/i  +  i)ai  sin/fa, ...  sina, 
sin(#iH-i)ai     sinna,...      sina, 


on  aura 


sîn(n4-i)ctn     sin/ia„...     sina, 

»(■+') 
D]  =  2     *      sin  a,  sin  a, . .  ,  sin  Sn  D,. 

(Prouhet.) 

412.    En   adoptant    la  notation    bien    commode    di^ 

M.  Cayley,  posons  Téquati on 

dont  les  racines  sont  JTt,  Xt,  x»,.'m  ^n*  Démontrer  los 
formules  suivantes 

211*  2  (jr,  — x^Y  (*!  — T^Y  =  «»(/!  —  i)(/i  —  a) 

6fl«2  (jr,  —  x,)»(.r.  -  jr,)'(x,  —  x,)'  =  /i»(/i  —  i)  (/i  —  2  ) 

I  «*  {n  -  3)  (*»-  iïc)>  4-  ^*  (/»'  -  5/1  +  8)  a'  (6'—  ar)  ^ 

6o 

II  est  très-digne  de  remarque  que  la  quantité 
fl^ -f  i5cc— lO*/" — ^b/ 


(4o5  ) 
est  uu  invariant  pour  les  fonctions  homogènes  à  deux  va- 
riables du  sixième  degré. 

(  MiCHiBL  ROBBRTS .  ) 

Note  du  Rédacteur.  La  fonction  homogène  à  deux 
variables  de  degré  n  peut  évidemment  s'écrire  sous  la 
forme 


1  .2 

,n  —  2 


.2.3 


«3  J^r'  4-...-+-  «««-,  x;-- -f-  «„/•=  F. 


C'est  cette  forme  que  M.  Caylcy  représente  d'une  manière 
si  expressive  et  si  mnémonique  par 

Si  Ton  fait 

on  a  une  expression  à  une  variable;  le  révérend  M.  Ro- 
berts  a  remplacé  a^,  /it ,  ^i ,  etc.,  par  a ,  & ,  c^d, 

Coi^ariants  et  invariants. 

Si  dans  la  fonction  F  on  remplace  x  par  \x  +  fxy  et  7 
par  Vx  -4-  f*' J"?  îl  ^st  clair  que  la  fonction  garde  encore 
la  forme 

où  les  a*  sont  des  fonctions  des  a  et  des  quatre  constantes 
Soient 

^(«,,  0,,  <!,,...  ,  fl.,   ^,  7) 

une  fonction  quelconque  des  a  et  de  x ,  j^,  et 

la  fonction  analogue  en  a'  et  X,  y  ^  mais  les  a'  étant  des 
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fonetions  des  a,  il  s'ensuit  que  cette  dernière  fonction  est 
aussi  une  fonction  des  a.  Si  la  fonction  <f  est  prise  de  telle 
manière  que  Ton  ait  l'identité 

=  (V—  ^»^?(«i^«^»  «tf  •  •  »  «Il  *»  y)* 

où  p  est  un  nombre  entier  positif,  alors  la  fonction  <f  est 
dite  couariant  de  F.  Si  Ton  avait  simplement  la  fonction 

sans  X  et  sans  y  et  qu'on  ait  Tidentité 

alors  f  est  un  im^ariant  de  la  fonction  F. 

Exemple.  Soit 

/i  =  3, 

F  =  fl,x»  ^  3a,  xV  H-  3a,  xj^'  -+-  a./*. 

>  =  »>     X,  =  o,     fA,  =  i; 
on  trouve 

a\=a,  4-aif*, 

fl'j  =  fl, -H  2a,  ^  -+-  aofx', 

a\z:zai  -4-  3ajfA  -h  3a,u' +  a,f*'. 
Prenons 

«p  =  («î  — a.a,)  J^'4-  («taj  — aoa9)*r-+-(«l—  <»t«i)^'*r 

désignons  par  4>  la  fonction  analogue  en  a'  ;  si  Ton  y  rem- 
place ensuite  les  a'  par  leurs  valeurs  en  a ,  on  lix)uvc 

pz=02     et     ©=♦. 

Celte  fonction  f  jouit  donc  de  la  propriété  qui  la  i-cnd 
un  covanant  de  F. 
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Soit 

«  —  a, 
alors 

F  =  fl«  x'  -f  a  fl,  x/  -f-  tf a_)^'  ; 
alors 

a 


Prenons 

f  =  fl,'  — fl.fl,, 


sa  us  X,^-;  alors 


el  remplaçant  les  a'  par  leurs  valeurs  en  a,  on  trouve 

cl  f  est  un  invariant  de  F;  si 

alors 

l»  =  y 

(vo/r  la  Note  de  M.  Combescure,  p.  igS  de  la  Théorie 
des  déterminants), 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  371  (HARRISON) 

(fOir  p.  179); 

Par  m.  E.  DE  JONQUIÈRES. 


Pour  abréger,  je  ne  répète  pas  l'énoncé  qui  est  assez 
long. 

i".  Je  vais  prouver  que  les  droites  AB,  A  i  Bi ,  Â^  Bt,  etc. , 
concourent  on  un  nirmf  point  y\  que  les  droites  AC, 
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Al  Cl,  Al  Ci,  etc.,  coucoureiil  en  un  même  point  p.  cl 
enfin  que  les  droîles  BC,  BiC»,  BiC,,  etc.,  concoureiii 
en  un  même  point  a. 


Les  deux  triangles  BA,  B,  et  ABi  Ai  sont  komologiques^ 
parce  que  leurs  côtés  se  coupent  deux  à  deux  en  trois 
points  C  ,  O,  Cl  situés  en  ligne  droite,  savoir  : 

BAi  et  AB,  en  C^  BB,  et  AAi  en  O,  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  du  triangle  ABC;  et  BiAi  et  Bi  Ai 
en  Cl. 

Donc  (Geo m,  sup,,  u°  366)  leurs  sommets  se  trou- 
vent deux  à  deux  sur  trois  droites  AB ,  AiBi,  Ai  Bi  qui 
passent  par  un  même  point  y. 

On  prouverait  de  même  que  Aj ,  B,  passe  par  le  point 
y,  en  considérant  les  triangles  homologiqucs  Bi  Ai  Bj  et 
A,B,  Aa,  et  ainsi  de  suite. 

Mémedémonstraiion  à  l'égard  des  deux  autres  systèmes 
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de  droites  AC,    A,  C, ,  AtC,,   etc.,    cl    BC,    Bi  C, , 
B,  C, ,  etc. 

a".  Les  triangles  ABC»  A|BiCi  sont  homologiques. 
Donc  les  trois  points  de  concours  de  leurs  côtés  homo- 
logues sont  en  ligne  droite,  ces  points  sont  a,  |3  ,  et  y. 
[Géom,  sup.y  n**  365). 

3^^.  Considérons  le  quadrilatère  ABOC.  Les  points  A^ 
Bj ,  Cl  sont  respectivement  les  points  de  concours  de  ses 
deux  diagonales  et  de  ses  côtés  opposés.  Donc  les  deux 
diagonales  Ai  A  et  Ai  C  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  droites  A,  Bj,  A]  Ci  (Géom.  sup,y 
n"  346).  Or  les  deux  diagonales  sont  rectangulaires; 
donc  Al  A  bissecte  Fangle  Bj  Ai  Cj  (Géom.  sup.,  n^  80). 

Mais  cette  propriété  ne  s'étend  pas  aux  autres  angles 
tels  que  B,  A  ^  C t ,  etc . 

Car  si  Ton  considère  le  quadrilatère  A^B,  OCi,  on 
aura  pareillement  As  Ai  et  A^Bi  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  à  AjB,  et  A^  Cf.  Donc  si  AtAt  bissectait 
Tangle  BtAC,,  At  Bi  serait  perpendiculaii^  sur  A]  A, 
{Géom,  sup,^  n°  80),  autrement  dit  les  droites  AfU  et 
Al»  seraient  parallèles,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général. 

Note  du  Rédacteur,  On  peut  considérer  OA,  OB,  OC 
comme  les  projections  des  arêtes  d'un  angle  Irièdre  et 
ABC,  A,B,Ci  comme  les  projections  des  deux  sections 
triangulaires  faites  dans  le  trièdre;  dès  lors  les  propriétés 
géométriques  des  points  «,  |3,  y  deviennent  intuitives: 
moyen  de  démonstration  indiqué  par  M.  Brianchon  de- 
puis noçibre  d'années.  L'erreur  signalée  ici  existe  dans 
le  texte  anglais  que  j'ai  copié  de  confianre;  il  reste  à  dé- 
montrer la  partie  analytique,  la  partie  essentielle  du 
iliéorème. 

Procliuinement  une  solution  complèie  par  M.  Ricliaid 
•l"()x;miendi. 


•I 
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ASTRONOMIE. 

Sur  la  théorie  di  double  ■oivemeol  des  planètes  de  Jeai  BefBoitli  ; 

D'après  M.  W.  HARTWIG. 


Astr.  Nach.,  t.  XLI,  no  ij68;  i855. 


Jean  BernouUi  est  le  premier  qui  ait  déduit  le  double 
niouYcment  de  révolution  et  de  rotation  des  planètes  d  uii 
choc  dont  la  direction  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gra- 
vité {Opéra  omn,,  t. IV,  p.  28a  ^  1742).  U  est  aussi  le  pre- 
mier qui  ait  donné  une  idée  nette  de  Torbitc  cycloïdale  des 
molécules  d*an  mobile  solide ,  et  il  fait  observer  que  dans 
le  plan  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  et  la  direction 
de  la  force  impulsive,  le  centre  spontané  de  rotation  dé- 
rrit  une  cycloïde  ordinaire  ;  c'est  un  cercle  de  rayon  égal 
à  la  distance  de  ce  centre  au  centre  de  gravité  et  qui  roule 
sur  une  droite  parallèle  à  la  direction  d'impulsion.  Les 
autres  points  décrivent  des  cycloïdes  raccourcies  ou  ni/- 
longées.  Voici  ses  paroles  : 

Hoc  sanefuturum  prœi^idcOy  ut  more  projectilium  [a 
quorum  gravitate  absirahitur)  centrum  grai^itatis  C  pro- 
tinus  incipiat  moveri secundum  direciionem  rectilineam, 
in  qua  tune  reperiiur^  etquidem  celeritate  uniformiy  sicuti 
jam  dudum  demonstratum  est^  atque  ita,  persévérante 
rotatione,  singula  relicta  puncta  describent  curwas  cjr- 
cloïdales,  inter  quas  illa  quœ  ab  ipso  puncto  B  descri- 
hitur,  est  cjcioïs  ordinaria  Hugeniana,  hàbens  pro  tan- 
gente initiali  ipsamB  A]  cceterœvero  omnes  s  untcjr  cloutes 
liol  contractée^  vel  protractœ prout  à  puncto  C  ve/  plas 
vel  minus  distant  quam  punctum  B  (p.  279). 

B  est  le  irontrr  spontané  do  rolalion  et  \  est  le  pied  de 


"H 
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la  perpendiculaire  abaissée  de  6  sur  la  direction  de  la 
force  impulsive. 

Ce  sont  ces  mouvements  que  M.  Poinsot  a  figurés  par 
deux  cônes  roulant  Tun  sur  l'autre. 

Bemoulli  n'a  considéré  parmi  les  planètes  que  la  Terre, 
Mars  9  Jupiter  et  la  Lune ^  Schubert,  dans  son  Traité 
d*Astronomie  théorique  (t.  IH,  i8aa)  a  fait  le  même 
calcul  en  ajoutant  Vénus  et  Saturne. 

La  Table  suivante  contient  les  valeurs  selon  M.  Hart- 
wig,  Bemoulli  et  Schubert. 

C  =  centre  de  gravité  qu'on  prend  pour  centre  de  la 
planète  supposée  sphérique  ; 

B  =  centre  d'oscillation  \ 

A  =  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  la  di- 
rection de  la  force  impulsive. 

Les  distances  sont  exprimées  en  parties  du  demi*dia- 
mètre  de  chaque  planète. 


VénuB . . 
Terre. .  . 
Mars.  •  • 
Jupiter . 
Satornc 


C.4 


0, 00^2^3 = 

«9» 
o,ooCo95  =  -jr, 

0,003796-^ 

0,37674    =;^ 


CB 


76,3815 
65 , 7053 
1 o5 , 5o9 
I ,06173 


CA     CB 


I 

io5 
I 

_7. 
»9 


CA 


o ,  oo5 1 08  =  — 7. 
196 


o , 006 1 08  = 


'  l^ 


203 


0,364736  = 
0,438487  = 


CB 


78,30329 
65,48498 
105,09380 
I , 096684 
I ,912227 


On  ue  découvre  dans  celle  Table  aucune  marche  ré- 
gulière.  Il   n'en  est  pas  de  même  en  prenant  une  unilé 


coLUinuiic  pour  toutes  ces  planètes  .  par  exemple  le  rayou 
de  la  Terre 5  alors  ou  a  le  tableau  suivant  : 

CB 
Vénus 75,3885 

La  Terre...  65,7o53 

Mars 54,7589 

Jupiter 11,949^ 

Saturne  ..  .  9,3286 

On  voit  que  CB  diminue  lorsque  la  distance  au  Soleil 
augmente.  On  ne  connaît  qu'imparfaîtcnient  la  durée  de 
la  rotation  de  Mercure^  en  admettant  24**  5°*,  on  trouve 

CB  =  106,260, 

ce  qui  s'accorde  avec  la  règle  des  distances, 

M.  Hartwig  n'a  pu  parvenir  à  une  équation  simple 
entre  ces  valeurs  et  la  distance,  il  n'est  parvenu  qu'à  celle 
relation  transcendante 

où  X  est  la  distance  au  Soleil  et  ^=  CIî. 

/  rt  =    10, 3406 , 
(B)  I  b=  109,9662, 


c  =      I ,96393. 

D'après  rette  formule,  prenant  toujours  le  rayon  ici- 
rrslrc  pour  unité,  on  a  , 

CB 

Vénus 77*3397 

La  Terre...     66,8336 

(C)  ^  Mars 49'^'9 

Jupiter. ...      1 3, 6230 

Saturne. ...      io,5i65 

Kii  cahtilanl  les  \alcurs  rxlrèfncs  fjiir  [k*uI  avoir  Cl>. 
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on  irouve 

Mflximuin.  Mi  ni  m  uni. 

Venus 95,9075  74,8730 

La  Terre   ..     66,8181  69,6110 

(D)               ^  Mars 6o,i253  49*8716 

Jupiter....      12,5398  11,3874 

Saturne..,.       9,86'?i7o  8,8i338 

Mars  piésonte  le  plus  grand  inlcrvalle,  c'est  aussi  la 
planète  qui  présente  la  plus  grande  erreur  dans  la 
Table  (C)  ;  mais  cette  valeur  dans  (C)  s'accorde  presqui* 
avec  le  minimum  dans  (D)  ;  on  voit  que  chaque  maximum 
est  plus  petit  que  le  minimum  de  la  valeur  précédente; 
si  Ton  voulait  en  tirer  une  conclusion  pourUranus,  CH 
pour  cette  planète  devrait  être  an-dessus  de  8,8i338,  et, 
par  conséquent,  la  durée  de  sa  rotation  moindre  que 
i3**  i5"*:  on  aurait  donc  une  limite  supérieure,  iroisiènuî 
exemple  de  la  rotation  rapidedes  planètes  situées  au  delà 
de  Mars. 

Bernoulli  fait  déjà  la  remarque  que  le  centre  d^oscilla- 
tion  B  de  la  Terre  tombe  dans  le  voisinage  de  Torbite  de 
la  Lune. 

Videmus  hinCy  punctum  B  tam  procul  a  Terra  exùtere 
ut  BC  si'l  =  circiter  60  dJamelris  (  *  )  Ten-œ  ,•  atque  adeo 
pertingat  usqne  ad  regionem  Lunœ.  Quod  an  sit  inier 
raro  contingcntia  numerandum ,  an  vero  ex  necessitate 
aliqua  phjsica^  eff celui  Lunœ  attribuendœ,  consequatur 
de  eo  dispiciant  phystci,  Fortnssis  reperient  aliqiiam  ra- 
tionem  a  ntotu  et  distantia  Lunœ  repetendam,  cur  mo- 
tus  annuus  et  diurnus  Terrœ  eam  inter  se  fiabeant  re- 
lationem  quant  habent^  ita  ut  aliam  habcre  non  possint 
(p.a83). 


(414) 

Ainsi  Bcrnoulli  soupçonne  qu'il  existe  une  cause  phy- 
sique de  celte  coïncidence  du  centre  d'oscillation  de  la 
Terre  avec  Torbite  lunaire.  Schubert  va  plus  loin. 

11  dit  :  ((  Le  phénomène  le  plus  surprenant  est  celui 
»  que  présentent  les  centres  d^oscillation  de  la  Terre  et 
»  de  la  Lune.  Relativement  à  la  Lune,  la  distance  x(CB) 
»  est  2aOn9  demi-dîaméli^s  de  la  Lune,  ce  qui  fait 
>»  0,27293  X  aao,9  ou  h  peu  près  soixante  demi-diamè- 
»  très  de  la  Terre.  Le  centre  d'oscillation  de  la  Lune 
»  coïncide  donc  exactement  avec  le  centre  de  la  Terre  ^ 
»  celui  de  la  Terre  tombe  un  peu  au  delà  de  la  Lune , 
)>  X  (  CB)  étant  soixante-cinq  demi-diamètres  de  la  Terre. 
))  Cette  harmonie  frappante  parait  indiquer  un  nouveau 
))  lien  qui  réunit  ces  deux  corps,  et  il  est  possible  qu'elle 
»  répande  un  nouveau  jour  sur  cette  partie  de  Tastrono- 
»  mie  physique.   )» 

M.  Hartwîg  fait  observer  que  relativement  à  la  Lune 
la  coïncidence  est  une  conséquence  de  ce  que  la  durée  de 
son  mouvement  de  rotation  est  égale  à  celle  de  son  mou- 
vement de  révolution  autour  de  la  Terre.  En  eiTet,  soit  a 
la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  exprimée  cndemi^ia- 
mètres  de  la  Lune;  rie  demi-diamètre  de  la  Lune,  expri- 
mée en  demi-diamètres  de  la  Terre  ;  tt  la  parallaxe  solaire  ; 
r  la  durée  du  mouvement  de  rotation;  T  la  durée  du 
mouvement  de  révolution.  On  trouve 

sin  TT  r  T 

exprimée  en  demi-fliamètres de  la  Lune;  ou  en  rapp.^riani 
tout  au  demi-diamètre  de  Torbilo 


CB  =  -; 

mais       • 

T  =  T, 
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dont- 

CB  =  i; 

le  centre  d^oscillalion  de  la  Lune  doit  donc  coïncider 
avec  le  centre  de  l'orbite  qui  est  celui  de  la  Terre.  Si , 
comme  il  parait  vraisemblable,  les  durées  des  deux  mou- 
vements des  satellites  de  Jupiter  coïncident ,  il  faut  que  le 
centre  d'oscillation  de  chacun  coïncide  avec  le  centre  de 
Jupiter.  M.  Poinsot  fait  deux  objections  à  la  théorie  de 
BernouUi.  D'abord  il  est  trop  spécial  de  n'admettre  qu'une 
seule  force;  ensuite  cetle  force  a  dû  être  parallèle  à  IV- 
quatcur  de  la  planète  et  aussi  à  la  tangente  menée  à  l'or- 
bite par  le  lieu  de  la  planète ,  et  les  seuls  points  où  la  tan- 
gente est  parallèle  au  plan  de  l'équaleur  sont  l'aphélie  et 
le  périhélie.  Il  faut  donc  que  la  planète  se  soit  trouvée 
primitivement  à  l'un  de  ces  points  et  que  le  choc  fut  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  absides.  On  peut  répoudre 
que  cela  suppose  que  T intersection  de  l'équateur  avec 
le  plan  de  l'orbite  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
absides;  rien  n'oblige  à  admettre  cette  supposition,  et 
alors  Je  parallélisme  de  la  tangente  à  l'orbite  avec  le  plan 
de  l'équaleur  peut  avoir  lieu  hors  de  l'aphélie  et  du  pé- 
rihélie ;  quant  à  la  force  unique ,  rien  n'empêche  que  l'on 
ne  recherche  quelle  devait  être  la  force  unique  pour  pro- 
duire le  double  mouvement  observé. 

Laplace  semble  admettre  l'hyjwthèse  de  Bernoulli 
{Mécanique  céleste,  t.  I",  chap.  VII,  §  ag,  et  Exposition 
du  système  du  monde,  livre  III,  chap.  V). 
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NOTE  SUR  LA  OUESTION  3S«  (WROKSKI) 

(  voir  p.  S48 }  ; 

Par  m.  Anck  LE  TAUNÉAC. 


L'énoncé  de  celle  question,  tel  (ju'on  le  lit  à  la  page  !i4^» 
n'est  peut-être  ni  Irès-elaîr  nî  très-exact.  On  pourrait ,  y* 
pense,  le  modifier  ainsi  : 

Étant  donnée  une  équation 

x"  -4-  fl,  x"*'  -h  û;  »r"-'-H  .     .  4-  ffn-i  X  -f-  /7«  =  o 

dont  les  racines  sont  Xi ,  x, ,  Xs  ,.••*  ^n?  calculer  la  fonc- 
tion homogène  de  degré  p  : 

Cela  posé,  la  solution  de  M.  Rriosehi  peut  être  sini- 
pliUée  et  abrégée  de  la  manière  suivante  : 

La  fonction  homogène  B^  est  évidemment  le  i  ot^fticient 
de  «'*  dans  le  produit  des  «  séries 

I  4-.r,  5  4-xJs'-Hxîs^-h.  .    , 


D'ailleurs,  pourvu  que  le  module  de  la  variable  z  soit  suf- 
fisamment petit,  ces  séries  ont  pour  sommes  respective- 
ment 

I                   I                            I 
9      1  •  •  •  »     ; 

I  —  JT,  5  I  X^Z  I—  XflZ 


(■)  Celle  ronrlion  B    nsl  colle  qiir  Wronski  a  dcsigiiéo  par  la  Icltrohc^ 
brnîqtio  aloph. 


•  (  4i7  ). 
donc 

(i)  , — r? ^ — 7 x==  i-4-B.«-h...-f-Bji«f +.... 

Mais  évidemment 

'2)  (i  —  j?,»)(i  — X,  «)....  (i  —  x«z)=  I  -+-a,»-4-ii,z'-+-. .  .4-«n2"; 
donc 

3)   I  =  (i  -4-8,  «-^...-f-B^  z/» -4-, ..)(*•+"''•*+«»«*+•••+ «"«"}• 
Cette  dernière  relation  donne  d'abord 

o  =  B,  H-  /?, , 
0  =  B,-h  B,  fl,  -hfli, 
(4)   {  o=:B,-f-B,c, -t-B, /i, -f-flj, 


o  =  Bj,  -+-  B„-,  II,  -h  B«_,  ^,  -h .  .  .  -^  B,  fl„«,  4-  etny 
et,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  qui  surpassent  n, 
(5)  o  =  B^  H-  B^,ai  4-  B^^,£i',  4-.  .  .4-  B^„+,  a«_,  4-B^^fl„. 
Ces  dernier^  formules  ont  été  données  par  Wronski. 


RKGUHL  DE  FORNDLES  RELATIVES  Ail  CERCLE 

(voir  page  IM), 

Fia  M.  J.-Ch.  DUPAIN, 

Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


Multiples  de  V^. 

yÇ  =  1 ,77  245  385  090  55i  64-.. 
2v^ir  =  3,54  490  770  i^i  4- 
3v^=:5,3i  736  1^5  272  — 

Ànn.  de  Xathémat.,  t,  XVI.  (Novembre  1857.)  •     ^7 


(4«8)  .  .  " 

^^n  =  7  ,08  981  540  362  4- 
S^=  8,86  226  925  453- 
6vîf=io,63  472  3io  543 -f- 
7\/î?=  12, 4o  717  695  634  — 
8v^  =  i4>>7  963  080  724  H- 
9\/i?  =  15,95  208  465  8i5  — 

L'approximation  est  d*unc  demi^uhité  du  onzième  ordre 
décimal.  Les  nombres  trop  faibles  sont  suivis  du  signe  +• 

En-eurà  corriger  dans  les  multiples  de  -  (p.  i55). 
Dans  ^9  au  lieu  du  quine  92029,  il  faut  lire  92o3a. 


ÉQDATIOlli  D'UNE  GOHIOUB  PASSANT  PAR  GINf  POINTS  NIHtS. 


\.  Soient  jr,,;^iî  Xt^y%\  J^»»7>;  ^4» Jf»?  ^f,  J»   les 
coordonnées  des  cinq  points;  Téquation  de  la  conique  est 

X  t(rs — r*)  jc  —  l  j?3  —  «I  )  r  +  r^  *s  —  *«ra] 

X  f(74  — ^.)*s  —  (*4 — j?i)riH-*4r.  — ^4  *il 

X  [(r«  —  r«)  J^  —  (*4  —  ■'i)/ -^r.  **  —  ^.  ji] 
X  [(^3  —Xi]  *i  —  (*3  —  ^Or*-^^*/*  — r»  *4] 
X  Kr»  — rO**  — (*•  —  '0/»-+-  ^i^»  — r«  '»]» 

Il  est  évident  qu'on  satisiait  à  cette  équation  en  rempla- 
çant successivement  x  ex  y  par  les  coordonn<^s  des 


(  4ï9  ) 
points;  elle  ne  cliauge  pas  en  permutant  mutuellement 
les  indices  i  et  5 ,  s  et  5  ,  3  et  5  ,  4  ^t  5. 

2.  Désignons  par  a  et  y  les  deux  facteurs  en  x,  j  du 
membre  à  gauche;  par  /3  et  d  les  deux  facteurs  eu  x^  y 
du  membre  a  droite; 

sont  les  équations  du  côté  opposé  du  quadrilatère  inscrit 
ayant  pour  sommets  les  quatre  premiers  points.  Si  d'un 
point  quelconque  de  la  conique  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  inscrit ,  ^ 

exprime  le  quotient  du  rectangle  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  les  côtés  opposés  a ,  y  divisé  par  le  rectangle 
*"  (3cî  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  deux  autres  côtés, 
et  Téquation  montre  que  re  quotient  est  constant  ;  c'est 
le  théorème  de  Newton.  Ainsi  ce  théorème  établi ,  on 
peut  s'en  servir  pour  écrire  tout  de  suite  Téquaiion  d*une 
conique  passant  par  cinq  points.  On  voit  donc  pourquoi 
Newton  a  pris  ce  théorème  pour  point  de  départ  et  en  a 
déduit  toutes  les  propriétés  des  coniques  en  y  joignant  le 
procédé  métamorphique  employé  sous  le  nom  d'homo- 
graphie  dans  ce  temps-ci. 

3.  Si  d'un  point  quelconque  de  la  coniriuc,  on  mène 
des  droites  aux  quatre  sommets  de  quadrilatère  inscrit, 
on  obtient  un  faisceau  de  quatre  droites  et  quatre  trian- 
gles ayant  pour  bases  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  ; 
dans  chaque  triangle,  la  hauteur  est  égale  au  rectangle 
des  côtés  qui  comprennent  Tangle  opposé  à  la  base, 
divisé  par  la  base,  et  le  tout  multiplié  par  le  sinus 
de  cet  angle.  Faisant  usage  de  ces  valeurs  dans  le  théo- 
rème de  Newton ,  on  trouve  une  relation  entre  les  si- 
nus des  angles  du  faisceau  et  qui  constitue  la  constance 
du  rapport  anharmonique  du  faisceau;  propriété  qui  est 


(4ao  ) 
le  point  de  départ  des  admirables  travaux  de  M.  Chaslos 
sur  les  coniques. 

Ainsi  les  deux  théorèmes  sont  des  corollaires  Tun  d<* 
l'autre. 

4,  Posons 

A,  =  (7,  —  rO(rs— r4),       c,  =  x,j,— j.jt,, 

a ,  =  (  X ,  —  a:,  )  (  .r j  —  jî<  ) ,  Cj  =:  Xj  /^  —  y*  ^^4  > 

a,=  (x,  —  X3)(*4  — ^1),  Ct  =  x^Xi  --y^^yy 

Ba  =  (r»  — rs)(^4  — «i), 

•p,  =  (x.  —  Xj)(j,— jr,), 

p,  =  (x,--x3){r4— rO; 

on  aura 

a7  =  A,x»— .r;r(B.  +  ?,)  -+-«.>•' 

H- jp  [(^3  -  rOc.  -  (r .  -  rO  C3] 
+rt(«.  —  *>)  Cs  —  (^3  —  *4)c,]  —  c.  c„ 

P^  ==  À,x'  —  xr  ( B,  -+-  p,)  -h  a,  r' 

-Hx[(r4-j.)c,-(r,-r3)c,] 

->-r  [(*»  —  j?0  C4  —  (.«^4  —  x.)  c]  —  c,  C4. 

Désignant  par  «s ,  jS» ,  75  >  Js  ce  que  deviennent  a ,  |3 ,  y ,  :; 
en  y  remplaçant  x^j  par  ar»,  jr,,  on  a 

oei7fc=rA,x;  —  X»/s(B, -4-  Pi)  4- a,  J'I 

H-^»[(r3-r«)c.  — (r.  — r»)C3] 
+rs[(-^.  —  -ï^») C5  —  (X3  —  X4 ) C4] -^  c,  c,, 
p,  5s  =  Aaxj  —  X»  r»  (Ba  4-  PO  -♦-  «»  r  î 
-h  j?4  [(r«  —  r«)  Ca  —  (r»  — rO  c,] 

-+-r»[(-^»  —  X,)  C4  —  (x4  —  x.)  c,]  -  C,  C„ 


ei  Téquàtiou  de  la  conique  est 

=  r^ra  (-^i  —  Jf*)  -+-^3^1  (j«^4  —  j^i) 

de  même  pour  les  valeurs  analogues. 

5.  Si  Ton  prend  le  point  ^5,  yi  pour  origine,  1  é([ua- 
t  ion  .devient 

C3C4  07  :=  Ci  Cj  po 

Cl  prend  la  forme 

Mx*  4.  N  j/,  -♦-  P/»  4- . . .  =  Q, 

ui  Ton  a ,  en  faisant  le  calcul , 

N'-r-4PM  =  (c;c;-hc;c;) 

—  2C1 C)  C3  G4 

expression  qui  donne  Fespècc  de  la  courbe. 

.  '  sa 

GÉOXÉTRIB  ALGORlTlHiaiiB. 

Sor  les  foljgOMS  iaserits  et  eircoiserits  à  les  coiifies  \ 
D*APRÈs  M.  BRIOSCHI. 


Ann,  de  Torlolini,  1857. 


1.   Lcmmr,  Soient  f/,  i^,  w  trois  fonctions  linéaires  k 


/ 


(^22) 

(feux  variables  :      ' 

U  =  a  w  4- PfVK -h  7  «/•', 
V=  Pu* 4-  m*^  -4-  «' «v*  —  atw  —  bwu  —  tm/, 
rU  — V  =  w(ra  4-flr)4-  «'«(rp-t-  ^)-|-  irp(r7  4-c) 
—  Pu*  -^  m*9^  —  «^w», 

a,  p,  7,...y  a,  &,  0,...  sont  des  constantes  données  et  t 
une  constante  arbitraire  égalant  à  zéro  les  trois  dérivées 
de  fU  —  V  prises  par  rapport  à  u,  i^,  \v\  on  obtient 

w (f  p  H- 6) -+- p(r7  4- c)  —  2/»a  =r  o, 

ff  (ra  4-  fl)  —  21^/11*  4- (^7  4-  c)  a  =  o, 

—  2/i»a'4-«'(ra4-û)  4-  (fp4-A)tf  =  0. 

Pour  que  ces  trois  équations  subsistent  simultanément, 
il  faut  que  le  déterminant  soit  nul  ;  ce  déterminant,  qu'on 
nomme  le  discriminant  de  la  fonction  tU  -:-  V  est 

tut"  4-  a,P  4-  flif  4-  ûj  =  o, 
où 

«c»  =  ap7» 

éi,  =  /'a*  4-  w*P'4-«V-HflP7  4-  6*7  4-cap, 

a,  =r  2fla/'  4-  26pw'  4-  2C7/i*  4-  «^c  4t  p<:ii  4-  fab^ 

tfj  =  rfl'4-  rn^b*  4-  «'c*  4-  û^c  —  l^Pm^n^. 

2.  L'intersection  de  la  droite  u  =  o,  avec  la  cx>hiqm^ 
f  U  —  V  =  o,  donne 

m}v*  4-  «*«*'*  —  ¥tv(taL  4-  a)  =  o. 

Lorsque  cette  équation  est  un  carré  parfait,  la  droile 
If  =:  o  est  tangente  à  la  conique,  ce  qui  donne 

2  vm  —  a 

a 

Désignons  cette  valeur  particulière  de  ^par  ^,  nous  avon^ 


(  4>3) 
donc 

Désignons  de  même  par  ta,  r,  les  valeurs  particulières 
de  t  qui  rendent  les  droites  i^z^o,  w  =  o  tangentes 
même  aux  deux  coniques  ^U  —  V  =  o,  f,U  —  V  =  o, 
nous  avons  les  trois  équations 

a  =  2/ii/f  —  ûtf, , 

c  ^=  ^  Im  -^ 'f  ts. 
En  posant 

U  =  o, 

le  triangle  li,  i',  iv  est  inscrit  dans  cette  conique  et  cir- 
conscrit aux  trois  coniques  : 

r,U  — V  =  o, 
r,U  — V  =  o, 
r,U  —  V  =  o. 

3.  Substituons  ces  valeurs  de  a,  &,  c  dans  les  coeffi- 
cients du  discriminant ,  on  obtient 

a,  =  2pq  -h  ap7(r.r,  4-  ijt,  +  r,r, ), 

éi3  =  y'— fltp7r,r,^, 
où 

p  =  /a  4-  iwp  -+-  /17, 

^  =  4'"  —  'af,  —  OTprj  —  «7^j> 
r  =  (mn. 
Soit 

(  I  )    (r  —  f.)  (r  -  f,)  (^  —  '»)  =  ^  -*-  Ar'  4-  B^  4-  C  =  o  ; 
d'après  les  propriétés  d'Albert  Girard,  on  a  les  rela- 


(  4*4  ) 

lions 

(2)    /i»  =  a,  — û,A,        a/?9  =:«,— fl.B,       ^•  =  <i5  — a.C; 

d'où  Ton  déduit 

4  (a^  —  fl.A)  («,  —  a.C)  =  {a,  —  fl,B)S 

relation  qui  a  été  donnée  aussi  par  MM.  Cayley  et  Sal- 
mon ,  mais  par  d' autres  raisonnements. 
4.  On  a,  d'après  les  équations  (a), 

/^•f»  H-  2pqe  -H  y»  =  (/?/  4-  9)«  =  flaf'  H-  fl.  /»  4-  a,/  -I-  a, 

car  cette  équation  est  satisfaite  par  les  trois  racines  fi. 
U,  tty  eten  développant,  on  a 

=  Ao  +  A./4-A,f'-f  A3f»-h...=  F(r), 

ce  qui  donne 

A;  =  a,, 

2A«Ai  =«1, 

Aï  4-  2A,A,  =  flr,, 

AJ  4-2A,A,-f-2AoA3  =  fl....  , 

^/»  H-  y  =  A.  H-  A,/,  -h  A,rJ  -h  A,rî . .  . , 

/>r,  H-  y  =  A,  -h  A,  r,  H-  A,/;  -+-  A3  r; . . . , 

/?  =  A,  4- A,(^  — r,)-h  A3(/;  —  r,r,H-rî).  .., 

7  =  A,— /.^P, 
ou 

P  =  A,  -H  A,  (r,  4-  r,)  H-  A,(t]  -h  fj^-  /, r,)  -h .  . .  ♦ 

La  troisième  des  équations  (2)  donne 

q'  =  a,^  a.i,  t,t,  =  AJ  -  2  A.*/,/,P  -^  i]  i\  P»; 

(*)  Il  suffit  de  remplacer  dans  Téquation  <'-^Ar'-hBi-f-C  =  o,  A. 
B ,  C  par  les  vaUtir»  en  /r ,  ^,  <?, ,  etc.  Tmv 


(4^5  ) 

donc 

tf3  —  y' 

fs  ^^  TT  ' 

d'où 

^  =  l{r.r,P»-2A.P). 

Si  l'on  pose  f i  =  /«  =  o,  ou  si  a  =  am/i,  b=i  2nl'j 
alors  les  droites  ii  =  o,  i^  =  o  inscrites  dans  U  =  o  sont 
tangentes,  à  V=o  et  à. la  conique  /^U  —  V  =  o;  or 
alors 

Le  troisième  côté  tv  =  o  est  donc  tangent  à  la  conique 
(a\  —  4^i^s)U — 4^o«5V  =  o,  et  si  0^=4^1^89  le 
triangle  11,  i^,  %v  sera  à  la  fois  inscrit  à  la  conique  U  =  o 
et  circonscrit  à  la  conique  V  =  o,  et  lorsque  les  trois 
conditions  a  =  2 mn ,  b  =  ^nly  a\=  4^i^s  subsistent, 
un  triangle  circonscrit  à  V  ayant  deux  côtés  inscrits  dans 
U  et  circonscrit  à  V  aura  de  môme  le  troisième  côté. 

5.-  Soit  seulement 

r,  =  o  ; 
alors 

P=r  A,-t-Aa/,4-A4/;-t-...  , 

M  =  o  est  tangent  à  la  conique  V  =  o,  et 

«.^3  =  —  2A»(A, -4- Aaf,  4-A4r;4-..  .)f 

€f,t]e,=z  —  2A,(A,tl  4- Aji-h  A4r;-h.  . .) 

=  -  2  A,[ A„  4-  A.  ^  —  ( Aa  -h  A, /'  H-  A,«;  -t- .  .   ) } 
=  —  2A»[A,  -h  A,ra—  F(ra)](vo/>p.  424), 

tf»r;r3— 2A.(A. -h  Air,)  =  —  2A,F(r,); 
élevant  au  carré 

al  t\  t\  —  4  a.A.t]  t,  (A.  -4-  A,  /,) 

=  4A:|[F(/,)p-(Ap4-A,r,Vi, 


(  4^6  ) 
mais 


d^où 


4^j 


F(f,)»  — (A. -hA./,)'  =  ^(4ii.«3f,-H4fl.«3  — <»;). 

Substituant  et  réduisant,  ou  obtient 

(4)  al  t\t\  —  4<ï,<t3f,  —  9.a.a,i,ti  r=  4<i,a,r,  H-  4^, a,  —  a], 

si  Ton  avait  aussi 

ou  retombe  sur  la  valeur  de  t^  trouvée  ci-desus  (3). 

6.  Soit  le  quadrilatère  abcd  inscrit  dans  la  conique 
U  =  o,  et  dont  trois  côtés  ab^  bcy  cd  sont  circonscrits  à 
la  conique  V  =  o. 

Dans  le  triangle  abc^  les  côtés  ab^  bc  sont  tangents  à 
la  conique  Y  =  o  et  inscrits  dans  la  conique  U  =  o.  Donc, 
d'après  ce  qui  précède,  le  troisième  côté  ac  sera  Ungent 
à  la  conique  aU  —  V  =  o,  ou 

_  a\  —  ^a^a^ 


(3 


4^0  «3 


Dans  le  triangle  acd^  le  côté  cd  est  tangent  à  la  conique 
U  =  o,  le  côté  ac  tangent  à  la  conique  aU — V  =  o,  le 
troisième  côté  ad  sera  tangent  à  la  conique  TjU  —  V  =  o, 
si  l'on  a  la  relation  (4)9  dans  laquelle  il  faut  remplacer  r, 
par  la  valeur  de  a,  et  l'on  obtient 

iSgg  (Sgo^î  -H  g^  —  4^»^»^3) 

''-  («;- 4  «.«.)» 

Ainsi  le  quatrième  coté  sera  tangent  à  la  conique 


(  4^7  ) 
rt  si  ToQ  a 

Sato]  4-  «î  —  J^Ota^a^  =  0, 

le  quadrilatère  sera  à  la  fois  inscrit  dans  U  =  o  et  cir- 
conscrit à  V=  o.  Même  observation  que  ci-dessus. 

7.  Soit  le  pentagone  ai,  a,,  «j,  «4,  a^  inscrit  dans  la 
conique  U=o,  et  supposons  que  les  côtés  «!«!,  «lOf,^ 
a, «4,  a^o^^  soient  tangents  à  la  conique  V=:o,  le  côté 
«f  «1  sera  tangent  à  la  conique  t^V  —  V  =  o.  Il  s'agît  de 
trouver  f,. 

Dans  le  triaiiglc  a^a^a^^  le  côté  a^(x^  est  tangent  à  V, 
on  a  donc  entre  f,  et  t^  la  relation  (4) 

<i  j  /;  f  ;  —  4  <»•  ^3  ^  —  3i  «0  fl^a  ^  ^l  =  4  ^*  «3  '3  -<-  4  «I  «s  —  <»  !  • 

Dans  le  triangle  a, «4^5,  le  côté  «4»!  est  tangent  à  la  co- 
nique V  =  o,  on  a  donc  encore 

al  /J  rj  —  4  o.  «3 ^  •—  2  a.aih  ^  =  4 <»•  ^'i A  +  4«« «3  —  «î • 

Soustrayant    on  a 

«î^î(^^"'3)  =  4«t«3  4-  2a«a,r4. 

La  première  des  équations  donne 

alt,t\et  =  a\  —  4tf,a3-.  ^a.a^i^, 
d'où 

On  connaît  r,  et  ^4,  par  conséquent  t^^  et  de  même  pour 
les  polygones  de  toul  nombre  de  côtés. 

Observation.  Ce  magnifique  travail  est,  à  ce  que* je 
sache,  la  démonstration  analytique  la  plus  simple  qu'on 
ait  donnée  du  célèbre  théorème  de  M.  Poacolei;  généra- 
lisation du  ihéorcmc  pour  deux  cercles,  auquel  le  théo  - 
renie  général  peut  être  ramené,  puisque,  d'après  un  au(rr 


(4a8  ) 
théorème  de  M.  Ponceict,  deux  coniques  sont  les  perspec- 
tivc3  de  deux  cercles.  La  précédente  analyse  résout  cette 
question  :  un  polygone  de  n  côtés  étant  inscrit  dans  une 
conique;  n  —  i  des  côtés  étant  respectivement  des  tan- 
gentes à  un  faisceau  de  n  —  i  coniques  passant  par  les 
mêmes  quatre  points,  trouver  la  n'*"**  conique  du  faisceau 
qui  soit  touchée  par  le  »**""  côté  du  polygone-,  or  Ton  peut 
trouver  les  conditions  pour  que  le  faisceau  de  n  coniques 
se  condense  en  une  seule  conique,  Ton  a  donc  le  problème 
Poncelet.  Jacobi  a  rattaché  cette  recherche  aux  fonctions 
elliptiques  [Nouvelles  Annales,  t.  IV,  p.  377). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  390 

(Toir  p.  S90}  i 

Par  m.  L.  de  COINCY, 

Élève  du  lycée  Bonaparte  (classe  de  M.  Bouquet  ). 

Et  M.  E.  CARÉNON, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie). 


Je  désigne  par  a  l'angle  donné  BAC  et  par  9  Tanglc 
cherché  BAC. 

La  condition  à  remplir  est 

AB'.BB'  =  AC'.CC' 

ou 

c'  sin  7  cosç  =  6*  sin  (a  —  <p)  cos  (a  —  «p , , 

c'sina^=r  6' 8in2(a  —  f), 
n  posant  2^  =  ç,  aa  =P, 

sin  4»       b^ 


(  4^9  ) 
Développant  et  divisant  par  cos<{/, 

®^       c»4-^'cosp  ^    ^ 

On  a  ainsi  pour  la  valeur  de  T angle  ^  deux  valeurs  (p , 
i8o-H^,  et,  par  suite,  pour  (f  deux  directions  rectan- 
gulaires. 

I**.  Si  (Z  =  90  degrés,  ce  sont  les  côtés  eux-mêmes  qui 
satisfont  à  la  question  en  général. 

a^.   Lorsque  &  =  c,  on  a 


d'où 


c»  sin  B  a 


^=_. 


3^.  Si  les  côtés  étaient  b  ^ —  i,  c  sj —  1  avec  a  ^ —  i 
pour  angle  compris,  on  aurait 

6»sin(p\/^)      _      ^»sinpt 

c'est-à-dire  que  la  relation  entre  y  et  a  ne  changerait  pas. 

Remarque,  Sin  |3 1  est  réel ,  ainsi  que  cos'  (3 1. 

Note  du  Rédacteur.  Incessamment  une  solution  de 
M.  Cbaillot  (de  Versailles)  avec  une  belle  construction, 
et  une  solution  d'une  admirable  simplicité  par  M.  Lan- 
dais (lycée  Louis-le-Grand). 

(*)  Ce  qui  iuit  est  de  M.  de  Coincy. 
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SECONDE  SOLUTION  0  UNE  «HSSTiON 

Proposée  m  exaneis  d'adnissioi  à  TEcoIe  Poljtechiif  ic 

(  Tolr  paire  S76  }  ; 

Par  m.  Màacel  JOZON, 
Élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 


Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qn'aidmet  IV- 
quatiou 

x  =  Asinar-H  B 

pour  chaque  système  de  valeurs  des  coefficients  A  et  B, 
et  effectuer  la  séparation  de  toutes  ces  racines. 

Application  à  Vcqualion  x  =  3i4^  sinx-f- 157. 

La  valeur  maximum  de  sinx  étant  i,  la  valeur  maxi- 
mum de  A  sinx  -f-  B  est  A  -h  B^  de  même  la  valeur  mi- 
nimum de  ce  binôme  correspond  à  siu x  =  —  i  et  est 

—  A  -I-  B.  (A  est  supposé  positif.  S'il  ne  l'était  pas,  on 
changerait  les  signes.)  Il- résulte  delà  :  1°  que  toutes  les 
valeurs  de  x  satisfaisant  à  Téquation  sont  comprises  entre 

—  A-hBetH-A  +  B;  2®  que  le  nombre  des  racines  est 
impair,- car  pour  toute  valeur  de  x  inférieure  à  — A-f-B, 
le  premier  membre  de  l'équation 

X  —  Asinj:  —  B  =  o 

devient  négatif,  et ,  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à 
A  4-  B ,  le  premier  membre  de  cette  même  équation  de- 
vient positif. 

On  voit  de  plus  que  si  deux  valeurs  x^  et  Xt  H-  r  com- 
prises entre  —  A-f-Bct-H-A-hB  sont  telles  que 
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elles  donnenl  des  résultats  de  signes  contraires  (*)  lors- 
qu'on les  substitue  à  x  dans  le  premier  membre  de  r«- 
quation 

X  —  Asinx  —  B  =  o, 

et  que  par  conséquent  elles  comprennent  une  racine.  De 
plus,    dans  cet  intervalle  de  JTi    à  j:, -f-Tr,   la   dérivée 

1  —  A  coso:  s'annule  au  plus  une  fois  5  il  n'y  a  donc  qu'une 
seule  racine  comprise  entre  a:,  et  a:,  -f-  w  (  **  ) . 

Donc  si  Ton  a  la  fois 

sin(— A-hB)=±i 
et 

sin(A4-B)  =  ±;i  (***) 

il  y  aura  autant  de  racines  comprises  entre  —  A  -f-  B  et 
A  ^-  B ,  qu'il  y  a  de  demi-circonférences  dans  la  différence 
aA  de  ces  arcs. 

Si  —  Ah-  B  et  A-h  B  ne  vérifient  l'équation  ni  l'un 

ni  l'autre,  le  nombre  des  racines  sera  exactement 

TT 

Si  —  A  -h  B  est  racine ,  A  H-  B  ne  Tétant  pas ,  le  nom- 

2  A 

bre  des   solutions  est h  i .   Enfin    ce   nombre  est 

2  A 

1-  2  ,  quand  —  A-hBet-H  A-f-B  sont  racines. 

Pour  ramener  le  cas  général  à  celui-là ,  ou  pose 

—  A  -i-  B  =  ïT  —  a  =  C  —  a, 

*  2 

la  nombre  a.  étant  plus  petit  que  fr,  et  de  même 
A  4-  B  =  ?^-^  TT  H-  p  =  D  -f-  p. 


(•)  Car»in(x,  H-ff)  =  — sin*,.  Tu. 

(**)  Car  cette  quanlité  ne  peut  dans  cet  intervalle  passer  du  positif  au 
négatif  qit'iine  seule  fois.  Tm. 

(•**)  Cela  revient  à  sin  t.  t=:  rfc  i .  Tm. 
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Le    nombre    des    racines  comprises   entre  C  et   D  est 


(^)- 


Maintenant  si  sin  C  =  -H  i,  il  y  a  une  racine  comprise 
entre  C  —  a  et  C ,  car  pour  x^=C  —  ol  ^  x  —  Asinx  —  D 
devient  négatif,  et  pour  a:  =  C  il  est  positif. 

Si  au  contraire  sinC  =  —  i,  il  n'y  a  pas  de  solutions 
comprises  entre  C  —  a  et  C. 

On  verrait  de  même  que  si  sinD  =  —  i,  il  y  a  une  ra- 
cine comprise  entre  D  et  D  -f-  (3 ,  et  que  si  sînD  =  4-  i , 
il  n^y  en  a  pas.  Le  nombre  des  racines  peut  donc  être 

D— C       D— C  D— C 

, hi     ou ha. 

On  a  donc  ainsi  le  nombre  des  racines.  Quant  a  leur 
séparation,  elle  se  trouve  naturellement  effectuée,  puis* 

,,  .         ,  j  2/1  —  I  2/1  -h  1 

que  1  on  sait  qu  entre  deux  arcs  t:  et  r 

compris  entre  les  limites  extrêmes  —  Ah-BciAh-B, 
il  y  a  une  racine  de  l'équation  et  une  seule. 

Jlpplication  à  V équation  x  =  3i4ïi  sinx  +157. 

Ici 

A  =  8142  =^  lOOOîT,      B=  157=  Soir; 
donc 

—  A  -h  B  =^  960  »f  =  (  —  gSo  H-  -  j  TT 

et 

A  -hB  =  I050  7r  =  (  lo5o )  If  -\ 

\  2/  2     ^ 

Il  y  aura  donc  déjà  io5o h  pSo ou  1999  ra- 
cines comprises  entre  (  —  ySo  -h  -)  tt  et  (  io5o 1  s. 
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De  plus,  le  sinus  de  l  —  pSo  -^  -  )  tt  étant  positif,  il  y  a 

une  racine  entre  —  gSo  tt  et  (  —  gSo  H-  -  j  ir ,  et  de  même, 
le  sinus  de  (  io5o |  tt  étant  négatif,  il  y  a  une  racine 

comprise  entre  (  io5o  —  -  j  tt  et  loSon. 

Il  y  aura  donc  en  tout  1999  +  a  ou  2001  racines,  con- 
nues à  une  demi-circonférence  près ,  à  Texception  de  la 
première  et  de  la  dernière  qui  sont  connues  à  un  quart 
de  circonférence  près. 

Note  du  Rédacteur.  La  première  solution  (p.  376) 
est  usitée  dans  les  services  publics,  lorsqu'on  n'a  besoin 
de  connaître  approximativement  que  quelques  racines^ 
le  procédé  graphique  est  alors  plus  expéditif  que  le  cal* 
cul. 


QUESTION  V'BXAIEN 

(f  olr,  p.  110)  ; 

Par  m.  J.*Ch.  DUPAIN, 

Professeur  à  Carcassonne. 


On  demande  les  deux  intersections  de  deux  paraboles 
dont  on  connaît  les  directrices  et  les  foyers^ 

Question  incomplète  :  il  faut  ajouter  que  les  deux  pa- 
raboles ont  le  même  axe. 

Les  paramètres  et  les  sommets  se  construiront  facile- 
ment. Je  les  désigne  par  a;;,  ap',  A ,  A'.  Soit  M  Tune  des 
intersections  cherchées,  MP  Tordonnée  de  M, 

Mp'=:  7.p  ÂP,     MP  =  2//Â^. 

Ânn.  dv  Uathéntat.,  t.  XVI .  (  Novembre  i^^-).)  ?'^ 
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La  question  se  ramène  à  deux  constructions  connues  : 
1°.    Trouver  sur  la  droite  A  A'  un  point  P  tel,  que 

AP  _p' 

A'V^p' 

a°.  Construire  une  moyenne  géométrique  entre  :tp  cl 

ÂP. 

La  première  constrnction  donne  deux  points  P  dont 
l'un  est  à  rejeter.  Il  peut  n'y  avoir  aucune  solution-,  il  y  a 
plusieurs  vérifîca lions  simples. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  382 

(Tolrp  181); 

Par  m.  BLERZY  MERRY, 

Inspecteur  des  lignes  télèjjraphiqucs  à  Blid-^ih. 


Un  nombre  m  décomposé  en  facteurs  premiers  est  de 

la  forme 

w=rÀ-B*...  F/G»H*...L', 

et  la  forme  générale  d^un  de  ses  diviseurs  est 

^=A-'B^'   ..  F/'G^'H*. ..  L''. 

Soit  q  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  m  qui  n'en- 
trent pas  dans  ^  à  la  même  puissance  que  dans  m.  Il 
est  évident  que 


,  ,.  •  M    m  m 

</ divise  w,    — >  h'"'*  ÏÏ 


GH'  "'      GL 


-.   .  m     m  m 

et  ne  divise  pas  -->  ^v**»  -» 
A      B  r 


ab'  al'"'  bï/ 


et  que,  par  coiisé((uenl,  si 


<  435  ) 
f  {fi)  est  contenu 


I  fois  dans  F(//t), 


7(7-0 


I  .2 


2^  (S)' 


Dans  la  somme 
le  coeflScient/{/i)  est 


,_,+?(i— ). 


t  .2 


Si  ^  est  différent  de  zéro,  ce  coefficient  est  nul;  si 
(jr=  o,  alors  d  =  m^  et  ce  coefficient  devient  égal  à  Tu- 
nité;  donc  la  somme  ci -dessus  se  réduit  k\f{m). 

c.  Q.  F.   n. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  370 

(  TOir  p.  IfT)  ; 

Par  m.  BLERZY  MERRY, 

Inspecteur  des  lignes  télégraphiques  k  Blidah. 


Soit 

P  +  Qs/^ 

la  valeur  du  déterminant,  P  et  Q  étant  des  quantités 
réelles. 

23. 
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Kn  remplaçant  v/ —  i  par  —  \/ —  i ,  celte  valeur  deviest 

p^Q^ITT; 

mais  le  déterminant  ne  change  pas ,  car  cette  substitution 
revient  k  prendre  les  lignes  pour  colonnes  et  réciproque- 
ment; donc 

P  -H  Q  /^  =  P  —  Q  \/^ 
d^où 

Q  =  o. 


BiMONSTRATION 

D*iie  ProfositioQ  relative  ai  calcil  innériqie  des  raciies  it  Tifutira 

«X*  -f-  ^x  -H  c  =  o , 

qoaid  a  est  très-petit.  (Prograïae  officiel.  ) 


Dans  une  première  Note  sur  celte  question  du  Pnn 
gramme  officiel,  j'ai  énoncé  (page  i58)  la  proposition 
suivante  : 

Lorsque  Téquation  considérée 

ax^  -f-  ftx  —  c  =  o 

a  des  racines  de  signes  contraires,  pour  que  la  méthode 
des  approximations  successives  donne  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  de  la  racine  positive  de  cette  équation, 
il  faut  et  il  suffit  qu*on  ait  : 

Je  vais  démontrer  celle  proposition. 
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Dans  l'équation  numérique 

ax*  -\-  bx  —  r  ;=  o , 

les  lettres  a,  i,  c  représentent  des  nombres  positifs;  la 
racine  positive  a  pour  expression 

ji*  nommerai  x'  la  valeur  exacte  de  celte  racine. 

L'application  de  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives à  l'équation  numérique  considérée  consiste  en  un 
calcul  que  je  rappelle  ici. 
L^équation 

ax'  H-  bx  —  c  =  o 
donne 

c       a 

En  négligeant  d^abord  le  terme  t^p'*)  on  a,  pour  pre- 
mière valeur  approchée  de  x\  le  nombre  -ry  que  je  dési- 


gnerai par  Xi. 

En  remplaçant  x'  par  le  nombre  Xi  dans  la  formule 

T  —  j  J^'S  on  a,  pour  seconde  valeur  approchée  de  x',  le 

nombre  7  —  -r  x'5  je  le  désignerai  par  Xj. 

De  même,  si  Ton  substitue  la  seconde  valeur  approchée 

Xj   à  x'  dans  la  formule  7  —  t-c'*^  il  en  résultera  une 

a        o 

troisième  valeur  appiochée  Xj,  el  ainsi  de  suite. 
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On 

a  donc 

les 

égalités  numériques 

c        a    , 

c        a     , 
c       a    ^ 

c        a    , 

Cela  posé,  cherchons  quelle  condition  doit  être  rem- 
plie par  les  coefBcients  a,  i,  c  pour  que  Xt  approche  plus 
de  a:' que  Xx* 

I^s  relations 

''  =  r    '=ï--î' 

montrent  que  x^  surpasse  x',  et  comnie  Xi  ex.  x*  sont  des^ 
nombres  positifs,  l'inégalité 

donne 

et  7  par  suite, 

c        a     y        c        a 

Ainsi,  les  erreurs  commises  en  prenant  pour  x',  le» 
valeurs  approchées  x,,Xî  sont  exprimées  par  les  diffé- 
rences 

n,  par  conséquent,  il  faut  que  Tinégalité 
x'  —  or,  <^  .r,  —  jp' 
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ait  lieu  pour  que  la  seconde  valeur  x^  soit  plus  appro- 
chée de  x'  que  la  première  Xt. 
Mais  les  relations 


b       b      '       ^^      b       b    ' 


donnant 


X'  -  *,  =  f  {x\  -  X")  =  ^  (X,  +  X')  {.r..  -  X'), 


Tinégalité 


jr'  — X, 

<x.-x' 

se 

transforme  en 

celle-ci  : 

?" 

,-l-^')(x. 

-x'Xx, 

et 

se  réduit  à 

(0 

^(x,  +  x'j<i, 

parce  que  x,  —  x*  est  un  nombre  positif. 
D^ailleurs 


x, -h 


7.ab 
Il  s'ensuit 


ifiac  I         4^'^  \ 


ou,  en  nommant  raie  rapport  t;' 


^(x,+x)_— ^ — 
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Donc  l'in^alilé  (i) 


Çtx.  +  yx, 


revient  a       ^ 


2/1  —  1  +  ^1-4-4''    ^ 

^<i; 


d'où 


yi  H-  4«  <C  3  —  2/1. 


Ce  cpii  exige  que  3 —  2/1  soit  positif,  c'est-à-dire  qu^on 
ait 

»<r- 

En  admettant  que  cette  première  condition  soit  rem- 
plie, on  pourra  élever  au  carré  les  deux  membres  de  Fine* 
galité 

v/ 1  -f-  4  «  <!  3  —  2/1, 

et  il  en  résultera  successivement 

I  -4-4'ï<C9-"^^'*'^4"'i 
4/1»—  16/1  -+-8>o, 
/i'  —  4'*"^"2]>o, 

(/i  —  2  —  V^)  U  —  2  -f-  v^)  >  o. 

3 
Or,  n<i-  donne 
^  2 

/t  —  2  —  ^2<;o, 
il  faut  donc  qu'on  ait 

/i  —  2-h  v/2<o; 
d'où 

«<2—  V^2       el       -<2—  ^2. 
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De  (c  qui  précède  on  peut  conclure  que  F  inégalité 

ac  j- 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  x, 
soit  une  valeur  plus  approchée  de  x'  que  x^ 

Car,  en  supposant  que  les  nombres  /i,  £,  c  satisfassent 
à  la  condition 

oc  — '  /— ' 

j^<2  —  V^2,  OU  «<2—  V'2, 

on  aura 

/ï<2  -H  \/2; 
d'où 

(/ï  —  2  —  ^)  («  —  2  -h  \/î4  )  >  O. 

Et  il  s'ensuivra 

(i)  ^(x,^-Jr')<I;        x'  — x,<x,  — J:^ 

n  reste  à  faire  voir  que  si  Tinégalité 

existe,  tous  les  nombres  Xi,  x,,  Xj,  X4,  etc.,  convergeront 
vers  x'. 

Démarquons  d'abord  que  les  termes  de  rangs  impairs 
Xi,  X},  Xs,...  auront  des  valeurs  plus  grandes  que  x'  et 
décroissantes,  et  que  les  termes  de  rangs  pairs Xi,  X4,  Xe, . . . 
auront  des  valeurs  croissantes  moindres  que  x^ 

En  crtet,  quels  que  soient  a.  fc,  c,  on  a 

.r,  ^  X        et       Xx  <^  .r'. 
En  outre,  si  y^  est  moindre  que    .i  —  y^,   le  nombre  Xj 
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sera  nëcessai rement  positif.  Car,  en  substituant  t  à  Xi 
dans  Tésalité 


il  vient 


c        a  /c\^ c  /         ac\ 

Le  facteur  i  —  t;  est  positif,  puisqu'on  suppose 

on  a  donc 

x,>o. 
Alors  de  l'inégalité 

on  peut  conclure 

et  il  en  résulte 

On  a  d'ailleurs  évidemment 

L'in^alité 

X,  <  .r, 
donne 

parce  que  x^  et  x,  sont  positifs  \  d'où 

^*  >•  ^a  >  o  ; 
el  de 
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on  conclura 

et  ainsi  de  9uile. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  de  Xi,  Xg,  Xj,  etc.,  sont 
plus  grandes  que  x'  et  décroissent,  et  que  les  valeurs  de 
Xi,  Xf,y  Xg,.-»  croissent  en  restant  moindres  que  x'.  Ainsi, 
de  tous  les  termes  de  la  suite  Xi,  Xf,  Xj,."?  ^^  plus  grand 
est  Xi . 

Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître  qu  un  terme 
quelconque  Xtn^t  a  une  valeur  plus  approchée  de  x'  que 
le  terme  précédent  Xi«,  c'est-à-dîre  que 

car 

j:.»-..!  —  •^'  =  J  (*"—  *a«)  ^  b^^'  '^  *'"^  ^*'  "^  *^'"^' 
Mais  on  vient  de  voir  que  Xf„  est  moindre  que  x,  ;  donc 

D'ailleurs  l'inégalité  supposée 

ac   ^  r- 

donne 

^(x'-hx.)<i; 

par  consécjuent ,  on  a 

C'est  ce  qu*il  fallait  démontrer.  G. 
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NOTE  SUR  UNB  PROPOSITION  DE  6Ê0NÈTRIE  fiLÛlENTAIRE. 


Théorème.  La  somme  algéb tique  des  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  d^un  polygone  régulier  ABCDE 
sur  une  droite  XY  menée  par  le  centre  O  du  polygone 
est  nulle,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite. 


Lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  pair,  les 
perpendiculaires  abaissées  de  ses  sommets  sur  une  droite 
quelconque  passant  par  le  centre  sont  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires ,  il  est  alors  évident  que  leur  somme 
est  nulle.  Il  n*y  a  donc  lieu  à  démonstration  que  dans  le 
cas  où  le  nombre  des  côtés  est  impair.  Toutefois,  la  dé- 
monstration suivante  s^applique  indistinctement  aux  deux 
cas. 

Par  les  sommets  A,  B,  C,  D,  E  je  mène  des  tangentes 
à  la  circonférence  circonscrite  au  polygone  considéré. 
Cette  construction  détermine  un  nouveau  polygone  régu- 
lier FGHIK  semblable  au  premier  et  circonscrit  au  cercle 
dont  le  rayon  est  OA.  Ensuite,  je  conduis  les  droites  OF, 
OG,  OH,  01,  OK  qui  passent  par  les  milieux  L,  M,  N,  P, 
Q  des  côtés  du  polygone  inscrit.  Puis  je  nomme  : 

s  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  sur  la  droite 
XY  des  sommets  du  polygone  inscrit; 
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s^  la  somme  clos  perpemliculaires  abaissées  sur  XY  di^s 
sommets  du  polygone  circonscrit; 

s^^  la  somme  des  perpendiculaires  menées  à  la  même 
droite  par  les  points  L,  M,  N,  P,  Q. 

Comme  les  sommets  du  polygone  ABCDE  sont  les  mi- 
lieux des  côtés  du  polygone  FGHIK,  on  aura 

s  =  s\ 
et  de  même 

."  =  ., 

puisque  les  points  L,  M,  N,  P,  Q  sont  les  milieux  des 
côtés  du  polygone  ABCDE. 

Il  esl  d'ailleurs  facile  de  reconuaitre  qu'en  désignant 
par  a  le  rapport  des  lignes  OF,  OL,  on  aura  aussi 

ï  z=s''x  a. 

Car  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des  poinis 
F  et  L  sur  XY  sera  égal  à  a.  Et  le  même  rapport  existera 
entre  les  perpeudiculaires  menées  par  les  points  G,  M , 
puisque 

OG       0F_ 

OM  ""  OL  ~  *' 

Et  ainsi  de  suite.  Donc 

/  =  /'.«. 

Si  maintenant  on  substitue  ^  à  /  et  à  s'^  dans  Fégalilé 

s  r=  s   .a, 

il  viendra 

s  =  S.Otj 

d'où 

(a —  i)*r=:o. 

Mais  a  —  i  n'est  pas  nul ,  donc 
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La  proposition  est  ainsi  démontrée,  quel  que  soit  1^ 
nombre  des  sommets  du  polygone  considéré. 

CoEOLLAiRE  I.  La  sommc  algébrique  des  projections 
des  rayons  OA,  OB,...,  OE  sur  un  axe  rectiligne  XY 
passant  par  le  centre  O  est  nulle;  car  ces  projections 
sont  précisément  égales  aux  perpendiculaires  abaissées 
des  points  A ,  6,.«m  ^  ^^^  ^^  second  axe  rectiligne  mené 
par  le  centre  et  perpendiculaire  au  premier  XY. 

Corollaire  II.  Si  l'on  décrit  auec  un  rayon  quel- 
conque une  circonférence  ayant  le  même  centre  que  le 
polygone  régulier,  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
sommets  du  polygone  à  un  point  quelconque  de  cette 
circonférence  sera  une  quantité  constante. 

En  effet,  nommons  r  le  rayon  OA  du  polygone;  n  le 
nombre  de  ses  côtés;  r'  le  rayon  de  la  circonférence  dé- 
crite; S  un  point  quelconque  de  cette  circonférence.  Et 
concevons  que  des  différents  sommets  du  polygone  on  ait 
mené  des  droites  au  point  S,  et  qu  on  ait  projeté  sur  Taxe 
OS  les  rayons  OA ,  OB ,  etc.  En  désignant  par  O  a ,  O  i, .  •  • 
ces  projections,  les  triangles  OAS,  OBS,  etc.,  donneront 

ÂS=r'H-r'»±:2r'.0/?,      Bs'=  r» -+- r'^i  2/^0A,  . .  . , 

ou  plus  simplement 

ÂS  =  r»-hr"4-  ar'.Ofl,      BS  =  r*  ^- r" -+- ar'.O  ^, . . .  , 

en  convenant  de  considérer  les  projections  Oa,  0&,  etc., 
comme  positives  ou  négatives  suivant  qu'elles  seront  diri- 
gées en  sens  contraire  de  OS  ou  dans  le  même  sens  que  OS. 
Si  Ton  additionne  toutes  ces  égalités,  dont  le  nombre 
est  /i ,  en  ayant  égard  à  ce  que  la  somme  algébrique  des 
projections  OA,  OB,  etc.,  est  nulle  (corollaire  I) ,  on 
aura 

AS  V  BS  V  .  .  .  =r  ff  (r'  -h  /^'J. 
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Celte  dernière  ëgalhé  monlie  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  des  sommets  A,  B,  etc.,  au  point  S,  est  in- 
dépendante de  la  position  de  ce  point  sur  la  circonférence 
décrite.  G. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  394 

(Toir  p«re  81^)  ; 

pae  m.  p.- a. -g.  colombier, 

Licenrié  es  Science»,  Professeur  à  Paris. 


Soient 


w,,     /»,,     /»j,     m^ 

les  coefficients  angulaires  de  quatre  diamètres  formant  li» 
premier  faisceau,  et 

f*.,        }*-x,        Ps,        fA| 

les  coefficients  angulaires  respectifs  des  quatre  diamètres 
conjugués  formant  le  second  faisceau.  Ces  huit  coefficienis 
sont  tels ,  que  Ton  a  • 

w,  p,  =  m j  fx,  =  /Wa  f*3  =  /W4  U4  =  qr  —  ; 

le  signe  supérieur  se  rapporte  à  Tellipse  et  le  signe  infé- 
rieur à  l'hyperbole,  a  et  b  sont  les  demi-axes  de  la  co- 
nique considérée. 

On  sait  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites 
concourantes  en  un  même  point  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique des  quatre  points  qu'une  transversale  quelconque 
détermine  sur  ces  quatre  droites.  On  sait  aussi  que  ce 
dernier  rapport  est  le  même  que  le  rapport  anharmo- 
nique des  projections  de  ces  quatre  points  sur  une  droite 
quelconque ,  sur  Taxe  des  x  par  exemple. 

Cela  poséj  l'équalion  d'une  transversale  étant  repré- 
sentée par 

Y  ==  px   -h  7> 
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désignons  par 

les  abscisses  des  points  d* intersection  qu'elle  détermine 
sur  les  droites  du  premier  faisceau.  On  a 

9  ^  _       9  y  ?     . 

Xx  =  — ^  »      jr,  =  ^^ ^  j      X,  —  — ,      - 


iw, — y?  yw, — /;  /1I3 — p  //i| — /> 

Le  rapport  aiiharmonique  du  premier  faisceau  est  égal  à 

Remplaçons  Xi,   x, ,  j!rs)  ^4  p^r  leurs  valeurs^  ce  qui 

donne 

(m^  —  #»i)(ma  — /if:J 

(/ÎÎ4  —  /W3)(»»a  — 'Wi) 

D'après  la  symétrie  des  calculs,  on  voit  que  le  rapport 
anharmonique  du  second  faisceau  est  égal  à 

Si  Ton  remplace  dans  ce  rapport  fAj ,  juit ,  fx»  )  /^4  p&i' 
leurs  valeurs  en  fonction  de  m, ,  m, ,  ma ,  //i^ ,  on  recon- 
naît après  quelques  simplifications  que  le  rapport  anhar- 
monique du  premier  faisceau  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique du  second,  c.   Q.   F.   D. 

Note  du  Rédacteur,  Ce  théorème  est  un  corollaire  de 
ce  théorème  :  Soient  une  conique  et  un  faisceau;  chaque 
rayon  du  faisceau  coupe  la  conique  en  deux  points  ;  le 
faisceau  qui  passe  par  ces  points  d^ intersection  et  qui  a 
pour  sommet  un  point  quelconque  de  la  conique  est  un 
faisceau  en  immolation.  Les  rayons  qui  passent  par  les 
deux  points  d^intersection  d'un  même  rayon  du  premier 
faisceau  avec  la  conique  sont  des  rayons  correspondants, 
M.  de  Jonquières  fait  mention  de  ce  théorème ,  mais  pour 
les  diamètres  conjugués  seulement.  On  en  déduit  iniui- 
livemeni  le  théorème  général. 
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mDTHRI  M  LA  ODBSTION  391 

(Tolr  pi|«  mo). 

PikM  M.  OiÀNSON, 
ÉlèTe  du  lyoée  d«  Yen^illeB  (clasM  de  M.  Vannson). 


Discuter  la  courbe  du  quatrième  degré  donnée  par 
Téquation 

On  remarque  d* abord  que  si  Ton  prend  une  longueur 
OÂ  =  u  dans  le  sens  des  x  posiUfii,  et  qu'on  mèsae  par  le 


point  A  une  parallèle  à  l'axe  des^,  la  courbe  est  tout  en- 
tière comprise  entre  ces  deux  parallèles.  De  jlLus  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  a  Taxe  des  x,  car  en  rétaUis- 
sant  le  double  signe  devant  chaque  radical ,  les  valeur»  de 
y  correspondantes  à  une  même  abscisse  sont  démit  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires, 

Ànn.  de  Utuh^mmt.,  t.^WI.  (Décembra  1857.)  29 
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Je  discute  donc  la  partie  de  courbe  située  au-dessus  dv 
Taxe  des  x 


La  parabole  j  =  ^âx  est  une  courbe  diamétrale  pour 
des  cordes  parallèles  aux  y.  Or,  si  je  prends  à  partir  du 
point  A  une  longueur  AG  égale  au  paramètre  a ,  la  pa- 
rabole passera  en  G  \  en  appelant  f  la  longueur  qu'il  faut 
porter  en  dessus  et  en  dessous  à  partir  de  la  parabole,  on 
a  y  =  o  pour  x  =  a  (*). 

Donc  le  point  G  est  un  point  de  la  courbe.  De  même 
pour  x=  o^  on  a  9  =  o ,  et  comme  entre  x  =^oeix=zn 
9  reste  positif ,  il  passe  par  un  maximum,  qui  s^obtient 
en  égalant  les  deux  facteurs  sous  le  radical,  puisque  leur 
somme  est  constante. 

Si  donc,  au  milieu  A'  de  OA,  j'élève  une  perpendicu- 
laire h  Taxe  des  x,  et  qu'à  partir  du  point  I,  où  elle 
coupe  la  courbe ,  je  porte  deux  longueurs  IK'  et  IK  égales 
à  OA'  ou  a ,  j'aurai  les  deux  points  de  la  courbe  pour  les- 
quels (f  atteint  son  maximum.  A  partir  de  là,  et  x  crois- 
sant jusqu'à  a ,  L  diminue  jusqu'à  o,  il  est  donc  facile  de 
construire  approximativement  la  courbe. 

Occupons-nous  maintenant  des  tangentes. 

Le  coefficient  angulaire  donné  par  la  formule 

ianga=:<p'(x) 
est  ici 

a  —  2jr 


tangât  = 


2  ^ax       2  ^a(a  —  x) 


Pour  X  =  o  et  x  =  a ,  tang  «'  =  00,  ce  qui  prouve  que 
les  tangentes  à  Torigine  et  au  point  G  sont  Taxe  des  y,  cc 
sa  parallèle  menée  par  le  point  A. 


(*)  f  =  ^a  {a  ^  X  j  représente  lui  cerele.  Tu. 
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jii  je  fais 

X  =-j 

2 

je  trouve 

rang  a  =  — 

Donc  les  tangentes  aux  points  K  et  K'  sont  parallèles  ,  et 
la  tangente  de  leur  angle  avec  Taxe  des  x  est  donnée  par 
la  formule  précédente.  Il  est  donc  facile  de  les  construire. 

On  peut  se  proposer  de  cliercher  le  point  de  la  courbe 
pour  lequel  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  x.  Il  suffit 
pour  cela  d'annuler  tanga ,  et  on  trouvera  en  même  temps 
la  valeur  de  x  pour  laquelle  Tordonnée  correspondante 
est  maximum. 

Posons  donc 

a  a  —  ix 

tang  a  =  o      ou      --=^  = 


ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant^ 

3a 

et  la  valeur  correspondante  de  ip  est  7  ^3» 


On  prendra  donc 


OA-^I*. 


o«  élèvera  par  le  point  Af^  une  perpendiculaire  à  Taxe  des 
x-^  et,  à  partir  du  point  où  celte  perpendiculaire  coupera 

la  parabole,  on  portera  une  longueur  =     Y   « 

La  tangente  au  point  S  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 
Si  l'on  considère  la  branche  de  courbe  OKG,  il  est  fa- 

29- 
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rîlede  voir  que  tang  a  reste  toujours  positif:  il  doit  pas-* 
ser  par  un  miuimum  entre  t  =  o  et  j:  =  a. 

Ce  minimum  correspond  à  un  point  d'inflexion,  et  on 
l'obtiendrait  eu  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  tang  a. 

On  peut  vériCer  quelques-uns  des  résultats  précédents 
par  une  autre  méthode. 

Si  nous  coupons  la  courbe  par  des  parallèles  représen- 
tées en  général  par 

r  =  *, 

les  abscisses  des  points  d'intersection  nous  seront  donnée» 
par  Téquation  du  quatrième  degré 

ar*  -h  2 A^  X»  —  4*'  ''•"^  ■*■  '*'  =  ®- 

Dans  celte  équation  il  manque  un  terme  entre  deux  de 
même  signe ,  ce  qui  nous  permet  d'affirmer  l'existence  de 
deux  racines  imaginaires.  Une  parallèle  à  Taxe  des  x  i\v 
coupera  donc  jamais  la  courbe  plus  de  deux  fois. 

On  voit  aussi  qu'il  est  des  valeurs  de  h  pour  lesquelles 
elle  ne  la  coupera  pas  du  tout  ;  car  si  l'équation  précédente 
a  deux  racines  réelles,  celle  que  Ton  obtiendra  en  égalant 
à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre,  aura  toujours  une 
racine  réelle,  mais  cette  racine  devra  donner  un  résultat 
négatif.  Si  on  la  substitue  à  x  dans  Téqnation  en  .c*, 
puisqu'une  des  racines  de  cette  dernière  est  comprise 
entre  -f-  oo  et  celle  de  la  dérivée,  et  l'autre  entre  celle-ci 
et  —  00  ,  en  résolvant  l'inégalité  on  trouverait  une  va- 
leur maximum  pour  h,  ^ 

L'équation  en  x''  fait  voir  également  que  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x;  car  pour  deux  va- 
leurs de  h  égales  et  de  signes  contraires ,  elle  est  identi- 
quement la  même. 
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SUR  U  GONSTRHGTION 

•es  riciies  d«  réfutioi  do  quIrieBC  degré  fir  riiterseclÎM  d*iie 
pinMe  et  d'ii  cercle  -, 

Par  m.   Jules  VIEILLR. 


Soit  l'équation 
(i)  x*-h/>j:' 4-y-P-H/-=s  o, 

dont  on  se  propose  de  construire  gëométriquement  les 
racines. 

Le  moyen  le  plus  simple  consiste,  comme  on  sait, 
à  employer  la  parabole  ayant  pour  paramètre  Vunité,  et 
le  cercle.  A  cet  effet,  on  pose 

(2)  x'  =  r. 

En  remplaçant  jc*  parj^  dans  réqualioii  (i),  on  a 

(3)  r'-hyjr-h  7X-1- r==o, 

puis  si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  équatîoué  (  a  )  et 
•  (3),  il  vient 

(4)  j' -♦-**' 4-  {p  —  0^-*-  yj^  H-  '*  =  o, 

équation  d'un  cercle  dont  les  points  d'intersection  avec 
la  parabole  représentée  par  l'équation  (a)  ont  pour  ab- 
scisses les  racines  de  l'équation  (1).  Mais  ce  cercle  n'est 
pas  toujours  réel.  Si  Ton  écrit  son  équation  sous  la  forme 

on  voit  qu'il  sera  imaginaire  toutes  les  fois  qu'on  atira. 

(5)  ^> / ^ 
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Et  alors  se  présentent  ces  deux  questions  : 

I  ^.  Quand  le  cercle  défini  par  l 'équation  (  4  )  est  ima- 
ginaire,  r équation  (i)  a-t-elle  ses  racines  imaginaires? 

2°.  Réciproquement,  quand  Véquatîon  (i)  a  ses  ra- 
cines imaginaires,  le  cercle  est-il  toujours  imaginaire? 

La  réponse  à  la  première  question  est  affirmative  : 
toutes  les  fois  que  le  cercle  est  imaginaire^  il  est  yrai 
que  Téquatîon  (i)  a  ses  racines  imaginaires.  En  effet ,  a 
une  valeur  réelle  de  x  qui  vérifierait  l'équation  (i),  cor- 
respondrait une  valeur  réelle  de  y  tirée  de  Féquation  (2)  ; 
et  comme  les  solutions  du  système  (1)  et  (a)  vérifient 
nécessairement  l'équation  (4),  il  s^ensuivrait  que  cette 
dernière  admettrait  une  solution  réelle,  ce  qui  est  contre 
rhypotbèse. 

Ainsi,  quand  Tin^alité  (5)  aura  lieu,  on  sera  certain 
que  Téquation  proposée  n'a  que  des  racines  imaginaires, 
et,  par  conséquent,  toute  autre  combinaison  de  lieux 
géométriques  réels  serait  inutile  à  chercher,  en  vue  de 
construire  ces  racines. 

II  n'en  est  pas  de  même  de  la  seconde  question  :  de  ce 
que  l'équation  (1)  a  ses  racines  imaginaires,  il  ne  s'enmit 
pas  que  le  cercle  défini  par  Téquation  (4)  soit  nécessaire- 
ment imaginaire.  On  conçoit  en  effet  que,  pour  certaines 
valeurs  des  coefficients  p,  q^  r,  le  cercle,  quoique  réel, 
puisse  ne  pas  couper  ta  parabole,  dont  l'équation  ne  dé- 
pend pas  de  ces  mêmes  coefficients.  Pour  éclaircir  ce 
point,  attachons-nous  à  l'équation  plus  simple 

;r*  -h  ^.r  -H  r  =  o , 

dans  laquelle  le  terme  en  x'  manque.  La  condition  pour 
qu'elle  ait  ses  quatre  racines  imaginaires  est  aisément 
fournie  par  le  théorème  de  Sturm.  La  voici 

266 r*  —  277*  >  o> 


(4S5  ) 
bu ,  ce  qui  revieul  au  même, 

,6  ,>3(|)'. 

D^autre  part,  rinëgalité  (5)  se  réduit ,  pour  p  =  o,  ii 

(7)  '>-T-' 

D'après  ce  que  nous  avons  démoutré  plus  haut,  Tiné"^ 
^alîté  (6)  doit  être  une  conséquence  de  l'ii^égalité  (7), 
C  est  ce  que  nous  allons  d'abord  vérifier,  en  faisant  voir 
qu^on  a  toujours 


'-^H^ï 


ou 


4(1  ^fj^Y  '-'^')q'>o. 
En  effet,  si  Ton  développe  le  cube  et  qu^on  pose 
^'  =  3, 
le  premier  membre  de  cette  inégalité  prend  la  forme 

et  Ton  reconnaît  que  z  =  2  le  réduit  à  a^éro;  de  plus,  le 
quotient  par  z —  a  est  encore  annulé  pour  2=3;  en 
sorte  que  l'on  trouve 

4«*—  l5«'-J-  I2«-4-4=(2—   2)»(4»-f-l). 

Par  suite,  en  rétablissant  9*  à  la  place  de  z^  on  voit 
que  rinégalité  précédente  peut  s'écrire 

(7'-2)»(49'-hi)>o. 

Sous  cette  forme,  elle  est  évidemment  satisfaite  pour 
toute  valeur  numérique  de  ^  ,  à  l'exception  de  «7  =zt:  \/a 
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double  valeur  pour  laquelle  le  premier  membre  se  réduit 

à  zéro.  Quand  on  suppose  ^=di  ^,  les  in^alités  (6) 

3 
et  (7)  s'accordent  à  donner  -j    pour  limite  inférieure 

de  r. 

En  résumé,  lorsqu'on  cherche  à  construire  les  racines 
de  Téquation  du  quatrième  degré  par  Tintersection  de  la 
parabole  x*  =  y  avec  un  cercle,  et  qu'on  rencontre  un 
cercle  imaginaire,  Téqufttion  proposée  a  aussi  sêb  racines 
imaginaires.  Mais  cette  analyse  prouve  que  la  réciproque 
n^est  pas  vraie  :  que  si  Téquation 

X*  H-  yx  -f-  r  =  o 
a  ses  racines  imaginaires ,  le  cercle  sera  néanmoins  réel 

tant  que  r  aura  une  valeur  positive  comprise  entre  3(7) 

et  — 7-L-  Ces  deux  limites  coïncident  quand  on  a  9*=  2; 

et,  dans  ce  cas,  pour  toute  valeur  de  r  supérieure  à  ji 

4 
le  cercle  et  les  racines  de  Téquation  proposée  sotit  ima- 
ginaires i  la  fois. 


SOLUTION  DE  Lft  QUESTION  392  (PROUHIT) 

(Tolr  pêgt  811); 

Pae  m.  chanson, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (  classe  de  M.  Vannson  ). 


Si  l'équation 
est  de  degré  pair,  et  si  ses  racines  peuvent  se  partager  eii 
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couples  donnant  la  même  somme  2Sy  l'équation 

(2)  r{^)=o 

admettra  la  racine  5,  et  ses  autres  racines  se  partageront 
en  couples  donnant  la  même  somme  2  j. 

Si  l'équation  (i)  est  de  degré  impair,  ayant  une  racine 
égale  à  5  et  toutes  ses  autres  racines  pouvant  se  partager 
en  couples  dont  la  somme  égale  3^ ,  les  racines  de  Téqua- 
tion  (  a)  se  partageront  aussi  par  couples  donnant  la  même 
somme  as. 

Dans  le  premier  cas ,  les  équations 

/'(aO  =  o,    /*'(*)  =  o,    /'(*)=o, 
et  dans  le  second  les  équations 

/(ar)  =  o,     /*(x)  =  o,     /-(a:)  =  o 

auront  en  commun  la  racine  s. 

Je  m'occupe  d'abord  du  premier  cas.  Puisque  les  ra- 
cines se  partagent  par  couples  donnant  la  même  somme 
25,  le  polynôme/* (or)  peut  se  décomposer  de  la  manière 
suivante 

/(x)  =  (x-.«)[*  -.  (a.  -  û)](^-  b)[x  -  (a*-  6)).  . . 
ou  bien 

/{;r)  =  [«'  ^  2Mr  4^  tf  (ax  —  «)] 
X[x»*— a*ir-f-  ft(2*  — A)]. 

Prenant  la  dérivée  d'un  produit  suivant  la  règle,  j'ai 
/*x=  2  (j:  —  s) 

xf A  ,  /(x)  -1 

L«*— 2ja?-f- it  {2J  —  a)        .r*  —  2Jj:-h  ft(2J-^  6)       J 
Je  remarque  d'abord  que  l'équation 
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admet  bien  la  racine  5,  puisque  /'  (x)  est  divisible  par 
(x  —  s). 

De  plus ,  si  ayant  supprimé  le  facteur  commun  (x — 5), 
je  considère  l'équation  composée  d^une  somme  de  produits 

[x'— ajj:-ha(2J  — iï)][x'—  hsjt  ~{-  b  {hls —  ^)]. .  .  =0, 

je  vois  que  le  premier  membre  ne  change  pas  quand  on 
y  remplace  x  par  a 5  —  x.  Si  donc  un  nombre  x'  est  ra- 
.  cine,  25 — a:'  le  sera  aussi,  et  les  racines  se  distribueront 
bien  par  couples  donnant  la  même  somme  a5,  comme  il 
fallait  le  démontrer. 
Je  passe  au  second  cas. 
Le  polynôme  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/x  =  (x  —  s)[x^  —  2xx  +  a(a5*~  «)] 


donc 


X  —  s      x' — ajx-|-a(aj  —  «) 

2{X  — l)/c 


a?'  — 2#ar+  P(a*—  P) 


Comme  précédemment,  si  je  remplace  dans  ce  polynôme 
X  par  (25  —  j"),  il  ne  changera  pas  de  valeur. 

Car  dans  le  premier  terme  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion changent  de  signe  en  conservant  la  même  valeur  ab- 
solue. La  fraction  reste  donc  la  même. 

Il  en  est  de  même  des  autres. 

Ainsi  donc  encore,  si  un  nombre  x'  est  racine  de  Té- 
([uation 

25  —  x' Test  aussi.  Autrement  dit,  les  racines  de  cette 
équation  se  partagent  par  couples  donnant  la  même 
somme  25  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Or  maintenant /' X  est  un  polynôme  de  degré  pair, 
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dont  les  racines  se  partagent  par  couples  donnant  la  même 
somme  2S,  Donc ,  d'après  la  première  partie  du  théorème, 

admet  la  racine  5 ,  5  est  de  degré  impair. 

Et  les  autres  racines  se  distribueront  par  couples  don- 
nant la  même  somme  2 s.  Donc,  d'après  la  seconde  par- 
tie du  théorème ,  Téqualion 

sera  de  degré  pair  et  ses  racines  jouiront  de  la  même 
propriété.  On  en  conclura  encore  que  Téquation 

admet  la  racine  s. 

Alors  on  voit  que  siy*(j:)  =  o  est  de  degré  impair, 
les  équations 

/(x)  =  o,    /"(;r)=o,    /-(..)  =  o,... 

admettent  en  commun  la  racine  5. 

Et  on  ferait  voir  de  la  même  manière  que  si/(a:)  est 
de  degré  pair,  les  équations 

/'(x)  =  o,    /-'(x)  =  o,    /M*)  =  o,... 

admettent  la  racine  s. 


SOLUTION  n  LA  QVB&TION  VIII  DE  H.  P.  W  LAFFITTE 

(TOtr  page  106)  ; 

Par  m.  LEGRANDAIS, 

KIcvc  du  lycée  Saint-Louis  (  classe  de  M.  J.  Vieille). 


hoit  un  triangle  ABC^  on  joiiii  Iv.  centre  G  du  cercle 
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inscrit  au  milieu  M  de  AB,  et  par  le  point  C  on  mène  CI 

.  parallèle  à  GM ,  et  on  prend  sur  cette  parallèle  CI=  aGM. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  la  plus  courte  distance  du 

point  I  au  cercle  circonscrit  de  centre  O  est  égale  à  ar-, 


/'  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  (*).  Ainsi 
IR=2r. 

En  effet,  si  je  mène  la  médiane  CM,>  cette  ligne  coupe 
la  ligne  GI  en  un  point  D  tel ,  que  Ton  a 


GM 
Cl 


DM 
CD 


Donc  le  point  D  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 
Cela  posé ,  je  remarque  que  si  je  mène  OD  et  que  je 
prenne  DH  =  aOD,  le  point  H  sera  le  point  de  ren- 
contre des  trois  hauteurs  et  le  milieu  K  de  OH  le  centre 
de  la  circonférence  qu'on  nomme  en  géométrie  la  circon- 
férence des  neuf  points.  Or  on  sait  que  la  distance  des 
centres  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  à  un  triangle 
est  une. moyenne  proportionnelle  entre  les  diamètres  du 
rercle  circonscrit  et  la  distance- du  centre  du  cercle  in- 


(*)  La  1i{*ne  IDG  ne  coïncide  pas  avec  OKH. 


Tm. 
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scril  au  centre  du  cercle  des  neuf  points  (Dfoui^elles  An-- 

na/es^  t.  I,p.  7901  199). 

On  a  donc 

0G«=2RXGK. 

Mais 

OG»=R(R  — ar); 
donc 

GK= 

2 

Mais  les  deux  triangles  DKG,  DIO  sont  semblables,  car 
on  a 

3I>0       ^^       DO 

DO  =  —  ; 

2  a  ' 


dû] 

2 

tic  on  a  aussi 

:K0- 

-D0=^ 

GK 

_0I 
2 

et, 

par  conséquent, 

01  = 

R  —  2r; 

flonc 

IR 

=^2r. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Louis  Cremona,  professeur 
au  gymnase  de  Crémone,  dans  un  Mémoire  sous  le  titre  : 
Mota  intomo  ad  alcuni  teoremi  di  geometria  segmeti" 
tan'a^  in-4<le  i4  pages,  démontre  les  sept  théorèmes  de 
M.  Laffitte ,  à  Taide  des  procédés  de  la  géométrie  algo- 
rithmique: prenant  pour  axes  les  trois  droites  doubles  de 
deux  figures  homographiques  et  faisant  usage  de  coordon- 
nées trilinéaires,  Tauteur  parvient  avec  une  extrême  fa- 
cilité à  des  formules  d'une  symétrie  et  d'une  élégance 
admirables.  Le  Mémoire  est  extrait  du  Programme  pu-» 
blié  à  Orémone  à  la  fin  de  Tannée  scolaire  de  iSSy. 

Rome  possédera  en  i858  un  jourual  mathématique  ré- 
digé par  MM.  Bctti ,  Brioschi ,  Genocchi ,  Tortolini ,  et 
faisant  suite  aux  savantes  Annales  de  ce  dernier.  Ce  jour- 
nal sera  principalement  consacré  à  propager  les  théories 
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symboliques  de  la  géométrie  et  de  rarithinétique  univer- 
selles. 

M.  Rey,  professeur  à  Paris,  traduit  Touvrage  capital 
du  Rév.  Robert  Carmichael  sur  les  calculs,  symboliques 
(voir  Bulletin f  t.  I,  p.  83).  Trouvera-t-îl  un  éditeur? 
Ce  n'est  pas  une  production  wfis  ax^tvf . 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  391  (PROHHET) 

(YOlrpMtSll); 

Par  m.  traverse, 

Elève  de  l^iostitution  Favart  (  claMe  de  M.  Cctiombier  ). 


Désignons  par  a  le  rapport  de  DC  à  DE  et  par  B 
Pangle  D.  Je  construis  le  triangle  ADB  :  ce  qui  fait  con- 
naître les  positions  des  trois  sommets  A,  B,  D  du  penta- 
gone. Des  points  A,  B  comme  centres,  et  avec  des  rayons 
respectivement  égaux  à  AE,  BC,  je  décris  des  circonfé^ 
rences.  Je  joins  le  point  D  à  un  point  quelconque  K  pris 
sur  Tune  de  ces  circonférences,  sur  la  circonférence  A 
par  exemple,  et  je  détermine  le  point  M  de  manière  que 

Ton  ait 

^  DM 

KDM  =  0     et     Kir  =  ''• 

Le  lieu  des  points  tels  que  M  est  toujours  une  ligne 
semblable  à  celle  qui  a  servi  à  la  construire.  Dans  le  cas 
actuel,  ce  lieu  est  une  circonférence.  Pour  la  déterminer, 

en  grandeur  et  en  position,  prenons  DH  et  HI  de  telle 

DH  m 

sorte  que  — -  =  a  =  -^  ('*').  Menons  DF  de  manière  que 

Tangle  ADF  soit  égal  à  B\  puis  prenons  DF  égal  à  DH. 
Le  point  F  ainsi  déterminé  sera  le  centre  de  cette  dr* 
conférence,  et  son  rayon  sera  égal  à  HI. 

(")  RI  est  parallèle  à  AE  et  I  est  sur  le  côté  DE.  T«. 
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La  circonférence  F  coupe,  je  suppose,  en  deux  points 
C  el  C  la  circonférence  B.  Prenons  un  quelconque  de 
ces  deux  points,  c  par  exemple,  pour  quatrième  sommet 
du  pentagone.  Je  mène  la  droite  DN  faisant  avec  DC  un 
angle  égal  à  0,  La  droite  DC  et  la  circonférence  F  auront 
autant  de  points  communs  que  la  droite  DN  et  la  circon- 
férence A.  En  supposant  que  DC  ait  deux  points  com- 
muns avec  la  circonférence  F ,  j'appelle  E  celui  des  deux 
points  d'intersection  de  DN  avec  la  circonférence  A  qui 

DC 
satisfait  à  —  =  a.  Le  point  E  sera  le  cinquième  sommet 

du  pentagone  demandé. 

Scolie»  Le  nombre  de  points  communs  aux  circonfé- 
rences B  et  F  donne  le  nombre  des  solutions  du  problème. 


NOTE  POUR  LA  PAGE  316, 

Par  m.  e.  CATALAN. 


En  adoptant  les  raisonnements  de  l'auteur,  on  doit 
lire 

^^(^— ')(^  — ^)^ 

I  .2 

et -la  formule  est 

X  = 77  m  (m  —  i)(/w  —  2)(/w  —  Z)(  m  —  4) 

I 29b     ^  '  ' 

X  [m*  -4-  /w'  —  73  OT*  -H  267  m  —  102  ). 


RECTIFICATION  (pages  \%l  et  433). 


Le  nombre  des  racines  de  Téquation 

X  —  loooTT.sinj:  —  Sott  =:  o 
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n'est  pas  looi,  mais  1999.  Celte  équation  n*a  aucune  racine 

comprise  entre  —  gSoTr  et  I — gSo  H — j  tt^  elle  n'a  au- 
cune racine  comprise  entre  (  io5o J  n  et  ioSott, 


G. 


THÉORÈME  SUR  LES  N«RNALES, 

Pau  m.  DEWULF, 
OAcier  du  Génie. 


Si  dans  le  plan  d'une  courbe  de  degré  n  on  décrit  un 
cercle  quelconque  et  que  par  les  a/»  points  d'intersection 
on  mène  les  normales  à  la  courbe,  le  centre  du  cercle  est 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  an  points  d'in-* 
tersection  des  an  normales  avec  un  diamèii*e  quelconque 
du  cercle.  • 

Démonstration. 

P  =  o  équation  de  la  courbe,  ç  =  jc*  -h j*  —  C  =  o 
équation  du  cercle^  r  étant  l'ordonnée  à  Torigine d'une 
normale,  on  a 

1  dz 


r  dffdf       dffd? 

djr  dx       dxdy 

et,  d'après  le  théorème  de  Jacobi  \^Nom'tiUes  Annales^ 

t.  \'II ,  p.  1 24)  î  2  -  =  ^-  c.  Q.  F.   D. 

Nota,  Je  préviens  derechef  les  élèves  que  ^  est  la  dé^ 

rivée  de  F  par  rapport  à  x,  de  même  —1  et  les  prie  de 

vouloir  bien  faire  usage  de  cette  notation  dans  les  travaux 
qu'ils  m'adressent*,  ils  eu  tireront  de  grand» avantages. 
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TABLI  DBS  MATIÈRES  PAR  ORBRE  MÈTBODIQUE. 

(TOME  XVI.) 


Aialjse  âlgébrif  le^ 

Pages. 
f{x)  =  6  est  une  équation  à  coefficients  entiers;  si/Co)  et/(i)  sont 
des  nombres  impairs  Téquation  n'a  pas  de  racines  entières;  pdr 

MM.  de  Rochas  et  Grellej 9 

Idem;  par  M.  P.  B 10 

Soient  X  =  MN*,  M,  N  fonctions  algébriques  entières  de  x  n*ayant 
pas  de  facteurs  communs ,  K  nombre  entier  positif,  P  plus  grand 

commun  diviseur  de  X  et  de  -7—»  PQ  =  X ,  PR  =s  -=-  »-N  sera  le 
da  ux 

L.  dO 

plus  grand  commun  diviseur  de  Q  et  de  R  —  K  -j^  ;  par  M.  Ifo- 

reau .• a6 

Nombres  bernoulliens 37 

Propriété  des  racines  d'une  certaine  équation  da  quatrième  degré; 

par  MM.  C.  Moreau  et  le  P.'  Rackette, . .  : 39 

Théorie  des  racines  égales  et  question  333  ;  par  M.  Rouché. . , G6 

Id.;  par  M.  Painvin !i4i 

Loi  de  lliomogénéité;  par  M.  Gerono  7a 

Théorème  de  M.  Brioschi  sur  les  racines  des  équations  algébriques  ; 

démontré  par  M.  A,  Genoechi gS 

Théorème  sur  les  racines  commensurables  d'une  équation;   par 

fH.  Mathieu i^S 

Calcul  numérique  des  racines  de  l'équation  <ur* +6r -4-c  =  o, 

quand  a  est  très-petit  ;  par  If.  Gerono 167 

Sur  une  équation  du  troisième  degré  et  sa  dérivée;  par  le  P.  Ro- 

chette 171 

Démonstration  d'une  formule  dont  on  peut  déduire  comme  cas  par- 
ticulier le  binôme  de  Newton;  par  M.  Gerono 237  et    398 

4&tant  donnée  une  fonction  homogène  incomplète  de  degré  r  entre  n 
variables ,  racines  d'une  équation  de  degré  n  également  donnée,  les 
coefficients  numériques  de  la  fonctiop  étant  tous  égaux  à  l'unité, 
trouver  la  valeur  de  la  fonction  exprimée  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  l'équation;  par  MM.  Rriosehi  et  Scechi a48  et    369 

Soit  /(x)  =  o  (x,,  x^j . . . ,  xm)  une  équation  algébrique  à  coef6- 
cients  entiers  et  le  premier  terme  ayant  pour  coefficient  l'unité, 
Amn,  de  Matkémat.,  t.  XVI.  (Décembre  1857.)  3o 
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ai  let  moilules  de  toutes  les  racines  août  égaux  à  Tunité,  toutes 

les  racines  de  cette  équation  sont  des  racines  de  Tunité;    par 

M .  Prouhet 393 

Sur  le  coefficient  moyen  de  (x  -+-  r— «y  ;  par  M.  Comhescure 396 

Théorème  sur  les  déterminants;  par  M.  Comhescure 397 

Problème  combinatoire  sur  des  plans  passant  par  un   système  de  • 

points  ;  par  M.  Bourdin ' 3i3 

Sur  une  formule  d'interpolation  de  Lagrange  et  de  Newton;  par 

M.  OeroHo 817  et    358 

Théorème  sur  les  déterminants;  par  le  P.  Hochette 336 

Sur  une  question   d'algèbre  relative  à  des  équations  du  quatrième 

degré  ;  par  M.  èlictuiet  Robf^rts 365 

Solution  d'une  équation  transcendante  ;  par  M.  ùufMtin 876 

Notation  de  Cayley , 4^5 

Covariants  et  invariants ^c6 

Note  sur  la  question  33o  (Wronski)  ;  par  M.  CauUn ^\6 

Seconde  solution  d'une  équation   transcendante  ;  par  M.  Mm-cel 

JotoH 4^'' 

Hectification  de  cette  solution  ;  par  M.  Grrono 4^3 

(Calcul   numérique  des  racines   de  l'équation    0«' 4- &' +  c  =  0, 

quand  a  est  très-petit  ;  par  M.  Gerono 4^^ 

Théorème  sur  les  racines  des  équations  algébriques  (question  35o){ 

par  M.  Catalmt ^i6 

Sur  les  déterminants  renfermant  des  imaginfiiret 4^ 

Sur  la  construction  des  racines  de  Téquation  du  quatrième  degré; 

par  M.  Jules  Yieitle 45S 

Sur  les  équations  dont  les  racines  se  partagent  en  couples  donntnt 

la  même  somme  ;  par  M .  Chanson 4$S 

Aiiâljse  indéteraiiée;  Aritkaologi»  \  AritbBétîqie. 

Trouver  deux  nombres  entiers  dont  le  rapport  soit  égal  à  la  diffé- 
rence; par  MM.  Sauge  et  Cluttt 98 

Solution  de  quelques  problèmes  curieux  d'arithmétique;  par  M.  Al^ 
legret i36 

^ote  sur  cette  solution  ;  par  M.  Catalan a^a 

Sur  la  division  abrégée  ;  par  M.  Bouché ^ iSs 

Si  /»  et  4^  + 1  sont  des  nombres  premiers  absolus,  a  est  une  racine 
primitive  relativement  au  nombre  a  ;  par  le  P.  Bocheite 159. 

Solution  de  l'équation  indéterminée  a x^-^^x-^yz=  Çx*  -4-  9/  «i-  tf  ; 
par  M.  Cayky : i^i 

Si  n  et  ^  sont  das  nombres  entiers,  h  étant  moindre  que  «  on  au 
plus  égal  à  a,  la  partie  entière  de  ( a  -f- ^«» -«-  a i)''*+»  est  divi* 
sible  ponr  j*"*"'  ;  par  M.  Prouhet r84 

/</.  ;  par  M.  Lêhesgae. .  » ^ 961 
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Haget 
Le  produit  de  trois  Nombres  entiers  consécutiCs  »e  peut  être  ïïi  un 

carré  ni  le  doublé  d*Un  carré  ;  par  M"*  Aâolphinè  D*»** .     288 

Théorèms,  Il  est  Impossible  de  trouver  quatre  céfrcs  tels,  que  la 

somme  de  trois  t^tteleonques  d'entre  enx  diminuée  du  quatrième 

fasse  un  carré  ;  par  M.  Paure 34a 

Le  produit  de  qUatue  nombres  entiers  consécutifs  ne  peut  être  on 

carré;  par  M.  Geroûo 3^ 

Résolution  eh  nombres  entiers  de  Téquation  a'—l/  =  i;  par  M.  Ge- 

rono 394 
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pointa  ;  par  M .  JuUt  Bourdtn 3i3 

?iote  sur  ce  problème  ;  par  M.  Catalan 4^3 
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U|i  point  fixe  ;  par  M.  Uoreau 16 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 
Dam  les  ieixe  première  volumis. 
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î66 

370 
a8o 

307 
3i3 

3i6 
3.7 
3a4 


TOME  Xll. 
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TOME  XV. 
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Observation.  Sur  4ii  questions,  il  en  reste  43  à  résoudre.  Les  autres 
-  sont  résolues  et  Imprimées,  011  bien  en  manuscrit^  et  paraîtront  en  i858. 
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Lignet                         Aa  iiea  de  :  LImi  : 

en  remontant,    Carénon,  Carénou. 

en  remontant,     deuxième,  troisième, 

en  descendant,   des  coniques,  ces  coniques, 
en  remonUnt,     e F,  ilF, ,  e, F» ,  rfF, ,     e F rfF, ,  e^¥^dF^. 

en  remontant,     axe,  arc. 

en  descendant,  axe,  arc. 

en  descendant,   un,  une. 

en  descendant,   a,  6,  c,  d,  a',  b\  c\  d'. 

en  remontant,     —a*,  -t-a*. 

en  remontant,    Garénon,  Carénou. 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  DE  MALLET'-BACHEUER, 
rue  du  Jardinet,  n*'  i9. 


BULLETIN 


DE 


BIBUOGRAPHIË,  D'HISTOIRE 

ET    DE 

BIOGRAPHE  MATHÉMATIQUES. 


SUR  L'BXISTENGE  PRÉTENDUE, 

im  la  Hassonh,  d'u  lonbre  expriné  seloD  in  sjstèae  de  positioi. 
Ép^qie  présnée  d^adaission  ckez  les  Arabes.  OrigÎBe  di  sipe  oo 


On  sait  que  les  Israélites  attachent  une  importance 
extrême  à  la  conservation  du  texte  de  TAncien  Teslament 
et  ont  pris  des  précautions  minutieuses  pour  qu'on  n'y 
puisse  faire  aucune  addition^  aucune  soustraction ,  fût-ce 
même  d'une  lettre,  d'un  point- voyelle-,  qu'on  ne  puisse 
ohanger  une  lettre  majuscule  en  minuscule  et  ifice  versé, 
etc.  Â  cet  eiTet  et  à  diverses  époques,  des  scribes  se  sont 
occupés  de  compter  dans  chaque  livre  de  la  collection 
biblique  le  nombre  des  mots ,  le  nombre  des  versets ,  le 
-nombre  de  fois  qu'un  même  mot  se  rencontre,  etc.  Le  re- 
cueil de  toutes  ces  données  numériques  forme  un  ou- 
vrage appelé  la  Massorah,  ce  qui  signifie  la  tradition. 
L'époque  de  la  formation  ~et  les  auteurs  de  ce  recueil  sont 
paiement  inconnus.  Une  opinion  Fattribue  à  Esdras^ 
mais  la  critique  historique  assigne  l'intervalle  du  iii^  au 
VI*  siècle  de  l'ère  vulgaire.  S'il  existait  donc  dans  cet  ou-* 

Bulletin  mathématique,   t.  II[.  (JanTter  1857.)  i 


Trage  un  nombre  écrit  suivant  noire  système  de  numé- 
ration, ce  serait  la  plus  ancienne  apparition  de  ce  sys- 
tème. Voici  ce  qui  a  fait  croire  à  l'existence  d'un  tel  fait. 
Les  nombres  sont  représentés  chez  les  Hébreux ,  ainsi  que 
chez  les  Arabes  et  les  Grecs ,  par  des  lettres  de  l'alpbabet  : 
de  sorte  que  chaque  mot  de  la  langue  a  une  valeur  nu- 
mérique. D'après  cela  y  les  Massorètes,  pour  fixer  un 
nombre  doBué  dans  la  mémoire,  indiquent  un  verset  de 
la  Bible  où  se  trouve  un  mot  qui  a  cette  valeur  numéri- 
que. C'est  ce  qu'on  nomme  le  sininy  le  signe  du  nombre  (*). 
Or  le  nombre  des  versets  du  Pentateuque  est  5845;  les 
Massorètes  donnent  pour  simn  le  verset  26  du  chap.  3o 
d'Isaïe  :  vear  hachamah  jeheje  scii^zaïme,  la  lumière  du 
soleil  sera  septuplée;  chamah  (ch  guttural)  est  un  des 
noms  du  soleil  (**)]  le  ha  remplace  le  génitif  rfw.  Ce  mot 
renferme  quatre  lettres  écrites  de  droite  à  gauche  :  he  va- 
lant 5 ,  chet  valant  8 ,  mem  valant  4o,  he  final  valant  5. 
Mais  ce  mot  doit  rappeler  le  nombre  5845  ;  d'où  l'on  in- 
fère qu'en  p^irtant  de  la  droite  5  vaut  5ooo,  8  vaut  800. 
Il  y  a  donc  ici  une  valeur  de  position.  Mais  c'est  là  une 
rencontre  fortuite.  Les  Massorètes  ne  pensaient  pas  à  une 
telle  numération  :  s'ils  avaient  eu  celte  intention  y  ils 
auraient  remplacé  le  mem,  dont  la  valeur  effective  est  4o, 
par  le  daleth  qui,  comme  le  deltà  grec,  vaut  4;  on  aurait 
eu  Aae/ta^A A. D'ailleurs  il  n'y  avait  aucune  erreur  à  crain- 
dre ;  en  prenant  la  valeur  absolue  des  lettres,  le  hachamah 
vaudrait  58 ,  et  personne  ne  s'avisera  de  croire  qu'il  n'y  a 
que  58  versets  dans  le  Pentateuque. 

La  valeur  numérique  des  lettres  chez  les  Grecs  et  les 
Arabes  a  beaucoup  nui  aux  progrès  de  la  science.  Ces 


(*)  Simn  en  grec  lijftacv*».  Cette  prononciation  est  faTorable  au  sy»tèm« 
des  itistes. 
{**)  Chumah,  littéralement  la  chaleur;  en  grec  K«u/a«,  brùinre. 
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peuples  connaissaient  ei  cultivaient  comme*  nous  une  ana- 
lyse algébrique,  mais  ils  n'ont  jamais  pu  parvenir  à  une 
écriiure  algébrique,  par  la  raison  toute  simple  que  les 
lettres  ayant  une  valeur  numérique  déterminée  ne  pou- 
vaient servir  à  représenter  des  nonibi^s  quelconques.  Il 
est  à  remarquer  que  les  Grecs  possèdent  une  double  let- 
tre, \esti,  qui  n'a  pas  de  valeur  numérique  (*)  ]  aussi  Dio- 
pliante  a  pris  le  sti  pour  représenter  Tincoanue  du  pro- 
blème, le  j:  des  modernes.  Dans  les  questions  à  plusieurs 
inconnues,  il  a  soin  de  chercher  d'abord  les  relations 
entre  les  inconnues  et  celle  qu'il  désigne  par  le  sti.  C'est 
dans  ces  occasions  qu'il  déploie  les  ressources  variées  de 
son  génie  si  éminemment  analytique.  Quelquefois  pour- 
tant il  désigne  dans  la  même  question  des  inconnues 
différentes  par  la  même  figure  sti\  et  cela  rend  souvent  la 
lecture  pénible  et  le  raisonnement  diflScile  à  suivre.  Il 
fait  déjà  usage  d'abréviations  qui  portent  chez  les  rabbins 
le  nom  de  rasch  hatobath,  têtes  de  mots.  Ainsi  il  écrit  /u, 
«V,  au  lieu  de  ^vy«^;,  carré,  «o&f,  cube.  Pour  désigner 
le  manque  (notre  moins) ,  il  prend  la  lettre  (fr  renversée 
{ji)  tirée  du  mot  Xfi^pi^;  mais  il  n'a  pas  de  signes  pour  les 
autres  opérations. 

L'alphabet  latin  n'est  pas  généralement  numéral:  sept 
lettres  seulement  sont  devenues  constamment  numérales, 
savoir  C,  D,  I,  L,  M,  V,  X.  Ce  sont  d'anciens  signes 
numériques  transformés  peu  n  peu  en  lettres  {**)\  maïs 
les  Romains  n'avaient  pas  de  dispositions  pour  les  ma-' 
thématiques:  toutefois  Cicéron  nous  parle  d'un  patricien 
ami  du  premier  Scipion ,  et  qui  était  plongé  nuit  et  jour 
daris  les  méditations  géométriques  et  astronomiques^ 


(')  Il  ne  faut  pas  confondre  coUc  double  leltieavec  \c  sJpne /7»/iè;iic  qut 
l'eprcscntc  le  nombre  (i,  auquel  ^"«  i*c5scmble. 
(•*)  Voir  Probus,  pagt*  5. 
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Mori  pêne  videbanms  in  studio  dimeliendi  cceli  alque 
terras  C,  Gallurn,  farmliarem  patris  tuîy  ScipiOn  Quoties 
illum  luxnoctu  aliquid  describere  i^gressum,  quoties  nox 
oppressit  quum  mane  cœpisset!  Quant  delectabat  eum, 
defectiones  solis  et  luuœ  mullo  nobis  ante  prœdicere  (De 
Senect,§49). 

Ainsi  ce  Gallus  savait  calculer  et  prédire  les  éclipses. 
Souvent  il  fut  surpris  par  la  nuit  dans  une  opération  de 
géométrie  commencée  au  matin;  surpris  par  le  jour  dans 
uuç  opération  conpimencée  la  veille  au  soir.  On  raconle.la 
même  chose  de  Viète^  véritable  inventeur  de  l'algèbre 
symbolique,  trois  siècles  ^près  que  Fibonacci  eut  im- 
porté Talgèbre  discui:sive  des  Arabes. 

D'après  un  manu&crit  de  la  Bibjlolbèque  impériale  d^ 
Paris  (952''  suppléiQent  arabe),  IVl .  Woepcke  est  d'opinion 
qu^au  commencement  de  la  seconde  moitié  du  x*  siècle  de 
notre  ère,  des  géomètres  de  FOrient  (principalement  4p 
Chiràz)  se  servaient  déjà  de  chiffres  indiens  avec  valeur 
de  position  et  emploi  d'un  signe  pour  zéro  (*  ),  et  ce  signe 
est  un  petit  cercle.  On  peut  facilement  faire  dériver  les 
figures  de  nos  chiffres  de  celles-ci ,  excepté  le  8 ,  qui  res- 
semble à  notre  7 ,  tandis  que  le  7  est  représenté  par  notre 
7  renversé  (i-)i  Torigi^e  dç  notre  8  présente  des  diffi- 
cultés. 

*  M.  Prouhet,  remarquant  que  le  go  couché  d^signi^ 
mille  chez  les  Romains  et  que  ce  mot  mille  se  dit  quelque* 
fois  par  emphase  pour  un  ivombre  irès-rconsidérable ,  émet 
Tingénieuse  conjecture  que cVstrorigine désigne  employa 
pour  Tintini. 


{*)  Annali  di  Sciente  maiemntîche  ft  fisiche  di  Tortolini,  t.  VII,  pa^ 
3^i-t88,  eu  Iran  vais. 
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M.  Valerius  Probus,  de  Notis  antiquis;  herausgegeben 
von  Théodore  Mommsen,  Besonders  abgedruckt  aus 
den  berichlen  der  K.S.Ges.  der  WissenschafTen,  phil.- 
hist.  Classe  i853.  Leipzig  bei  S.  Hirzel,  t.  Y,  de  91  à 
i34  (43  pages).  —  V.  Probus,  Sur  les  anciens  signes , 
*  édité  par  T.  Mommsen. 

Yalerius  Probus  a  composé  un  opuscule  sur  la  signifi* 
cation  des  abréviatioif^  usitées  dans  les  actes  publics  et 
judiciaires.  On  possède  plusieurs  manuscrits  de  cet  opus- 
cule que  M.  Mommsen  décrit  et  discute.  Voici  ces  manu- 
scrits : 

1°.  Cyriaque  d'Ancône  \  il  est  le  premier  chez  lequel  on 
rencontre  le  nom  de  Probus  attaché  aux  Notœ.  Cyriaque 
parait  avoir  copié  en  144^  ^  '443  un  manuscrit  de  Pro- 
bus. 

2°.  Giovanni  Marcanova,  médecin  mort  à  Pavie  en 
1467.  Il  a  fait  copier  calligraphiquemcnt  les  manuscrits 
de  plusieurs  épigraphisles,  entre  autres  Feliciano  et  Cy- 
rianus.  Un  de  ces  manuscrits  existe  à  Berne  ^  ce  manuscrit 
contient  201  pages.  Aux  pages  160-162 ,  on  trouve  le  Pro- 
bus légitime  (aec/rf  )  distribué  selon  l'ordre  méthodique; 
aux  pages  164- 1 65,  une  explication  des  signes  des  nom- 
bres depuis  I  jusqu'à  I  000000^  explication  qui  com- 
mence ainsi  :  Qnoniammentio  cœpit  de  numeris  breuiter 
oslendamus  qua figura  quis  namenis  reprœsentetur,  Om- 
rus  niuncruSy  ut  ait  BoetiuSy  per  Figuram  unitatis  reprœ* 
seutari  débet.  Ceci  est  imprimé  dans  l'édition  de  Probus 
par  Ernst  comme  formant  le  chapitre  XXV,  et  aussi  dans 
r^diUon  de  1499 )  niais  sans  citer  Boëce.  Mommsen  n'e^ 
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pu  découvrir  ce  passage  dans  Boëcc.  De  170  à  190,  de 
Notis  antiquiSy  de  Pierre  Diaconus;  page  191,  Sequitur 
de  numéro  litterarum:  c'est  l'alphabet  numérique  de  E 
jusqu'à  Z,  mais  non  en  vers  ^  aux  pages  194  à  ^oi,  les 
Notes  de  Probus  arrangées  selon  l'ordre  alphabélîque. 
Ce  manuscrit  a  été  écrit  par  Mercanova  ou  sous  sa  direc- 
tion, de  1437  à  1460. 

3^.  Manuscrit  de  Vienne.  Il  est  du  x"  siècle,  contient 
des  gloses  sur  Priscien  et  Venantias  Fortuoatus;  mais  les 
quatre  premières  pages  sont  de  la  main  du  bibliothécaire 
Conrad  Celtes  (i459-i5o8).  Elles  contiennent  M.  Valerîi 
Probi  de  Nofis  antiqdis  opusculuniy  et,  après  la  phrase  G- 
nale,  Ti>0(  Giu  x<^P'?)  on  lit  les  vers  mnémoniques  suivants 
sur  l'alphabet  numérique.;  ces  vers  sont  reproduits  dans 
deux  autres  manuscrits  plus  récents.  Mommsen  dit  qu'il 
les  imprime  parce  qu'il  ne  sait  pas  qu'on  les  ait  déjà  pu- 
bliés ;  on  les  trouve  pourtant  dans  la  prùna  parte  dcl  ge- 
neral  Tratlato  dcTartaglia  (i556)f  page  4- 


A.  l'ossidct  A  iiumerum  quingenties ordine  recto 

B.  Et  B  ter  cenium  pro  80  rotiaere  probftiiim 

C.  Et  sibi  C  crn/Mut  jam  constat  babcre  connexum 
Non  plus  quani  ccntum  C  numéro  constat  habere 

D.  Alpha  D  et  conipor  duo  et  tria  noroina  portât 

E.  E  quo  ducetUi  cum  ^uinguagintu  tenetur 

F.  Sexta  quat^r  decem  (jerit  F  que  dislat  ab  alpha 

G.  Erço  quater  centum  C  nunc  caudula  roKcrvat 

H.   Litera  H  quondam,  <fuc<^ni(im  notaqué  quondam 
I .     I  retinet  unum  vocalibus  unque  tenetur 
K.  centenarium  médium  nery a  t  et  unum 
L.    Quiquies  L  decem  monstrat  numerantibus  eccc 
M.  M  caput  est  iiumeri  quem  scimus  m///e  ten«ri 
O.   O  nunieruni  gestat  qui  nunc  undecimus  extat 
B.   Sonaffinta  canat  quac  sic  6  caput  esse  videtur 
P.   P  similem  qui  g  numerum  nionstratur  habere 
Q.  Q  ftient  D  sequetiir  numerum  similemiiue  lenendo 
R.   Octagintit  facit  numerum  qui  dicitur  R 
S.    Hcbdomade  specicm  S  su&cipit  hoc  quoquc  srf>tcnt 
T.   Centum  tollit  de  sexaginta  bicurnis 


V 

ccc 


ccccc 

CCL 

xxxx 

cccc 

ce 

CL 

xxxxx 

Mille 
XI 

XC 

CCCC 
CCCCC 
LXXX 

LXX 
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V.   V  Tero  pessundans  numéro  plus  quam  quintfue  redundas  V 

X .  Duplex  X  solito  dccem  jam  morem  putato  VV 

Y..  Argelicnm  callem  gradttur  facitque  caracier  XCLL 
Z.    Liltima  Z  canit  fidem  his  mille  tcnere. 

Tarlaglîa  préscnle  dans  l'ouvrage  cité  ci-dessus  des  va- 
riantes importantes  aux  lettres  suivantes  : 

B.  Au  lieu  de  probaium,  il  a  conetur, 

C.  Il  n'a  que  le  second  vers  :  Non  plus  quam  centuni 
C  constat  liabereconnexum. 

D.  j41phœ. 

I.    Retinens  centum  vocalibos  una  lenciur  cento. 

N.  Nonaginta  capit  qua^si  caput  esse  videtur. 

P.  Similis  quoque. 

T.   ...  Tollit  cum  sexaginta. 

V.   ...  Non  plusquam. 

X.  More  putatur. 

Y.  Argolicum  callem  graditur  K;  Y  que  caractcr. 
Cent  cinquante. 

Z.  ...  Tenetur. 

Le  texte  de  Tartaglia  est  plus  conforme  aux  règles  de 
la  prosodie. 

Probus,  cite  pai  Tartaglia,  donne  les  raisons  suivantes 
pour  les  valeurs  numériques  des  six  lettres  V,  X,  L,  C, 
D,M. 

V  est  la  cinquième  voyelle; 

X  la  dixième  consonne; 

L  se  cbange souvent  en  N,  ainsi  Lympha,  Nympha^  el 
N  signiGe  cinquante  chez  les  Grecs  \ 

C  initiale  de  centum  \ 

D  pour  plusieurs  raisons  :  il  y  a  cinq  consonnes  entre 
D  et  M;  autre  raison:  D  lettre  initiale  de  {iimïditim^ 
moitié  de  mille. 

M  initiale  de  mille. 
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Tartaglia  réfute  ces  raisons  et  en  donne  d'autres  qui  ne 
valent  guère  mieux. 

M.  Soleirol,  chef  de  bataillon  du  Génie,  en  retraite, 
déduit  ces  six  signes  des  instruments  qui  ont  pu  servir  à 
les  trouver ,  surtout  de  la  taille,  instrument  encore  en 
usage  chez  les  boulangers  [Mémoires  de  V académie  de 
il/e£^,i854-i855)n. 

Cest  à  la  page  1 19  du  Mémoire  de  M.  Mommsen  qu^on 
trouve  Topuscule  de  V.  Probus.  Les  mots  sont  rangés 
systématiquement  sous  quatre  rubriques. 

1 .  In  monumentis  publicis  et  historiarum  libris  sacrisque 
publicis  repentmtur. 

Contient  vingt-quatre  notes.  Exemples  : 
P....     Publicies. 
L.  . . .     Lucius. 
P.C..     Patres  conscripti . 
S .  N .  L     Socii  nominis  latini . 

â.  Litteras  singulares  in  Jure  civile  de  Legibus 
et  Plebiscitis  nunc  ponimus. 

Contient  aussi  vingt-quatre  notes.  Exemples  : 

P . I .  R . . .  Populum  jure  rogavit . 

L .  P  .C.R.  Latini  priscî  cives  Roiiiani . 

S . F .  S. . .  Sine  fraude  sUa . 

V.F Usus  fructus. 

3.  In  legis  actionibus  kœt\ 
Contient  onze  notes.  Exemples  : 

A.T.M.D.O Âio  temihidare  oportere. 

Q.N.T.S.Q.P..  ....     Quundo  negas  te  sacramento  quinge- 

nario  provoco . 
T.PR.I.A.V.P.V  D.     Te  prsetor  indicem  arbitramve  postulo 

uti  des. 

(*)  On  lit  une  explication  plausible  de  ces  signes  dans  the  PhUosopkf  0/ 
arithmcîic  de  Lcslle,  introduction. 
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4.  De  edictis  perpetuis  hœc, 

m 

Contient  vingt-trois  notes.  Exemples: 

V.B.  A. . .     Vin  boni  arbitratu. 
Q .  S .  S .  S  .     Quae  supra  scripta  sunt. 

Probus  a  été  édité  par  Ernst,  Lindenbrog,  Gothefred^ 
Putsch. 

Suétone,  dans  sa  Biographie  {Ve  illust,  gramm,,c.  a4)) 
parle  de  Probus  de  Beryte ,  grammairien ,  et  il  dit  :  Multa 
exemplaria  contracta  emendare  ac  dis  tin  guère  ac  adno^ 
tare  curavity  soli  huic  née  ulli  prœterea  grammatices 
parti  dedîtuSj  et  qu'il  a  aussi  publié  :  Pauca  et  exigua  de 
quihusdam  minutis  (fuœstïonibus.  Mommsèn  croit  que  ces 
minutîs  quœstionibus  sont  les  Notœ  et  qu'ainsi  l'auteur  des 
Notes  a  vécu  sous  Néron  et  sous  Domitien.U  a  publié  aussi 
Commentarius  satis  curiose  factus  de  occulta  litterarum 
sîgnificatione  epistolarum  C,  Cœsaris  scriptarum  (Gell., 
17,  9  ^  Suet.  Caes.,  56).  Existe-t-il  des  monuments  où  Ton 
rencontre  des  valeurs  numériques  exprimées  par  les  let- 
tres indiquées  par  Probus  ?  Il  est  possible  que  ces  signes 
numériques  aient  été  purement  usités  dans  les  opérations 
financières  ou  dans  les  actes  commerciaux  privés  et  non 
dans  les  actes  publics. 
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DfiNOMINATIOlliS  ET  MPRÉSIIITATIOIIS  BBS  FRACTWIIS 
GIRZ  LES  RMAillS. 


Premier  système.  —  L'as  est  l'unité. 
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Second  SYSTkME.  —  Vonce  est  T unité. 
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As^  terme  tarentin,   d'où   ne,   un,  divisé   en  douze 
parties  ou  onces. 


Deunx,  un  douzième  ôtë,  reste  — 

12 

DextanSj  un  as  moins  un  sixième .  sextans ,  reste  — 

Dodra,  iodpa^  breuvage  de  neuf  iligrédients. 
Be-as,  binœ  part&  assis  =r  deux  tiers  de  l'as  =  £i- 
tertius. 

Semif  de  i9fAe. 

Sicilicus,  mesure  de  longueur,  j  du  pouce  de  super- 
ficie, 7g  du  jugerum  (journal  de  terre) ,  7^  de  Theure; 

monnaie  de  deux  drachmes. 

Drachme ,  petite  monnaie  grecque  équivalente  k  peu 
près  au  denier  romain. 

Scntpus ,  petite  pointe  de  rocher. 

Trernissis,  trois  vingt-quatrièmes  d'once. 


TABLSS  N  BARKBR. 


Ces  Tables  citées  par  Gauss  (voir  Bulletin,  tome  II, 
page  16) ,  quoique  datant  de  1 767  et  d'une  grande  utilité 
pour  le  calcul  des  orbites  paraboliques ,  sont  presque  in- 
connues en  France.  Elles  ont  été  données  pour  la  première 
fois  dans  Vouvrage  suivant  : 

An  account  of  the  discoueries  concerning  cornets, 
with  the  way  to  find  their  orbits,  and  some  improxfements 
in  constructing  and  calculating  their  placée,  for  which 
reason  are  hère  added  new  Tables,  fitled  to  those  put* 
poses ;particulary  with  regard  to  that  cornet,  which  is  soon 
expected  to  retum^  by  Thomas  Barker,  Gcnt.  London. 


(  ia) 
J,  Whiston  and  B.  While,  1767,  graud  iu-4  de  54  pages 
et  une  planche. 

Il  s'agit  du  retour  ^e  la  comète  de  168a,  d'après  la 
méthode  de  Newton.  C'est  la  célèbre  comète  périodique 
de  Halley.  Les  nombres  de  Barker  sont  avec  5  décimales 
•  et  les  logarithmes  avec  6  décimales. 

La  seconde  de  ces  Tables  donne  Taire  parabolique  cor- 
respondante à  l'anomalie  vraie,  croissant  par  5  minutes, 
ainsi  que  les  logarithmes  des  distances  de  la  comète,  avec 
les  difTérences  premières  ,  la  distance  périhélie  étant  prise 
pour  unité.  Lalande,  dans  sa  Bibliographie  astrono- 
mique (page  469) ,  cite  une  édition  format  in-8  de  1739. 

Ces  mêmes  Tables  ont  été  reproduites  textuellement 
et  sans  révision  dans  cet  ouvrage  : 

On  the  détermination  of  the  orbits  oj  cornets,  accor- 
ding  to  the  methods  offather  Boscowich  and  M.  de  La- 
place  with  new  and  complète  Tables  and  exampla  of 
the  calculation  by  both  methods;  by  sir  Henri  Engle- 
field,  bar.  t.  F.  R.  S.  et  F.  A.  S.  London.  Printedby 
Richie  and  Sammels  for  Peter  Elmsly  in  the  Strand  1379, 
1779,  204  pages  sans  les  Tables,  4  planches. 

Dans  la  préface,  l'auteur  dit  avoir  donné  connaissance 
de  l'écrit  de  Barker  à  Pingre  et  à  Méchain  et  que  ce  der- 
nier avait  fait  un  grand  éloge  des  Tables  cométaires  para- 
boliques. 

En  1797)  de  Zach  ayant  publié  le  célèbre  MénM>ire 
d'Olbers  sur  le  calcul  parabolique,  et  cela  à  Tinsu  de 
l'auteur,  mais  avec  son  consentement  tacite,  il  y  joignit 
les  Tables  de  Barker,  revues  par  une  personne  qui  a 
voulu  garder  l'anonyme.  Enfin  ,  en  1847,  '^  célèbre  di- 
recteur de  Tobservaloire  de  Berlin  donna  [une  nouvelle 
édition  du  Mémoire  d'Olbers  sous  ce  titre  : 

Abhandlung  ilher  die  Leichtcste  und  bequemste  mé- 
thode die  bahn  eincs  Cornet  en  zu  bcrechncn ,   von  D' 


(  .3) 
Wilhem  Olbers.  Mît  berichtingang  and  erweiterung  des 
Tafeln  and  Fortsetzuug  des  Cometen-Verzeichnisses  bis 
zum  Jahre  1847^  ^^^  neuen  herausgegeben  von  J.-F. 
Encke ,  director  der  Berlîner  Slerwarte,  mit  dem  Bildniss 
von  Olbers  und  einer  Figùren-Tafel.  Weimar.  Druckund 
Verlagdes  Landes-Industrie-comptoîrs ,  1847- 

Mémoire  sur  la  méthode  la  plus  facile ,  la  plus  com- 
mode pour  calculer  Torbite  d^une  comète,  par  le D*"  Guil- 
laume Olbers,  avec  rectification  et  augmentation  de 
Tables  et  continuation  du  catalogue  des  comètes  jusqu'à 
Tannée  1847,  «ailées  de  nouveau  par  J.-F.  Encke ,  direc- 
teur de  l'observatoire  de  Berlin,  avec  le  portrait  d'Olbers 
et  une  planche.  Weimar  \  in*8  de  xxiv-aSo  pages. 

Les  Tables  de  Barker  ont  été  calculées  de  nouveau  par 
M.  Luther,  l'astronome  qui  a  reçu  Tannée  dernière  le 
prix  Lalande  pour  la  découverte  de  Tastéroïdc  Bellone. 

La  Table  de  Barker,  troisième  du  Mémoire,  remplit 
les  pages  de  87  à  147- 

Voici  la  disposition  (voir  Bulletin,  t.  Il)  : 

^       nSK 

L  =:i-— -  =  0,9122791  =  constante; 

log  0=9,9601277; 

^  =  la  plus  petite  distance; 

w  =  — j  =  ifiouvement  moyen  diurne; 

t  —  T  =  nombre  de  jours  moyens  comptés  à  partir  du 
périhélie  ; 

%f  =  anomalie  vraie; 

M  =  m(^  — T). 

Chaque  page  contient  sept  colonnes.  Ces  colonnes  sont 
divisées  par  des  lignes  horizontales  formant  des  rectan- 
gles; chaque  rectangle  contient  six  indications ,  et  chaque 
page  six  rectangles. 


(  '4) 

La  première  colonne  contient  les  valeurs  de  if  depuis  o 
jusqu'à  179°  60',  croissant  par  i'4o'^  Les  six  autres  co- 
lonnes contiennent  les  valeurs  de  M  correspondant  aux 
i^  et  à  côté  les  différences  premières  :  de  sorte  que  chaque 
page  contient  trois  colonnes  M  *,  les  degrés  se  lisent  au  haut 
de  la  page.  A  partir  de  3o  à  180  degrés ,  on  trouve  non 
les  valeurs  de  M,  mais  celles  delogM.  Connaissant  1^,  on 
trouve  donc  M,  et  vice  t;er5d /connaissant  q  et  t — T,  on 
calcule  M  )  et  la  Table  donne  ensuite  la  valeur  de  u  cor- 
respondant à  M. 

Delambre  reproche  aux  Tables  de  Barker  de  ne  pas 
donner  assez  de  précision  ;  mais  ces  Tables  procèdent  par 
3oo  secondes ,  tandis  que  celles  de  Luther  procèdent  par 
100  secondes,  et  les  logarithmes  ont  8  décimales  (De- 
lambre, Astronomie  théorique  et  pratique,  tome  III,  pa- 
ges ai  3-455). 

Parlant  de  la  méthode  d'Olbers ,  il  dit  que  c'est  une 
des  plus  simples  et  des  plus  ingénieuses  qu'on  ait  imagi- 
nées [ibidy  p.  348).  Ce  Mémoire  n'est  pas  encore  traduit. 
La  Commission  supérieure  d'Instruction  publique  devrait 
faire  dresser  une  liste  des  Mémoires  importants  a  traduire 
et  qu'on  pourrait  présenter  comme  thèses  dans  les  exa- 
mens. On  n*a  pas  besoin  d'insister  sur  l'utilité  d'une  telle 
mesure. 

Les  Tables  contenues  dans  le  Mémoire  d'Eucke  sont  : 

Tables  I  et  II.  Conversion  des  parties  décimales  du 
jour  en  parties  sexagésimales. 

Table  IIL  Celle  de  M.  Luther. 

Table  IF.  Table  auxiliaire  pour  le  calcul  de  l'anoma- 
lie vraie  lorsqu'elle  approche  de  180  degrés. 

Table  f^.Pour  passer  de  la  parabole  à  Tellipseou  à  l'hy- 
perbole ,  d'après  le  Theoria  motus  corporum  cœlesimm. 

Table  ly.  Eléments  de  toutes  les  comètes  calculées 
jusqu'ici  (1847) ,  réunis  par  le  D"^  (ialle. 


(  i5  ) 
'  Ce»  comèles  sont  au  nombre  de  cent  soîxanle-dix-liuit. 
J.es  éléments  sont  : 

1^  Temps  de  passage  au  périhélie,  temps  moyen  de 
Paris;  a^  longitude  du  périhélie;  3^  longitude  du  nœud 
ascendant;  4^  inclinaison;  5^  logarithme  de  la  distance 
périhélie;  6**  logarithme  du  mouvement  moyen;  7®  excen- 
tricité; S^  direction.  On  donne  les  noms  des  divers  cal- 
culateurs. Les  comètes  sont  disposées  par  ordre  chronolo- 
gique. Chaque  comète  périodique  conserve  le  même 
numéro.  La  plus  ancienne  comèle,  portant  le  n®  i,  est 
de  —  371  ;  calculée  par  Pîngré  [Cometœgr,  I ,  p.  aSp)  ; 
d'après  les  données  d' Aristote.  ^ 

La  comète  de  Halley,  faisant  sa  révolution  dans  environ 
soixante-seize  ans,  porte  le  u^  19.  On  la  trouve  pour  la 
première  fois  en  iSjS,  ensuite  en  i456,  i53i,  1607^ 
i68a,  1759,  i835  (voir  Laugier,  Connaissance  des 
Temps  y  1846,  p.  99  ;  Comptes  rendus ,  i.  XVI,  p.  ioo3). 

Comète  d'Encke  (n^ g6).  1786,  1790,  i8o5,  1819, 
1822,  1825,  1829,  i832,  i835,  i838,  184a,  i845 
(révolution  en  1207  jours). 

Comète  de  Biela  (n°  84).  1772  ,  1806,  1826  (révolu- 
tion en  67  années). 

Table  VIL  Plus  petites  distances  des  orbites  comé- 
taires  à  l'orbite  de  la  Terre  pour  les  comètes  calculées 
jusqu'en  1796,  par  M.  le  professeur  Prosperîn,  d'Upsal. 
L'unité  est  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil.  La  comète 
qui  s'est  le  plus  rapprochée  de  la  Terre  est  celle  de  1680 
(n^  46)  9  ^^  distance  est  o,oo48.  Elle  a  été  découverte  par 
Halley,  en  France,  à  moitié  chemin  de  Calais  à  Paris 
(Éloge  de  Halley,  par  Mairan ,  dans  les  Éloges  des  aca- 
démiciens de  l'Académie  royale  des  Sciences  morts  dan» 
les  années  174I9  174^)  i743,  page  124  (révolution  en 
575  anuées). 


(  t6  ) 


SKR  L  ORIGINE  DU  lOT  lOlSNT. 


Les  mots  primitifs  sont  généralement  monosyllabiques 
ou  dissyllabiques  :  aussi  en  latin  la  forme  primitive  de 
moui'rnentum,  mouvement,  est  momen.  On  rencontre  celte 
forme  chez  'Lucrèce.  Ainsi ,  lorsque  Tilluslre  poëte  du 
système  atomistique  fait  cette  distinction  capitale  entre 
l'agent  intellectuel  {animum)  et  la  force  vitale  {anima)  (*), 
il  dépeint  la  subordination  de  la  matière  à  cet  agent  su- 
prême en  ces  beaux  vers  : 

Cœtera  pars  aniniœ,  per  toturfl  dissita  corpus , 
Paret,  et  ad  numen  mentis  raomenque  mooetur, 

(Lib.  III,  y.  144.) 

«  L'autre  partie  de  Tàme,  animœ,  répandue  dans  tout 
le  corps,  obéit  aux  ordres  et«c  dirige  diaprés  Timpulsion 
deTesprit.  »  Plus  loin,  parlant  de  Vextrème  facilité  des 
particules  à  se  prêter  au  mouvement ,  il  dit  : 

Momine  uti  parvo  passent  impulsa  moveri 
Numque  movctur  aqua  et  tantilluo  moxmne flutat, 

(Lib.  III,  v.  191.) 

De  momen  on  a  fait  momentwn  pour  exprimer  le  mou- 
vement que  prend  une  balance  quand  on  met  un  excès  de 
poids  dans  un  des  bassins.  On  connaît  ce  passage  de  la 
Sapience  si  souvent  cité: 

Quoniam  tanquam  momentum  statera^,  sic  est  ante  te 
orbis  terrarum  (Sap.  XI,  a3). 

(*)  On  rencontre  une  dUtinction  analogue  dans  le  Pentateuque:  n^- 
fesch,  anima,  neschamah^  animus.  On  sait  que  anima  et  animas  viennent  de 
«.vtuoç,  souffle  et  vent,  et  en  hébreu  aussi  rouach  (guttural  )  signifie  vent  et 
esprit. 
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La  grandear  de  ce  mouvement  de  balance  dépend  du 
poids  excédant  et  du  bras  de  levier ,  de  sorte  que  ce  mou- 
vement a  pour  mesure  le  produit  du  poids  excédant  et  du 
bras  de  levier;  on  a  donné  ensuite  a  cette  mesure  le  nom 
de  Tobjet  {momentum)  qu'il  mesure.  C'est  ainsi  qu'en 
géométrie  carré  désigne  à  la  fois  Tobjet  et  sa  mesure,  de 
même  pour  le  cube;  mais  eu  mécanique  le  mot  moment 
a  cessé^e  désigner  Tobjet ,  et  Texpression  mouvement  dé- 
rive de  moi^imentum,  mot  de  la  basse  latinité. 

Comme  la  rupture  d'équilibre  dans  la  balance  produit 
aussitôt  le  momentum,  on  a  donné  ce  nom  à  un  intervalle 
de  temps  très-court,  temporis  momentum:  c'est  le  dt  de 
la  dynamique ,  qui  désigne  un  temps  infiniment  petit , 
tempusculum^  mais  il  ne  faut  pas  le  confondre  avec  le  mot 
instant^  pure  conception  mentale,  un  point  d'arrêt  du 
temps:  l'instant  correspond  au  point  de  l'espace  et  le  dt 
correspond  au  dx  qui  désigne  une  longueur  infiniment 
petite  et  non  pas  un  point.  Il  y  a  un  nom  spécial  pour  le 
dt,  c'est  moment^  il  n'y  en  a  pas  pour  le  dx\  cela  provient 
peut-être  de  ce  que  le  temps  n'a  qu'une  dimension. 

Le  dt  est  compris  une  infinité  de  fois  dans  l'unité  de 
temps  ;  le  dx  une  infiuité  de  fois  dans  l'unité  de  longueur. 
Le  rapport  de  ces  deux  infinis  considérés  simultanément 

1 

est  fini ,  se  désigne  par  —  =  —  et  se  nomme  ^vitesse; 

l'accroîssement  dv^  de  cette  vitesse  est  contenu  une  infinité 
de  fois  dans  l'unité  de  vitesse  :  on  a  encore  le  rapport 
I 

entre  deux  infinis  —  =  —  Qu'on  nomme  force  accéléra- 
1        dt  ^ 

trice. 
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LIVRES  D'AMTHHÊTItlIB  D*BIICL»B. 


Les  n%  VII%  Vm*'  et  IX«  livres  d'Euclîde  ne  traiuni 
que  des  nombres  appartiennent  à  rarithmétique  -,  Je  X*  li- 
vre, relatif  aux  lignes  irrationnelles,  quoique  dénature 
géométrique,  peut  encore  être  classé  parmi  les  travaux 
numériques.  Même  quand  il  s* agit  de  nombres,  Eudide 
les  représente  toujours  par  des  lignes  et  raisonne  sur  des 
lignes.  Nous  qui  possédons  dans  la  méthode  arabe  une 
excellente  notation  pour  les  nombres ,  nous  trouvons  un 
grand  avantage  à  représenter  les  lignes  par  des  nombres; 
privés  de  cette  notation ,  les  Anciens  ramenaient  au  con- 
traire les  nombres  aux  lignes.  Nous  faisons  de  même  au- 
jourd'hui ,  lorsque  dans  les  sciences  expérimentales  on 
figure  les  résultats  numériques  par  les  coordonnées  d'une 
ligne.  Euclide  étant  un  auteur  presque  inconnu  en 
France ,  le  résumé  suivant  peut  avoir  quelque  intérêt. 

Livre  IL 

Ce  livre  a  quatorze  propositions;  les  dix  premières 
sont  arithmétiques  et  reviennent  à  ces  formules  modernes. 

1.  aA-f-ac-hafi?-f-.  ..==  a(ft-f-c-h  J-f-. . .). 

2.  (a  +  bY  =  {a^b)a  +  (a+b)b. 

3.  (a  +  &)a  =  aA  -Ha*. 

4.  [a-hbY^à'-^b^  +  iab. 


(19) 

7,  (a-4- i)*  4- a»  =  a  (rt  +  A)  a -+- 6». 

8.  4(a-f-J)a4-A»  =  (aa+i)'. 
9..-^*.=  ,(l±i)V,(l=i)'. 

Ce  livre  débute  par  ces  vingt-deux  définitions. 

1 .  Unité,  Chaque  objet  est  un. 

2.  Nombre.  Pluralité  formée  d'unités. 

3.  De  deux  nombres ,  le  moindre  est  une  partie  unique 
du  plus  grand,  lorsqu'il  mesure  exactement  le  plus  grand. 

4.  De  deux  nombres,  le  moindre  est  une  partie  mul- 
tiple du  plus  grand  lorsquMl  ne  le  mesure  pas  exacte- 
ment. 

5.  De  deux  nombres ,  le  plus  grand  est  un  multiple  du 
plus  petit  lorsqu'il  eii  est  exactement  mesuré. 

6.  Nombre  pair  (  2  a ) . 

7.  Nombre  impair  (aa  -f-  x). 

8.  Nombre  pairementpair  (4^)- 

9.  Nombre  pairement  impair  (4^  +  2). 

10.  Nombre  impairement  impair  (aa-f-i)  (2&H-1). 

1 1 .  Nombre  premier  qui  n'est  mesuré  que  par  l'unité. 

12.  Nombres  premiers  entre  eux  qui  n'ont  que  l'unité 
pour  mesure  commune. 

1 3 .  Nombres  composés  (  abcd. , . } . 

14.  Nombres  composés  entre  eux  sont  ceux  qui  ont 
un  nombre  pour  mesure  commune. 

15.  Un  nombre  multiplie  un  autre  nombre  quand  ce- 
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lui-ci  es(  ajouté  autant  de  fois  à  lui-même  que  le  premier 
contient  d*unités. 

16.  Lorsque  deux  nombres  se  multiplient,  le  résultat 
se  nomme  produit  ou  nombre-surface;  les  nombres  qui 
se  multiplient  se  nomment  côtés  du  produit. 

17.  Lorsque. trois  nombres  se  multiplient,  le  résultat 
ou  le  produit  est  nombre^soUde ;  les' nombres  qui  se  mul- 
tiplient en  sont  les  côtés. 

18.  Nombres  carrés. 

19.  Nombres  cubes. 

20.  Des  nombres  sont  proportionnés  lorsque  le  pre- 
mier est  la  même  partie  unique  ou  la  même  partie  mul- 
tiple du  second  que  le  troisième  du  quatrième. 

21 .  Des  noxobres-surfaces  aussi  bien  que  des  nombres- 
solides  qui  ont  les  côtés  proportionnés  sont  semblables. 

22.  Un  nombre  parfait  est  celui  qui  est  égal  à  toutes 
ses  parties. 

Viennent  ensuite  quarante  et  une  propositions. 

1.  Etant  donnés  deux  nombres  inégaux  et  si  Ton  re- 
trancbe  toujours  le  plus  petit  du  plus  grand ,  sans  que  le 
reste  mesure  exactement  le  nombre  précédent  et  jusqu'à 
ce  que  ce  reste  soit  égal  a  Tunité,  ces  deux  nombres  sont 
premiers  entre  eux. 

2.  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux 
nombres. 

3.  Trçuver  la  plus  grande  commune  mesure  de  trois 
nombres. 

4.  De  deux  nombres ,  le  moindre  est  toujours  une  par- 
tie unique  ou  multiple  du  plus  grand. 

K    .  a     Q.'  ^        t*  fl  -h  c         et 

5  et  D.  Si  T  =  3»  on  a  ,~- — .  =  t- 

h        d  b  -^  ei       b 


(a,  ) 

lelb.  Si  T  =  -:»  on  a  -, :;=^t- 

0        a  a  -^  a       a 

et  10.  Si  T  ==  -3'  on  a  -  =  -• 
b       a  c        a 

i f .  Si :;  =  -»  on  a  -  =  -• 

c  ^  d      c  c       a 

12.  Si  a  :  i  ::  c  :  ^,  on  a  a  :  i  ::  a  -h  c  :  6  -t-  c/. 

13.  Sia  :  i  ::  c  :  rf,onaa:c::6:^. 

14.  Sialb  ::c:dei  bley.  d:f^  on  sl  al  eliclf. 

.„     a       c        I         de 

15.  7  =  31  alors  T=  — 
b       d  b        a 

16.  ai  =  &a. 

17.  ab\acllb\c, 

18.  &a:ca::  i:c. 

19.  Si  a  :  &  :  :  c  :  £{,  alors  a/j=  6c ,  et  si  ad  =  bc ,  alors 

a:b::  c:d. 

âO.  Si  trois  nombres  a^b^c  sont  proportionnés ,  alors 
b*  =aCi  et  si  b^  =:  ac,  les  trois  nombres  sont  propor- 
tionnés. 

21 .  Si  le  rapport  t  est  donné  dans  les  /i^  petits  nom- 
bres et  si  T  =  -j5  alors  a  mesure  c,  et  A  mesure  d. 

o        a 

22.  Sia:&::  c:rf;  i:e:/:c,  alors a:e::/:rf. 

23.  Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  le  rapport  t 
est  exprimé  dans  les  plus  petits  nombres. 

24.  Lorsque  le  rapport  t  est  exprimé  dans  les  plus  pe- 
tits nombres ,  a  et  &  sont  premiers  entre  eux. 

25.  Si  a  et  &  sont  premiers  entre  eux,  un  nombre  c 
qui  mesure  a  est  premier  avec  b. 
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26.  Si  deux  nombres  a ,  b  sont  premiers  avec  un  troi- 
sième c  j  le  produit  ab  est  premier  avec  c, 

27.  Si  deux  nombres  a^  b  son^  premiers  entre  eux, 
alors  a*  est  premier  avec  b. 

28.  Si  deux  nombres  a,  6  ^nt  premiers  ayec  c  et 
au$si  avec  d,  alors  ai  et  cd  sont  premiers  entre  eux. 

29.  Si  deux  nombres  a  et  b  sont  premiers  entre  eux', 
a}j  b*  ;  a'y  &'  sont  aussi  premiers  entre  eux. 

30.  Si  deux  nombres  a  et  6  sc^t  premiers  entre  eux, 
a  -f-  Jest  premier  avec  ael  b. 

31 .  Tout  nombre  premier  est  premier  avec  tout  nom- 
bre qu'il  ne  mesure  pas  exactement. 

32.  Si  le  produit  ab  est  mesuré  par  un  nombre  pre- 
mier c,  un  des  deux  nombres  a  ou  6  est  mesuré  par  c. 

33.  Tout  nombre  composé  est  mesuré  par  un  certain 
nombre  premier. 

34.  Tout  nombre  est  un  nombre  premier  ou  mesuré 
par  un  certain  nombre  premier. 

35.  Etant  donnés  plusieurs  nombres,  trouver  leurs 
rapports  exprimés  dans  les  plus  petits  nombres. 

36.  Etant  donnés  deux  nombres,  trouver  le  plus  petit 
nombre  quHls  mesurent. 

37.  Un  nombre  a  mesuré  par  les  deux  nombres  c,  d 
est  aussi  mesuré  par  leur  plus  petit  multiple. 

38.  Eunt  donnés  trois  nombres,  trouver  le  plus  petit 
nombre  qu'ils  mesurent. 

'     39  et  40.  Si  a  =  mb ,  alors  —  =  — 

41  Trouver  le  plus  petit  nombre  qui  a  pour  parles 
-'  T'  ~5  c'est-à-dire  que  s  est  divisible  par  a,  6,  c. 

La  suite  prochainement. 
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PROBLÈHE  D'ANALYSB  INDÉTERMINÈB,  DE  BIOPHANTE. 

(Livre  V,  page  33.) 


Ce  problème  étant  propre  i  donner  une  idée  de  Teà- 
prit  de  la  mëtbode  de  Tillustre  Grec,  nous  allons,  dia- 
prés Nesselmann,  donner  la  traduction  littérale  du  pro- 
blème et  de  sa  solution .  L'énoncé  du  problème  est  en  vers 
dans  l'original. 

Deux  sortes  de  Tin  ,  Tun  à  8  dragmes  la  mesure*  ]*autre  moins  bon  à 

[b  dragmes  seulement, 
Voilà  le  mélange  que  prépara  un  bon  maître  pour  ses  sefnteurs  dans 
Ce  qu*il  a  payé  pour  les  sortes  était  un  nombre  carré.  (  un  festin . 
Si  tu  ajoutes  encore  6o  à  ce  carré» 
RegardOi  tu  aurasun  second  carré  ;  maintenant  remarque, 
La  racine  {de  ee  carré)  te  montre  combien  l'autre  a  acheté  de  me- 
Et  maintenant  dis-moi  combien  du  meilleur  Tin  [sures; 

Et  combien  à  5  furent  mèl^  ensemble. 

Le  sens  de  cette  épigramme  est  celui-ci  :  Quelqu'un  a 
acheté  deux  tonneaux  de  vin  ]  de  l'un  la  mesure  coûte 
8  dragmes  et  d^l'autre  5  dragmes.  Le  prix  qu'il  paye  pour 
le  tout  est  un  nombre  carré,  et  si  l'on  y  ajoute  6o ,  ce  sera 
encore  un  carré  dont  la  racine  indique  le  nombre  total 
des  mesures.  Combien  y  avait-'il  de  mesures  à  8  dragmes , 
combien  à  5  dragmes? 

Soit  le  nombre  total  de  mesures  x,  alors  le  prix  est 
X* — 6o  et  X*  —  6o  doit  être  un  carré;  il  fait  la  racine 
égale  à  x  moins  un  certain  nombre  ;  mais  x^ —  6o  est  com- 
posé de  deux  nombres,  et  égal  au  prix  du  vin  à  8  dragmes 

et  au  prix  du  vin  à  5  dragmes.  Le  ■=  de  celui-ci  est  le 
nombre  des  mesures  à  5  dragmes  et  le  rr  de  celui-là  est  le 
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nombre  des  mesures  à  8  dragmes^  mais  comme  le  nombre 
des  mesures  de  deux  sortes  doit  être  x,  il  s'agit  donc  de 

partager  x'  —  60  en  deux  nombres ,  de  manière  que  le  •= 
de  Tun  et  le  -  de  Tautre  fassent  ensemble  x.  Cela  n'est 
possible  qu'autant  que  x  est  plus  grand  que  ^  de  x* — 60 

et  plus   petit  que  ^  de  x*  —  6o\  ainsi  x*  —  60  sera 

plus  grand  que  5  x  et  plus  petit  que  8x«  Comme  x^ —  60 
doit  être  plus  grand  que  5x,  ajoutant  départ  et  d'au* 
tre  60,  x^  doit  être  plus  grand  que  Sx  +  60  :  ainsi  x*  est 
plus  grand  que  Sx  plus  un  nombre  plus  grand  que  60; 
X  sera  donc  plus  grand  ou  du  moins  plus  petit  que  11. 
Ensuite  comme  x'  — 60  est  plus  petit  que  Sx,  si  l'on 
ajoute  des  deux  parts  60 ,  alors  x*  sera  égal  à  Sx  plus  un 
nombre  plus  petit  que  60 ,  d'où  il  suit  que  x  ne  peut  sur- 
passer 12.  M«is  il  a  été  montré  que  x  ne  peut  pas  être 
moindre  que  1 1 .  Donc  x  sera  plus  grand  que  1 1  et  plus 
petit  que  11.  Mais  si  nous  voulons  rendre  x*  —  60  un 
carré ,  nous  formons  la  racine  de  ce  carré  avec  x  moins 
un  certain  nombre  et  l'on  obtient  x  en^joutant  60  an 
carré  de  ce  certain  nombre  et  divisant  la  somme  par  le 
double  de  ce  nombre  (*).  Nous  devons  dom;  chercher  un 
nombre  tel,  que  si  l'on  ajoute  à  son  carré  60  et  qu'on  la 
somme  par  le  double  de  ce  nombre,  le  quotient  doit  être 
plus  grand  que  11  et  plus  petit  que  la.  Si  l'on  nomme 

jc  (**)  le  nombre  cherché,  alors doit  être  plus 


{**)  Ne  pas  confondre  cet  j:  avec  le  précédent,  piophanle  ii*a  qu'un  i€ui 
signe  pour  toute  espèce  d'inconnues.  Cet  x  est  le  s  de  la  note  précédente. 
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grand  que  1 1  et  plus  petit  que  1 2  5  soit  d'abord ^^^1 

alors  x*  +  60  ]>  aax.  Ainsi  220:  est  égal  à  x^  plus  un 
nombre  moindre  que  60,  donc  x  ne  peut  être  moindre 

j?'  \  00 
que    19;    ensuite  on    doit    avoir  <C  ^^j    donc 

X*  +  60  <^  214^)  Ainsi  a4x  est  égal  à  x*  plus  un  nom- 
bre plus  grand  que  60;  conséquemment,  x  doit  être 
plus  petit  que  ai,  mais  il  doit  en  outre  être  plus  grand 
que  19.  Ainsi,  si  nous  voulons  rendre  x* —  60  un  carré,  il 

faut  poser  la  racine  égale  kx  —  20  ;  de  là  on  tire  x  =  1 1  -9 
x^  =^ii^y\  soustrayant  60,  il  reste  72 -r  (*):  il  faut  donc 
décomposer  72 -?  en  deux  nombres  tels,  que  le  p  du  pre- 
mier plus  le  g  du  second  fassent  ensemble  11—  Suppo- 
sons que  le  -=  du  premier  soit  '.r ,  alors  le  tt  du  second 

sera  ii jc:  les  nombres  eux-mêmes  sont  donc  5  a;  et 

2  ' 

92 — Sx  et  leur  somme  doit  être  72^1  donc  x  =  22; 

ainsi  le  nombre  des  mesures  à  5  dra&mes  est  ^  et  le 

^  12 

5q 

nombre  des  mesures  à  8  dragmes  -^;  le  reste  est  évident. 

^         12' 

Avec  le  symbolisme  moderne  la  solution  s'abrège,  mais 
la  logique  reste  la  même.  Il  n  y  a  d'abréviation  que  dans 
récriture.  Il  fallait  un  génie  transcendant  pour  découvrir 
cette  logique  sans  le  puissant  auxiliaire  du  symbolisme. 


<*)  C'est  le  carré  de  !2. 


iiullciin  mathematitiue,  l.  III.  (Avril  iSS;.) 
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BIBLIMIUPHIB. 


Rkgveil  d'exercices  sur  le  calcul  infinitésimal;  par 
M.  F.  Frenet,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale ,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Ljon.  Ouvrage 
destiné  aux  élèves  de  l'Ecole  Polytechnique,  à  ceux  de 
l'Ecole  Normale  et  aux  auditeurs  des  cours  de  mathé- 
matiques dans  les  Facultés  des  Sciences  (*). 

Je  considère  ce  recueil  comme  un  ouvrage  des  plus 
utiles  et  des  mieux  faits.  Il  contient,  sous  un  volume 
restreint  (226  pages),  les  solutions  de  plus  de  5oo  ques- 
tions qui  se  rapportent  aux  différentes  théories  du  Pro- 
gramme de  la  Licence  es  Sciences  mathématiques.  L'ou- 
vrage se  compose  de  trois  parties,  divisées  chacune  eu  deux 
sections.  Dans  la  première  section  de  chaque  partie,  on 
trouve  les  énoncés  des  questions  à  résoudre  présentés 
dans  un  ordre  méthodique;  et  dans  la  seconde,  les  solu- 
tions exposées  d'une  manière  succincte,  mais  très-claii^. 
Quant  aux  méthodes  adoptées  pour  la  résolution  des 
questions  principales,  nous  n^en  dirons  qu'un  mot.:  c'est 
qu  elles  appartiennent  à  des  géomètres  dont  les  noms  fout 
autorité.    • 

Cet  ouvrage  n'a  pas  été  destiné  aux  candidats  à  l'Ecole 
Polytechnique;  nous  croyons  toutefois  pouvoir  leur  re- 
commander les  paragraphes  relatifs  aux  dérii^ées  de  diffé- 
rents ordres,  à  la  recherche  des  vraies  valeurs,  aux 
questions  de  maxiina  et  de  minimal  à  la  théorie  des  tan-- 
gentes,  des  points  singuliers,  à  la  construction  des  cour- 
bes, G. 

{*)  Paris,  Mallet-Bacbelier,  imprimeur-libraire  de  TÉcole  impériale 
Polytechnique,  du  Bureau  des  Longitudes,  quai  des  AugusUns,  S5. 


(^7) 
SUR  L'ORTiMNilUPIIS  DU  NOM  BB  NEPER 

(voir  Boixrciii,  1. 1**,  p.  106). 


Un  abonné  du  Mans  nous  écrit  que  daiii  les  ouvrages 
anglais  destinés  h  la  jeunesse  le  nom  de  Tinventcur  des 
logarilhtn«5  est  orthographié  Napicr  et  pasNeper.  Même 
dans  les  ouvrages  publiés  par  Tillustre  Anglais,  le  nom 
est  diversement  écrit;  cela  tient  à  la  capricieuse  pro- 
nonciation des  voyelles  chez  les  Anglais.  La  prononcia- 
tion moderne  est  Napier,  mais  je  croîs  qu'en  France  il 
faut  conserver  le  nom  de  Ncper  attaché  aux  logarithmes 
néjicriens. 


SUR  LA  NKBUiniSB  DORION. 


Dans  Touvrage  suivant  de  Jean-Baptiste  Cysat  de  Lu- 
cerne  :  MatlicmaLa  a$tronomica  de  loco,  motuy  magnitU" 
(Unc  et  causis  cotnetœannonitn  1 6 1 8  e£  1 6 1 6,  Ingoldstadt, 

in -4  î  <►»  lît  à  1»  pag^  75  • 

Cœtcrum  /une  phœnomeno  similis  s  tel/arum  cortgeries 
est  inJiiTnaniento  ad  uliiinain  slellam  gladii  OriomSg  ibi 
cniiii  cemere  est  (par  lubum)  congcstas  iidem  aliquot 
slcllas  angustissimo  s  patio  et  circumcirca  inlerque  ipsas 
sellulas  instar  albœ  nubis  candidum  luinen  affuiuni. 

Ainsi  Cysat  a  observé  cette  nébideuse  en  1619,  au 
moins  trente  années  avant  Huyghens ,  qui  passe  pour  l'a- 
voir découverte  en  i656. 

C'est  le  savant  directeur  de  l'observatoire  de  lierue, 
M.  Rudolf  Wolf,  qui  est  l'auteur  de  celle  curieuse  cor- 
lection,  et  qui  prépare  une  Notire  sur  les  œuvres  et  sur 


(i8) 
la  viedeCysat  (Astronomische  Pfachrichten,  I.XXXVID, 
n^  895,  p.  110;  i854)' 

Cysatus  est  Vi,é  à  Lucerne  en  i588 ,  était  professeur  de 
mathématiques  à  l'université  d'Ingolstadt,  et  est  mort  le 
3  mars  1657.  Il  était  fils  de  Rennward,  historien  de  la 
Suisse.  Cysa||{;t  un  des  premiers  qui  aient  observé  le  pas- 
sage de  Mercure  sur  le  Soleil. 


SDR  OTH«N  DE  MAGDSBOURG 

(TOir  BcuBtcs  t.  I*%  p.  11)- 


Exlrail  d^une  Leltre  du  prince  Baldasbark  BoNCOatPACNi. 


Dans  Touvrage  de  Kastner  intitulé  :  Geschîchte  der 
Mathematiky  1. 1,  p.  6049  on  lit  :  a  L.  Valentini  Othonis 
9  Parthenopolitani  de  triangulis  globi  sine  angulo  recto 
»  librî  quiuque,  quibus  tria  meteorosicopia  numeror.  ac- 
»  cesserunt.  »  Il  faut  remarquer  que  Valentinus  Othon 
est  appelé  ici  PanhenopolitanuSj  c'esl-aMlîre  de  Parthc" 
nopolis.  Or  Parthenopolis  est  le  nom  latin  de  la  ville  de 
Maçdebourg  d'Allemagne  (^).  En  efïet,  dans  le  Lexicon 
geographicum,  in  quo  unwersi  orbis  Urbes,  PropincÙB, 
Régna f  Maria  et  Flumùia  recenseniur,  Illudprimum  in 
lucem  edidit  Philippus  Ferrarius  Alexandiinus^  in  Ti- 
cinensi  Academia  Mathematices  professer,  Nunc  Mi- 
chael  Antonius  Baudrand  Parisinus  Jf^rior  Commenda^ 
tarius  de  Robonbtts,  de  No\H>-Mercato,  et  de  Gessenis, 
hanc  editionem  emendavit^  illustravit,  et  dùnidia  parte 
auctioremfecit.  P^risiis,  apud  Franciscum  Muguet,  Ré- 
gis et  Illustrissimi  Archiepiscopi  Pamiensis  typogra- 


(*)  Magdebourg  signifiC|Cii  allemand,  la  ville  des  jeunes  filles;  c'est  ce 
qu'oxprîme  aussi  en  grec  le  mot  Parthenopolis.  Tm. 


(  ^9) 
phum  MDCLXX*  Cuni  privilégia  Regù,  tome  II,  page  89, 
col.  I ,  on  Ut  ;  «  Parthenopolis  item  (ex  antiquis  urbis 
»  Magdebargensis  monumentis ,  teste  Munstero)  Magde- 
»  burgum,  urbs  prœclara  Germanise,  in  Saxonia,  ad  Al- 
»  bim  fluvium,  libéra  et  archiepiscopalis  anno  salutis 
V  941  effecta,  inter  Brunopolim  ad  occasum  II  et  Berli- 
»  num  ad  ortum  16  leucis.  Dicta  est  quod  ibi  Diana  virgo 
»  culta  fuerit.  Eadem  Pœlis  Germanis  Parthenope,  et 
»  Magdeburga  dicitur,  »  Il  paraît  donc  que  Yalentinus 
Othon  était  de  Magdebourg  et  non  pas  de  Naples. 


THfiORÈMBS 

Sir  les  éqaaIioBs  eoitennet  daos  le  Ars  magna  de  Cardan  (1545). 
(CossALi,  t.  II,  p.  SaS.) 


1.  m  étant  une  quantité  qui  vérifie  V équation ,  elle 
est  divisible  par  x  —  m. 

Cardan  connaît  ce  théorème  pour  le  troisième  degré  et 
le  démontre  ainsi. 
Soient 

x'  H-  m*  est  divisible  par  x  +  m  ;  le  second  membre 
donne  pour  quotient  p  et  pour  reste  m"  —  pm  —  9,  qui 
est  zéro  par  hypothèse:  de  là  Cardan  déduit  les  deux 
autres  racines.  Mais  il  ne  considère  pas  le  cas  où  les  trois 
racines  sont  négatives  (Pratica  gêner,  aut,,  cap.  LI). 

2.  Le  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  en  gran- 
deur à  la  somme  des  racines  [Ars  magna,  cap.  XVIII). 

Toujours  appliqué  seulement  au  troisième  degré;  il 
sait  même  que  lorsque  x'  manque,  la  somme  des  racines 
positives  est  égale  à  la  racine  négative,  ou  la  positive  égale 
la  somme  des  négatives.   [Et  palet  etiam  quod  omnes 


(3o) 
modii  adilUionêm  scmper  referri  possunt,  quam\>ù  minus  ^ 
cum  additur,  vîcem  gerat  plus,  cum  detrahitur.  ) 

3.  Le  dernier  ternie  connu  est  la  produit  des  racines. 

Cardan  ue  connaît  pas  ce  théorème  ;  il  a  pourtant  ane 
foule  d'exemples  et  de  passages  qui  font  voir  qu'il  avait  un 
pressentiment  non  exprimé  de  ce  théorème.  Cela  provient 
de  Tusage  du  temps ,  qui  ne  permettait  pas  de  transpor- 
ter tous  les  termes  dans  un  seul  membre;  il  fallait  n'avoir 
que  des  termes  positifs  dans  chaque  membre,  usage  venu 
des  Arabes. 

Racines  positives^  négatii^es,  imaginaires. 

Il  appelle  les  positives  racines  vraies,  ^  les  négatives 
Tàcinesjeinfes,  fausses. 

Cap.  XVUI.  De  régula  falsum  ponendi.  Il  résout  des 
problèmes  où  il  adopte  pour  inconnue  une  quantité  né- 
gative eu  posant  l'inconnue  égale  à  —  x. 

Racines  réelles  et  imaginaires. 

Cardan  distingue  deux  genres  de  racines  fausses,  les 
négatii^es  et  les  racines  carrées  des  quantités  négatives  et 
un  troisième  qu'il  explique  obscurément ,  et  on  voit  qu'il 
s'agit  de  —  a —  yj —  b  où  les  deux  faussetés  sont  réunies; 
il  donne  un  exemple,  mais  dont  le  résultat  est  inexact. 

Une  équation  de  degré  pair  na  aucune  racine  réelle 
ou  en  nombre  pair. 

Cardan  connaît  ce  théorème  pour  les  équations  du  se- 
cond degré  et  ses  dérivées  x^""-^  paf  =  q. 

Une  équation  de  degré  impair  a  toujours  un  nombre 
impair  de  racines  réelles. 

Cardan  connaît  ce  théorème  pour  le  troisième  de^réj 
il  trouve  que  les  éc[uations 


(3.  ) 
ont  troîs  racines  réelles  si  —  p'^^  ou  =;</,  et  n  en  ont 

qu'une8i^^«<9. 

ont  trois  racines  réelles  si  —  n*  >  y  oa=7,  et  une  seule  si 

Relations  entre  le  nombre  des  racines  posùii^es  et 
négaliK^es  et  les  signes  des  termes» 

Cap.  I  de  YArs  magna.  Cardan  dit  que  dans  les  équa- 
tions 

.r*  =  |?x  4-  y  ,     x^  -i-pxzzzq^      .r*  -4-  /ix'  =  q , 

X*  -h  /ix'  -h  /?x  =  ^ ,     .r»  =  /?x*  -^ px  ^  q^ 

ac^ -^  nx^ z=z px  ^ y ^      x»-H/;x  =  7, 

il  n'existe  qu'une  seule  racine  réelle  positive;  et  il  change 
les  racines  positives  en  négatives,  et  vice  versa,  en  rem- 
plaçant X  par  —  X.  Il  étend  même  ce  théorème  à 

X*  -H  iwx*  -h  nx^  =  ^  >     X*  4-  wx*  4-  /ïx'  ==  px  4-  7. 

Cardan  connaît  la  règle  de  Descartes  pour  le  troisième 
et  quatrième  degré,  quelques  cas  exceptés. 

Racines^  égales.  . 

Cardan ,  dans  l'équation 

x»  =  12x4-  16, 

dit  expressément  qu'elle  a  deux  racines  égales  •+-2,  -h  2 
et  une  racine  fausse  —  4* 

Transformation  des  équations. 
Voici  comment  Cardan  réduit  la  résolution  de  Téqua- 


(  ^>  ) 

lion  ' 

x^  -\-  g  =zpx 
à  celle  de  réquation 

»'=/>«  4- y, 
et  vîce  versa.  On  a 

qz::^  px  —  ^  =  a*  —  pZj 

d'où 

/?«  4-  /?2  =  «*  -H  Jc*,    />  =  *'-—  ^«  4-  x'  ; 

connaissant  ^ ,  on  connaît  donc  x,  et  vice  versa* 
Résolution  de  Cardan  des  équations  du  troisième  degré, 

1°.  x^-^pxr^q^ 

comme  et  d'après  Tartaglia. 

comme  et  d'après  Tartaglia. 

3».  x^^q=px^ 

la  ramène  à  2'  =  ^z  4-  ^. 

il  fait  j;  =  z  H-  ^  71  et  revient  à  la  forme  z^  =&pz  +  q. 

il  fait  x  =  z  —  5  n  :  ainsi  a:  =  2*  —  »,  d*après  Louis 
Ferraro. 

51  fait  x  =  ^. 

Z 

7**.  ar»  -f-  nx^  -f-  /jx  =  y, 
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8».  X*  +  /?x  =  /«.r'  4-  7 , 

9**.  X*  -+-  /fx»  =  px  4-  7-, 

lO*.  x*  =  nx*  -t-^x  -f-  7 , 

n*.  x^  -f-  7  =  /rx^  H- /?x, 

12".  x'  -H /7X  -H  7  =  /îx*, 

i3*.  X» -h  «x' -h  V  = />x. 

Il  fait  partout  disparaître  le  siccond  terme. 
Il  ne  traite  pas  ces  trois  cas  : 

j:*  -»-  ;?x  H-  7  =  o , 

.r^  -+-  /ix'  4-  7  =r  o , 

x*  4-  nx*  4-  /?x  4-  7  =  o. 

Cardan  enseigne  diverses  transformations  :  Cap.  XXI 
jirithmetices  :  De  permutatione  capitnlonim  im^icem; 
Cap.  Vn,  De  régulés  algebraîcis  ^  de  capkuloruni  trans- 
mutatione.  Cap.  XXVIL 

1**  Transformation.  Il  fait 

et  s^en  sert  pour  faire  disparaître  le  terme  px  dans 

X*  4-  7  =  px. 
îa*  Transformation. 

a    ,  . 
X  =  -  réciproque. 

3'  Transformation.  Soit  l'équatiou 
x'  =r  /ix'  4-  7  =  />x  ; 
si  a  et  &  sont  deux  racines  ^  Téquation 

x*4-  ^x'  — (;?—  a  —  A)(^  — /i)  x -f-  7  4- «^  (  A  — /i  )  =  • 

aura  aussi  les  deux  racines  a  et  6 ,  A  est  arbitraire. 

tluUetin  nuihématique ,  t.  III.  (Mai  1857.)  5 
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Racines  irrationnelles . 

Cardan  cherche  quelles  peuvent  être  les  formes  des 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  qui  ont 
pour  racines  les  irrationnelles  d'Euclide. 

Bin6nie  de  troisième  et  de  sixième  espèce  sjt  ±  yjn. 

Théorème  I.  {^s  ±  ^u)'"  *,  tous  les  termes  renfer- 
ment V'  ou  V"  5  ( v^  -f-  v«)  " >  tous  les  termes  renferment 
vZ-f-M  ou  bien  sont  rationnels. 

Théorème  II.   sft  dt  s/u  ne  peut  être  racine  de 

ni  d'aucune  équation  du  troisième  degré ,  ni  de  Téquation 

ou 

x*  -h  px*  -H  q.r  =:  r^ 

mais  bien  de  Téquation 

X*  4-  pjc*  =  q 

ou  de  Téqualion  complète 

x*  -h  pxr^  -4-  qx^  4-  rr  =  j. 

Il  a  d'autres  théorèmes  du  même  genre  qui  ne  présen- 
tent plus  aucun  intérêt,  et  que  Fibonacci  avait  déjà 
connus;  mais  il  passe  à  des  radicaux  d'un  degré  beau- 
coup plus  élevé.  Il  démontre  que  ni  y^  -f-  v^  +  ^w  ni 
y/s  -h^t-i-  ^41  ne  peuvent  être  racines  de  Féquation 

x^  ^zpx-h  q» 
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Théorie  dés  Déterminants  et  leurs  principales  appli- 
cations 5  par  le  D*"  F.  Biioschi,  professeur  de  mathé- 
matiques appliquées  h  Tunivcrsité  royale  de  Pavie. 
Traduit  de  l'italien,  par  M.  Edouard  Gombescurc^ 
professeur  de  mathématiques.  Paris,  i856^  in-S  de 
X11-216  pages. 

La  géométrie  segmeti taire  dite  supérieure  (^),  la  géo* 
métrie  infinitésimale,  les  déterminants ,  les  formes  ho- 
mogènes, le  calcul  des  fonctions,  des  symboles,  des 
nombres  complexes,  changeront  complètement,  dans  peu 
d'années,  la  face  de  la  science,  nou-seulemcnt  dans  les 
hauteurs,  mais  aussi  daus  la  plaine.  Les  théories  princi- 
pales étant  autrement  exposées,  les  formules  principales 
autrement  écrites ,  les  résultats  autrement  énoncés,  nos 
traités  élémentaires  auront  à  subir  une  totale  transforma- 
lion.  Ceux  qui  par  inertie  ne  veulent  pas  ou  par  caducité 
ne  peuvent  plus  suivre,  seront  tentés  de  décrier,  d'arrê- 
ter ce  mouvement.  Cela  ne  s'applique  heureusement  pas 
à  ceux  qui  entrent  dans  la  carrière.  Ils  accueillent  avec 
reconnaissance  tout  ce  qui  prépare  la  voie  aux  nouvelles 
méthodes.  Tel  est  l'ouvrage  du  célèbre  analyste  qui  manie 
avec  tant  d'habileté,  avec  de  si  beaux  succès,  la  féconde 
théorie  des  déterminants. 

On  part  des  définitions  les  plus  siniples  et  1  on  arrive 


(*)  Puisse  le  retour  à  la  santé  du  célèbre  auteur  de  la  géométrie  supé. 
rioure  lui  permettre  de  nous  donner  le  second  volume  si  ardemment  dé- 
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aux  applications  les  plus  générales.  Le  nom  de  détemii^ 
nanty  réservé  longtemps  aux  seules  '  fonctions  cramé- 
riennes,  aux  dénominateurs  des  inconnues  dans  les  équa- 
tions du  premier  degré ,  désigne  aujourd'hui  bien  d^autres 
fonctions  :  on  a  les  déterminants  fonctionnels  de  Jacobin 
les  déterminants  de  Gauss,  autrement  dit  «//^crZ/Tima/ifi, 
les  déterminants  de  Hcsse  ou  invariants,  etc. 
'  Ces  diverses  fonctions  jouissent  de  propriétés  spéciales, 
ont  des  relations  mutuelles  qui  ont  des  conséquences  nom- 
breuses pour  la  géométrie,  l'analyse  des  équations  et  le 
calcul  des  intégrales  définies.  Une  graduation  intelligente 
permet  au  lecteur  de  suivre  sans  peine  ces  divers  déve- 
loppements. Nous  engageons  à'  prendre  toujours  pour 
exemple  un  déterminant  formé  d'un  petit  nombre  de 
termes ,  d'y  appliquer  le  raisonnement  de  Fauteur,  qu'on 
étendra  ensuite  avec  facilité  à  un  nombre  quelconque  de 
termes,  moyen  d'étude  à  conseiller  dans  les  méthodes 
d'une  vaste  généralité. 

Ce  qui  n'est  pas  moins  précieux  dans  cette  production, 
c'est  l'uniformité  des  procédés,  la  symétrie  extrême  des 
résultats,  l'élégance  des  dispositions  typographiques;  ce 
sont  des  qualités  mnémoniques  qui,  lorsqu'elli»  man- 
quent, rendent  les  foitaules disgracieuses,  les  font  oublier 
et  les  frappent  de  stérilité. 

L'auteur  italien  a  eu  le  rare  bonheur  de  rencontrer  ua 
traducteur  qui  connaît,  qui  domine  le  sujet;  pour  s'en 
convaincre,  il  suffit  de  lire  les  deux  Notes  terminales 
qui  font  regretter  qu'il  n'en  ait  pas  mis  un  plus  grand 
nombre. 

La  France  possède  donc  enfin  un  ouvrage,  et  il  est  le 
seul,  où  Ton  peut  apprendre  la  théorie  la  plus  importante 
de  toute  l'analyse;  c'est  une  lacune  comblée,  un  service 
rendu.  Un  jour,  j'énumérais  devant  un  géomètre  éminent 
de  notre  Académie  des  Sciences  les  endtx>its  des  ma- 
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ihéiiiatic}ues  où  Ton  rencontre-  des  déterminants  depuis 
les  équations  du  premier  degré  jusqu'aux  équation»  des 
perturbations  planétaires  -,  il  ni^interrompit  en  me  disant 
que  j'aurais  plus  tôt  fait  en  désignant  les  endroits  oÀ  Ton 
ne  rencontre  pas  de  déterminants. 


Papiers  ue  Descaiitiss;  par  M.  Prouhet. 
(  Extrait  d'ima  Lattr*  à  M.  Terquem.  ) 

Dans  Tédîtion  de  M.  Cousin ,  on  donne  au  tome  X  un 
fac-similé  de  l'écriture  du  grand  philosophe  en  disant  que 
c'est  la  seule  trace  qui  en  reste.  Que  sont  donc  devenus 
SOS  manuscrits  ?  D'après  Baillet ,  les  minutes  de  ses  lettres 
avaient  été  apportées  en  France  par  M.  Chanut  et  avaient 
servi ,  quoique  bien  altérées  par  un  séjour  au  fond  de 
l'eau  (*) ,  à  faire  l'édition  de  Clerselier.  Quant  aux  origi- 
naux des  lettres  au  P.  Mersenne,  d'abord  tombés  aux 
mains  de  Roberval  qui  n^avait  voulu  les  communiquer  à 
personne,  ils  étaient  échus  à  Lahire  qui  en  avait  fait 
cadeau  à  l'Académie  des  Sciences.  Ces  Lettres  paraissent 
avoir  été  remises  à  Baillet  pour  composer  la  vie  de  Des- 
cartes ,  et  ensuite  à  un  nommé  J.-B.  Legrand  qui  prépa- 
rait une  édition  complète  des  œuvres  du  philosophe 
(Baillet,  Vie  de  Descartes  y  préface,  p.  xxii).  C'est  proba- 
blement ce  Legrand  qui  est  l'auteur* des  notes  marginales 
inscrites  sur  l'exemplaire  de  l'Institut,  dont  M.  Cousin 
s'est  servi.  Â  partie  de  là,  je  perds  la  trace  des  manus- 
crits de  Descartes.  Quel  est  ce  Legrand?  Pourquoi  n*a- 
t-il  pas  donné  l'édition  qu'il  projetait?  On  trouverait 
peut-être  quelques  renseignements  a  ce  sujet  dans  les  an- 
ciens r^istres  de  l'Académie. 

{*)  Lo  baleau   qui  loti  upporUil  avuil  fait  naufrage  au  port  de  l'École  , 
et  on  n'avait  pn  les  retirer  que  trois  jours  après. 
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Note  du  Réducteur,  Je  répète  qu'il  serait  fort  utile  de 
publier  une  Table  des  matières  de  l'édition  Cousin.  Celle 
qu'on  y  trouve  est  d'une  maigreur  inouïe,  surtout  pour  la 
partie  scientifique.  Exemple  :  Vous  y  chercherez  vaine- 
ment les  ovales  de  Descartes  \  la  Table  des  noms,  qui  faci- 
lite tant  les  recherches  historiques,  manque  complète- 
ment. Que  sont  devenus  les  éditeurs  tels  que  Baillet?  Des 
œuvres  volumineuses  sans  tables  n'existent  pas,  non  plus 
qu'une  bibliothèque  sans  catalogue. 


ARAIGNÉE  PERTURBATRICE; 

D'après  M.  UANSTEEN, 

Directeur  de  Tobscrvatoire  de  Christiania. 


{Astr.  Nach.,  i856,  n®  lOJO,  p.  191.) 


Le  Bureau  des  Longitudes  avait  fait  établir  à  l'Obser- 
va toi  re  de  Paris  une  boussole  consacrée  exclusivement 
aux  variations  diurnes  de  la  déclinaison.  Dans  le  courant 
de  1819,  le  barreau  d'acier  qui  était  suspendu  à  plat, 
éprouva,  sans  aucune  cause  apparente ,  un  changement 
subit  de  direction;  los  variations  diurnes  se  trouvèrent  en 
même  temps  réduites  presque  au  dixième  de  leur  valeur 
primitive ,  tandis  que  l'intensité  magnétique  s*était  consi- 
dérablement accrue. 

Le  même  fait ,  savoir  une  diminution  subite  dans  la  di- 
rection ,  les  variations  diurnes  et  dans  le  temps  d'une  os- 
cillation, s'est  aussi  présenté  une  fois  à  Gauss  dans  Tobser- 
vatoire  magnétique  de  Gottingue  et  deux  fois  à  M.  Hans- 
teen,  à  Christiania.  Mais  Gauss  devina  bientôt  la  cause. 
Une  araignée  s'était  glissée  dans  la  boite  unijilairei  et, 
par  un  iil  très>fin  presque  invisible ,  avait  lié  rextrémilé 
de  l'aiguille  à  la  paroi  de  la  boite ,  ce  qui  changea  subite- 
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ment  la  position  moyenne  de  T  aiguille,  de  même  que  les 
mouvements  diurnes  et  le  temps  d'une  oscillation.  Au 
lieu  d'en  déduire  qu'un  changement  subit  s^était  produit 
dans  le  magnétisme  terrestre  et  de  là  tme  augmentation 
dans  le  moment  magnétique  de  Taiguille,  il  se  contenta 
d'ôter  le  couvercle,  et  faisant  glisser  un  crayon  le  long 
des  parois  de  la  boite,  Faiguille  reprit  aussitôt  sa  position 
ordinaire ,  et  les  variations  et  la  durée  d'oscillation  re- 
vinrent à  leurs  grandeurs  précédentes. 

M.  Hansteen  découvrit  de  même  le  fil  d'araignée  qui 
avait  produit  les  deux  perturbations  dans  son  observa- 
toire. Le  fil  ôté,  tout  fut  rétabli,  et  le  célèbre  directeur 
crut  qu'il  est  plus  vraisemblable  qu'une  même  cause  ait 
produit  le  même  effet  dans  la  boussole  d'Ârago. 


SUR  LE  CIRQUE  NIMiRIQUE  DES  PYTHAGORICIENS. 


On  sait  que  le  carré  d'un  uombre  entier  est  la  somme 
de  deux  nombres  triangulaires  consécutifs.  Le  pythago- 
ricien Jamblique  énonce  ainsi  ce  théorème  (p.  107)  dans 
l'ouvrage  cité  [Bulletin y  t.  I,  p.  186). 

«  L'unité  est  l'élément  fondamental  dans  la  génération 
»  des  carrés....  Pour  engendrer  un  carre,  on  part  origi- 
»  nairement  de  Tunité  comme  de  la  barrière  (fer^A^yS), 
»  en  quelque  sorte  jusqu'à  la  borne  (»5i^*Tif.î)  (*),  côté 
»)  du  carré  à  engendrer ,.  et  puis  on  retourne  de  nouveau 
»  vers  elle  (l'unité)  comme  vers  un  but  (rc!^») ,  en  tou- 
»  chant  tous  les  nombres  et  l'unité  elle-même  deux  fois, 
»  excepté  la  borne,  côté  du  carré  à  engendrer.   » 


(*)  Le  verbe  grec  k* fx-jzrt» y  \q  court>Cj  est  l'origine  de  ces  mois  français: 
camuSy  camard,  cambrure,  chambre,  chambranle ,  concamèration,  eamérier, 
chambellan,  êamaradc. 
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La  figure  suivante  ëclaircit  cette  course  numérique. 

Barrière.    i...2...3»..4«*-^*> 

♦  '       '•  6.   Borne, 

But Î...2...3. .    4- -5.  .* 

La  somme  de  tous  ces  nombres  est  56  carré  de  la  borne. 

Il  représente  ainsi  sous  forme  de  cirque  le  nombre  loo 
carré  de  lo,  puis  aussi  looo,  en  prenant  lo  pour  bar- 
rière et  pour  but;  les  nombres  étant  lo,  ao,  3o,  etc.^  et 
la  borne  est  i  oo ,  etc. 

Le  Téri  table  cirçise  arithmétique  qui  est  le  fondement 
de  toute  continuité  numérique  est  celui-ci  : 

Imaginons  une  circonférence  de  rayon  infini.  Inscri- 
vons le  chiffre  zéro  sur  un  point  de  cette  circonférence; 
par  ce  point  et  le  centre  menons  une  droite  et  inscrivons 
Tinfini  (oo)  sur  l'autre  extrémité  de  ce  diamètre.  Conce- 
vons ^e  %nx  la  demi'circonférence  à  droite  de  ce  diamètre 
on  ait  rangé  toutes  les  quantités  numériques  possibles 
croissant  par  gradation  de  o  a  oo  ,  et  de  même  sur  la 
demi-'Circonférence  à  gauche;  distinguons  les  quantités 
k  droite  par  un  signe  quelconque ,  soit  -h ,  et  les  quan- 
tités à  gauche  par  un  autre  sigce,  soit  —  ;  un  point  par- 
tant de  zéro  et  se  dirigeant  vers  +  oo  sera  obligé  de  par- 
courir la  demi-circonférence  de  —  pour  revenir  à  zéro, 
et  Ton  voit  que  -f-  oo  et  —  oo  désignent  le  même  poitit; 
de  même  que  -+-  o  et  —  o  :  là  est  le  principe  de  la  conti- 
nuité, et  r hyperbole  en  fournit  un  exemple  élémentaire. 
Soient  Â  et  A'  les  deux  sommets ,  A  le  sommet  à  droite  et 
A^  le  sommet  à  gauche;  désignons  par  AB ,  A^G  respecti- 
vement les  demi-branches  au-dessus  de  Taxe  focal ,  et  Ai, 
A^e  les  demi-branches  au-dessous;  un  point  A  partant 
de  A  et  se  dirigeant  vers  B  décrira  cette  demi-branche,  et 
arrivé  à  Textrémi  té  de  cette  longueur  infinie^  il  sera  aussi 
sur  l'extrémité  de  la  branche  A  c'^  et  continuant  son  mou* 
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vement ,  il  vient  vers  A'  et  de  là  vers  rextrémilé  de  A'  C  ^ 
il  sera  alors  aussi  à  rexlromité  de  Ai,  et,  continuant,  il 
revient  en  A.  L'équation  polaire  de  la  courbe,  le  centre 
pris  pour  pôle,  fait  parfaitement  ressortir  ce  mouvement 
continu. 

Il  y  a  donc  toujours  deux  chemins  pour  passer  d'un 
nombre  k  un  autre  *,  par  exemple,  pour  passer  de  +  2  à 
4-  I ,  on  peut  se  diriger  vers  zéro ,  on  peut  aussi  se  diriger 
vers  QO  et  passer  par  cet  infini  et  zéro  pour  arriver  à  i: 
Jacobi  fait  souvent  usage  de  ce  dernier  chemin  pour  con- 
server l'uniformité  de  direction.  Soient,  par  exemple^ 
les  quatre  nombres  a ,  |3 ,  y ,  (^  rangés  selon  Tordre  ascen- 
dant; on  va  de  a  vers  ]3  ,  de  ^  vers  7,  de  y  vers  d  dans  la 
mêmedirectîpn,  et  on  conserve  la  même  direction  en 
allant  de  d  à  a  en  passant  par  Tinfini  [Fundamenta, 
page  11).  Ceci  explique  aussi  le  mouvement  du  point 
d'application  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles 
-H  P ,  —  Q ,  où  P5  d'abord  plus  grand  que  Q,  décroit  sans 
cesse,  passe  par  zéro  et  devient  négatif,  et  beaucoup 
d'autres  mouvements  de  va-et-vient  du  même  genre. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Mélanubs  de  Géométrie  pure,  comprenant  diverses  ap^ 
plications  des  théories  exposées  dans  le  Traité  de  Geo* 
métrie  supérieure  de  M.  Chasles,  au  mouvement  infi-^ 
niment  petit  d'un  corps  solide  libre  dans  l'espace ,  aux 
sections  coniques,  aux  courbes  du  troisième  ordre,  etc. , 
et  la  traduction  du  Traité  de  Maclaurin  sur  les  courbes 
du  troisième  ordre  ^  par  M.  E.  deJonquières,  lieutenant 
de  vaisseau.  Paris,  i856;  chez  Mallet-Bachelier;  in-8 
de  viii-a6i  pages,  avec  planches.  Prix  :  5  francs. 
M.  de  Jonquières  est  bien  connu  de  nos  lecteurs  par 
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les  excellents  articles  dont  il  a  enrichi  les  Noui^eUcs  An- 
nales.  L'ouvrage  dont  nous  allons  rendre  compte  ne  peut 
qu'ajouter  à  la  réputation  de  Fauteur  et  contribuera,  nous 
l'espérons ,  à  répandre  le  goût  de  la  géométrie  moderne. 

L'auteur  débute  par  une  préface  modeste ,  trop  modeste 
peut-être  si  l'exemple  pouvait  être  contagieux.  Nous  fe- 
rons remaixjuer  à  M.  de  Jonquières  que  la  science ,  et  Ton 
doit  s'en  féliciter,  n'est  pas  la  propriété  d'une  corpora- 
tion :  elle  n'est  pas  indispensablement  attachée  à  un  di- 
plôme ou  à  une  position  officielle  :  S/nritus  ubi  vult  spi- 
rat.  D'ailleurs  M.  de  Jonquières  se  charge  de  nous  prou- 
ver qu'on  peut  être  excellent  marin  et  bon  géomètre. 

Comme  l'indique  son  titre,  l'ouvrage  est  une  collection 
d'études  sur  difïérents  sujets.  Chaque  chapitre  forme 
comme  un  traité  à  part. 

Le  Chapitre  /""  (i-54)  est  consacré  aux  propriétés 
géométriques  relativ^es  au  mouvement  infiniment  petit 
d'un  corps.  C'est  le  développement  d'une  théorie  dont  le 
programme  seul  a  été  donné  par  M.  Chasles  dans  les 
Comptes  rendus  (26  juin  i843). 

Le  mouvement  iniiuinient  petit  d'une  figure  plane  se 
réduit  à  une  rotation  du  plan  de  la  figure  autour  d'une 
droite  de  ce  plan,  pendant  que  cette  droite  tourne  elle- 
même  autour  d'un  point  fixe  sans  sortir  de  la  position 
primitive  du  plan.  La  droite  se  nomme  caractéristique  et 
le  point  Rxe  foyer.  La  trajectoire  du  foyer  est  perpendi- 
culaire au  plan  primitif  qui  contient  les  trajectoires  des 
différents  points  de  la  caractéristique.  Une  droite  D  étant 
considérée  comme  faisant  partie  d'un  corps,  il  existe  une 
seconde  droite  A  sur  laquelle  se  trouvent  les  foyers  de 
tous  les  plans  menés  par  la  première,  et  réciproquement. 
Un  cas  intéressant  est  celui  où  l'une  des  deux  droites 
conjuguées  est  à  l'infini. 

A  l'aide  de  ces  considérations  et  par  les  démonstration» 
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les  plus  simples,  Tautcur  parvient  à  ce  théorème  que 
le  mou\^emciit  infiniment  petit  d*un  corps  se  réduit  à  un 
moui^ement  de  rotation  autour  d*un  axe^  qui  pendant 
cette  rotation  g  fisse  sur  lui-même;  ou,  en  d'autres  ter- 
mes, au  moui^ement  d'une  vis  dans  son  écrou.  Le  géo- 
mètre qui  le  premier  a  tracé  cette  belle  image  du  mou- 
vement, a  pu  dire  avec  un  légitime  orgueil  :  AnchUo 
sono  pittore. 

De  ces  principes  fondamentaux,  Fauteur  déduit  toutes 
les  propriétés,  soit  descriptives,  soit  métriques,  relatives 
aux  trajectoires  des  points  d'un  corps  eu  mouvement.  Il 
rattache  la  théorie  des  figures  en  mouvement  h  celle  des 
figures  corrélatives,  et  montre  ensuite  les  analogies  qui 
existent  entre  les  rotations  d'un  corps  autour  de  divers 
axes  et  les  systèmes  de  forces.  C'est  le  propre  des  bonnes 
théories  de  n'être  point  isolées  dans  leur  objet  et  d'ouvrir 
à  l'esprit  des  horizons  nouveaux.  Ajoutons  que  c'est  la 
plus  grande  jouissance  que  procure  leur  étude. 

Le  Chapitre  II  (55 -112)  est  relatif  aiz.r  arc5  d'une 
section  conique  dont  la  différence  est  rectifiable  et  aux 
propriétés  des  arcs  égaux  de  la  lemniscate.  Les  théo- 
rèmes qu'on  y  rencontre, ont  été  énoncés  sans  démonstra- 
tion par  M.  Chasles. 

L'auteur  nomme  associés  les  arcs  dont  la  différence 
est  rectifiable,  dénomination  que  l'en  doit  préférer  à  cell« 
d'arcs  semblables.  11  commence  par  démontrer  ce  théo-- 
rème  : 

1°.  Quand  deux  arcs  d'une  section  conique  sont  as^ 
sociéSy  les  sommets  de  leurs  angles  circonscrits  sont  situés 
sur  une  seconde  conique  décrite  des  mêmes  foyers  que  la 
première;  oP  et  la  différence  des  deux  arcs  est  égale  à 
la  somme  des  côtés  de  V angle  citxonscrit  au  premier, 
moins  la  somme  des  cotés  de  r angle  circonscrit  au  se^ 
cond. 
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Le  raîsoniiemeul  de  M.  de  Jonquières  y  eu  ce  i[uî  con- 
cerne la  première  partie  de  cet  énoncé,  ne  nous  a  pas  paru 
à  l'abri  de  toute  objection.  L'auteur  montre  que  si  le 
tbéorème  n'avait  pas  lieu,  on  pourrait  rectifier  un  arc 
elliptique,  ce  que  l'on  sait  être  impossible.  Nous  ferons 
remarquer  que  si  la  rectification  indéfinie  de  Tellipse 
est  impossible ,  c'est-à-dire  si  l'on  ne  peut  exprimer  une 
intégrale  elliptique  de  deuxième  espèce  en  fonction  expli- 
cite de  Tamplitude  ou  du  module,  à  l'aide  des  seuls  signes 
algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques  (*)^  il  n'en 
est  pas  de  même  de  la  rectification  d'un  arc  déterminé; 
car  l'impossibilité  d'intégrer  en  général  une  fonction 
n'empêche  pas  qu'on  puisse  l'intégrer  entre  certaines 
limites  particulières. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  se  contente  de  dire  que  les 
arcs  assujettis  aux  conditions  indiquées  plus  haut  ont 
leur  différence  rectifiable ,  il  reste  encore  un  fort  l^eau 
théorème  que  l'analyse  transcendante  avait  seule  abordé, 
mais  en  le  présentant  sous  une  forme  moins  simple  et 
moins  élégante.  La  méthode  purement  géométrique,  ap- 
pliquée à  cet  ordre  de  questions ,  présente  des  avantages 
incontestables,  a  Elle  est  la  même  pour  les  trois  courbes 
qui  exigent,  en  analyse,  des  formules  et  des  calculs  dif- 
férents; elle  fait  connaître  des  relations  immédiates  et 
tort  simples  ejitre  les  arcs  comparés,  relations  restées 
inaperçues  jusqu'ici  :  elle  conduit  à  diverses  propriétés 
de  ces  arcs,  d'autant  plus  curieuses,  quil  y  entre  des 
relations  de  périmètres  et  des  conditions  de  maximum  et 
de  minimum ,  qu'on  sait  être  presque  toujours  difficiles  à 
traiter,  même  par  l'analyse-,  enfin  cette  marche  synthé- 


(•)  Voir  Journal  de  Mathématiques  pures  cl  appliquées,  l.  V,  p.  ^\i, 
M.  Liouville  est ,  je  crois,  1c  premier  et  le  seul  qui  ait  démontré  ce  théo- 
rème. 
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tique  a  encore  ici  uu  avantage  particulier,  c'est  qu'elle 
s'applique  aux  coniques  sphériques ,  sujet  d'un  ordre  plus 
relevé  sous  le  point  de  vue  analytique  »  {*). 

Oo  peut  donc  considérer  la  théorie  actuelle  comme  une 
conquête  de  la  géométrie  sur  Tanalyse ,  heureuse  conquête 
qui  n'appauvrit  pas  l'analyse  et  qui  enrichit  la  science. 

Le  Chapitre  III  (ii3-i5!i)  a  pour  objet  la  générali- 
sation des  propriétés  des  foyers  et  des  diamètres  conju- 
gués des  sections  coniques. 

La  première  généralisation  a  pour  principe  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnée  une  conique  A  et  étant  pris  un  point  fixe 
S  dans  son  plan ,  on  peut  mener  par  ce  point ,  d'une  in- 
finité de  manières,  deux  droites  telles,  que  le  pôle  de 
l'une  soit  sur  Tautre.  Ces  deux  droites  sont  toujours  en 
direction  deux  diamètres  conjugués  d'une  certaine  co- 
nique 2)  qui  est  relative  au  point  S,  qui  change  de  forme 
quand. ou  passe  à  un  autre  point  et  qui  devient  un  cercle 
quand  le  point  S  est  un  des  foyers.  Au  point  S  correspond 
un  second  point  S'  situé  sur  le  même  diamètre  de  la 
courbe  A ,  mais  de  l'autre  côté  et  k  égale  distance  du 
centre,  et  la  conique  S  est  aussi  relative  à  ce  point. 

Les  points  S  et  S'  sont  désignés  sous  le  nom  de  foyers 
de  la  conique  A  relatifs  à  la  conique  £. 

De  là  résulte  une  théorie  générale  dont  celle  des  foyers 
proprement  dits  n^est  plus  qu'un  cas  particulier,  et  par 
théorie  il  faut  entendre  non-seulement  Tenscmble  des 
théorèmes  relatifs  aux  foyers  proprement  dits,  mais  en- 
core les  propositions  non  moins  nombreuses  qui  se  rap- 
portent aux  coniques  homofocales. 

Le  défaut  d'espace  nous  oblige  à  indiquer  seulement 
l'objet  des  autres  chapitres. 

(*)  Comptes  rendus,  t.  XVII,  p.  H^g. 
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Le  Chapitre  IF  (i 52-196)  traite  du  principe  de  cor- 
respondance anharnionique  et  de  ses  applications  aux 
courbes  du  deuxième,  troisième  et  quatrième  ordre.  . 

Le  Chapitre  V  (197-261)  est  consacré  tout  entier  à  la 
traduction  du  Traité  de  Maclaurin  sur  les  courbes  dti 
troisième  ord/*e.  Cette  traduction  fidèle  et  élégante  est 
accompagnée  de  notes  qui  ne  laissent  rien  à  désirer  pour 
Tintelligence  du  texte. 

Eu  résumé,  M.  de  Jonquières  a  fait  un  livre  excellent. 
Nous  le  recommandons  vivement  à  nos  collègues  et  aux 
élèves  intelligents  qui,  par  une  curiosité  bien  naturelle  à 
leur  âge,  veulent  savoir  s'il  y  a  quelque  chose  au  delà 
des  Programmes.  Au  delà ,  en  effet,  il  y  a  tout  un  monde, 
et  ce  que  nous  avons  de  mieux  à  faire,  ne  pouvant  les 
y  conduire,  c'est  de  leur  indiquer  un  bon  guide. 

E.  Protjhet. 


GRAND  PRIX  DE  HATHÈMATIQIIES  PROPOSÉ  POUR  1858. 
(Acadénie  des  Scieices  de  Paris.) 

Soit  la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  impairs 

I .3.5.7. I I . i3. 17. 19.23.29.31 ,    *   ' 

désignons  le  n'*""  terme  de  cette  suite  par  P(„)  ;  prenons 
dans  cette  suite  n  —  i  termes  dans  un  ordre  quelconque. 
Pour  fixer  les  idées,  soit 

/i=7, 
ainsi 

P,=  i7. 
Prenons  donc  dans  cri  te  suite  (n  —  1)  ou  six  termes  quel- 
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conques  ,  par  exemple 

3.i3. 19.31 .59.101 , 

Si  dans  la  progression  ^rilhmétique  quelconque 

A  — C,     2A— C,     3A  — C,     4A--C,..., 

A  el  C  étant  premiers  entre  eux  ,  on  prend  P(„_i)  termes 
consécutifs,  et  dans  Texemplc  treize  termes  consécutifs, 
il  faut  démontrer  qu'au  moins  un  de  ces  termes  ne  sera 
divisible  par  aucun  des  six  nombres  premiers  ci-dessus. 
Soient 

A  =  5,     C  =  3; 
la  progression  est 

2 . 7 . 1 2 . 1 7 . 22 . 27 . . . . 

Prenons  treize  termes  consécutifs 

12.17.22.27.32.37...  62. 

17,  nombre  premier,  n'est  divisible  par  aucun  des  six 
nombres  premiers.  Il  y  a  donc  un  terme  non  divisible  par 
193,5,  7,  II,  i3,  les  six  premiers  nombres  de  la  suite 
des  nombres  premiers.  (Legendre,  Théorie  des  nombres^ 
t.  II,  p.  76,  édit.  ï83o-) 

NUMÉRATION  DES  GRECS. 


• 

/S 

y 

t' 

1 

«• 

ç 

H 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

/ 

K 

A 

A* 

ir 

ç 

« 

sr 

< 

10 

20 

3o 

40 

5o 

60 

70 

80 

90 

100     200     3oo    4^^    ^^^    6^^     7^^    ^^    9^0 
Les  mêmes  lettres  avec  le  iôla  souscrit  prennent  une  va- 
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leur  mille  fois  plus  gr^inde.  Ainsi  ocy^^y^  etc.,  désignent 

(    (     t 
looo,  2000,  3ooo,  etc.  j  ce  sont  les  x^^*'^]  *?  ''•^  ^j  etc., 

désignent  loooo,  26000,  3oooo ,  etc.,  ou  les  ;^iAi«Jf««i; 

etp,  a,T,elc.,  représentent  ioq  000,  900000,  3ooooo,  . 

(     t     t 
etc.  La  valeur  de  chaque  caractère  peut  être  augmentée 

dix  mille  fois  en  plaçant  au-dessous  la  lettre  M,  initiale 

du  mot  Mvpitt.  Ainsi  p  désigne  un  million. 

Une  autre  manière  de  présenter  les  grands  nombres  est 
de  placer  des  points  sur  la  lettre.  Ainsi  «  exprime  i  o  000  \ 
c'est  le  commencement  de  la  série  des  myriades  :  fto^têrrm- 

hitai  àLTTXa)  ;  et  a  dénote  100  millions  et  commence  la  série 
des  ftvpttfrm^tKMt  ^4vA«/  OU  les  carrés  des  termes  de  la  pre- 
mière série.  Ainsi  les  Grecs  auraient  écrit  3  280  196  529 


^tfTsiKôn»  u»ori9  fpvf«.  (LxsLic,  Philosophy  of  AriîhmetiCy 
p.  219.) 

Le  signe  f  se  nomme  vau  ou  nri^n/tov. 

Le  signe  [^  se  nomme  hopha  (««^9);  il  ne  faut  pas  le 
confondre  avec  le  sigma  final ,  ni  avec  la  double  lettre 
5/1,  ç. 

Le  signe  <^  se  nomme  sampi. 

Ces  trois  noms  sont  empruntés  à  T  alphabet  hébreu 
ainsi  que  tous  les  noms  de  F  alphabet  grec. 

Les  fractions  ayant  pour  numérateur  l'unité  étaient 
désignées  par  le  dénominateur  avec  un  accent  à  droite; 

ainsi  ^ est -79  /  ^9  etc. 5  mais  la  fraction  -  avait  quatre 

signes  spéciaux  C,  <[,  C,  K. 

Dans  les  autres  cas^  on  écrivait  le  dénominateur 
comme  nous  faisons  pour  les  exposants.  Ainsi  (3*^  désigne 

—  ,7raP^«est  — • 
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Lo(ii$-Ai[«BTiN  GAllGHY. 

Né  h  Paris  le  ii  Aoiït  1789  ;  mort  et  enterré  à  Sceaux  le  23  Mai  1857. 


L'Académie  a  perdu  une  de  ses  plus  brillantes  cou- 
ronnes ,  la  France  une  de  ses  plus  pures  gloires  y  le  monde 
le  plus  grand  malhématicien  du  moment  actuel.  Mathé^ 
maticien  dans  le  sens  le  plus  large,  Tesprit  de  Caucby 
n*étaîtpas  cantonné  dans  un  coin  delà  science.  Partout  il 
fondait,  partout  il  créait,  partout  il  était  au  premier  rang. 
A  l'instar  des  éminents  génies  en  toute  carrière,  les 
chefs-d'œuvre  de  Cauchy,  ses  plus  belles  découvertes 
datent  de  sa  jeunesse.  Son  théorème  sur  les  polyèdres, 
que  tant  de  siècles  ont  laissé  sans  démonstration ,  com- 
plète la  géométrie  d'Euclide.  Il  établit  la  vérilé  d'un 
théorème  de  Fermât,  qui  a  rebuté  un  Descartes,  résisté 
aux  efforts  d'un  Euler,  d'un  Gauss.  Avant  Sturnlr,  il  in- 
dique un  moyen,  compliqué  il  est  vrai,  mais  certain,  de 
trouver  le  nombre  des  racines  comprises  entre  deux  li- 
mites désignées.  11  remanie,  enrichit  considérablement 
la  théorie  des  déterminants,  des  fonctions  alternées  : 
théorie  entamée  par  Yandermonde  et  Laplace.  Ses  consi- 
dérations morphologiques  sont  un  point  de  départ  pour 
les  travaux  d'Abel  sur  les  formes ,  permettent  à  Tilluslrc 
Norwégien  d'établir  l'impossibilité  de  la  résolution  géné- 
rale des  équations.  Euler,  Laplace,  Lagrangc  faisaient 
quelquefois  des  séries  un  emploi  d'une  légitimité  dou- 
teuse. Cauchy  donne  aux  séries,  lors  même  qu'elles  sont 
impliquées  d'imaginaires,  des  bases  certaines.  Sa  théorie 
des  modules  jette  une  vive  lumière  sur  le  champ,  d'une  si 
luxuriante  fécondité,  des  expressions  imaginaires. 

îtuUrtin  mathémaii^uo,  t.  Ilf .  (Juillet  18S7.)  ^ 
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Ses  instruments  les  plus  habituels ,  quMl  manie  avec 
une  dextérité  sans  égale,  sont  le  symbole  imaginaire 
et  TinGni ,  effroi  des  géomètres  vulgaires.  Suivez  tel 
sentier  que  vous  voudrez  dans  la  région  infinitésimale, 
vous  êtes  sur  de  rencontrer  les  empreintes  profondes  des 
pas  de  Caucby.  Le  calcul  des  résidus  procure  souvent  de 
prime  abord  des  résultats  qu'on  obtiendrait  péniblement 
par  d'autres  procédés.  L'indépendance  des  intégrations 
successives  dans  les  intégrales  multiples  est  désormais 
soumise  à  d'importantes  restrictions;  le  principe  de  la 
continuité,  rigoureusement  défini,  introduit  dans  les 
opérations  une  précision  inaccoutumée. 

Venons  à  la  science  du  mouvement.  Que  de  nouvelles 
propriétés,  combien  de  nouvelles  méthodes  de  calcul 
pour  la  dynamique  des  sojides  terrestres  et  célestes! 

La  théorie  de«  forces  moléculaires ,  déposée  en  germe 
dans  les  Principiay  explicitement  appliquée  par  Clairaut, 
n'est  r^lement  fondée  que  depuis  les-  célèbres  équations 
de  Navier.  Or  ces  équations  réclamaient  des  développe- 
ments et  même  certaines  corrections,  pour  expliquer 
mathématiquement  les  découvertes  de  Mewtou,  Huy- 
ghens,  Malus,  Young^  Fresnel,  Frauenhoffer,  sur  le 
mystérieux  agent  de  la  lumière.  C'est  ce  qu'entreprit  et 
exécuta  avec  plein  succès  l'immortel  académicien.  Il  a 
même  promis,  à  diverses  fois,  un  traiié  ex  professa  de 
mécanique  moléculaire.  Hélas!  il  n'a  jamais  accompli 
cette  promesse.  Dans  ses  dernières  années  ,  il  disséminait 
ses  instants  sur  une  foule  de  matières  disparates.  De  là 
une  exubérance  de  symboles  et  de  néologismes ,  une  pé- 
nurie de  clarté  et  de  raisonnements  :  des  oasis  qu'il  faut 
chercher  dans  des  Saharas. 

Les  rivières  les  plus  profondes,  lorsqu'elles  se  répandent 
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sur  un  sol  spacieux,  (inissenl  par  s'amincir.  Il  avait  tant 
médité,  sur  tant  d'objets,  que  chaque  nouveauté  lui  ap- 
paraissait comme  un  simple  corollaire  de  ses  propres 
inventions.  Il  faut  bien  que  chacun  paye  le  tribut  à  Thu- 
maine  nature.  C'était  pourtant  une  précieuse  nature, 
celle  qui  sacrifiait  des  intérêts  matériels  k  des  convictions. 
Cauchy  a  toujours  persisté  dans  les  mêmes  opinions  poli- 
tiques et  religieuses.  Luttant  déjà  avec  les  affres  de  la 
mort,  comme  il  voulait  entretenir  le  curé  de  Sceaux  d'une 
nouvelle  œuvre  de  charité,  le  vénérable  ecclésiastique 
rengageait  à  prendre  du  repos-,  à  quoi  le  moriboud  ré- 
pondit :  Les  hommes  passent,  les  œuv^res  restent.  Telles 
furent  ses  dernières  paroles.  Loi*9quc  la  vie  est  remplie 
d'œuvrcs  vertueuses ,  d'œuvrcs  glorieusies ,  les  hommes  ne 
passent  pas  entièrement.  Cauchy  est  un  élu  qui  pouvait 
dire  en  tout  sens  :  Non  omnis  moriar, 

Abel  nous  apprend  qu'il   a  puisé  toutes  ses  connais- 
sances mathématiques  dans  les  écrits  de  Cauchy  :  un  tel  { 
aveu  est  le  meilleur  des  panégyriques. 

Puisse-t-on  nous  donner  par  ordre  de  matières  la  liste 
complète  des  Œuvres  et  Mémoires  du  Gauss  français,  et, 
en  substance,  les  principaux  résultats  ,  les  formules  fon- 
damentales, le  tout  accompagné  d'un  indispensable  vo- 
cabulaire. Nous  aurions  ainsi  l'inventaire  des  plus  pré- 
cieuses richesses  mathématiques  du  sol  français. 

On  dit  que  la  famille  a  confié  les  papiers  de  l'illustre 
défunt  à  M.  Tabbé  Jullien,  si  digne  d'une  aussi  noble 
mission,  qui  sera  accomplie  avec  conscience  et  intelli- 
gence. 
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Réduction  des  fractions  OEDiNAiafis  es  fractioas  déci- 
KALES  par  un  procédé  nouveau ,  et  nouvelles  propriétés 
des  périodes;  par  M.  Auguste  Bouché,  professeur  à 
Angers. 

Cette  intéressante  brochure  montre  que  les  sujets  en 
apparence  les  plus  épuisés  présentent  souvent  quelque 
chose  de  nouveau  à  celui  qui  les  éludie  à  fond. 

Dans  la  première  partie,  I^auteur  fait  voir  comment  on 
peut  calculer  les  chiffres  de  la  période  par  un  procédé 
plus  facile  que  celui  de  la  division  ordinaire;  voici  le 
principe  dont  il  fait  usage  : 

Soit  une  fraction  ordinaire  de  la  forme  -  ^  où  Ton  a 

«  w 

calculé  k  chiffres  décimaux  par  le  procédé  connu  ^  le  quo- 
tient et  le  reste  seront  — ^  et  — ^f  ce  qui  donne 


X               Y 
lO*          lO* 

d'où  Ton  tire 

X 

c'est-a-dire  que  la  fraction  ~  est  équivalente  à  la  somme 
des  termes  d^une  progression  géométrique  dont  le  premier 


terme  est  — -.»  et  la  raison  — v- 

1  o*  I  G* 
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L'auteur  emploie  cette  propriété  pour  calculer  autant 
de  chiffres  qu'on  veut  de  la  fraction  périodique. 

Dans  la  seconde  partie,  l'auteur  établit  sur  Tordre  que 
suivent  les  chiffres  des  périodes  simples  et  mixtes,  plu- 
sieurs théorèmes  ingénieux  dont  il  faut  voir  le  dévelop- 
pement dans  sa  brochure  même.  Il  est  guidé  au  milieu 
de  ses  calculs  par  le  procédé  qu  il  a  déjà  fait  connaître 
dans  une  autre  brochure  intitulée  Nouvelle  preui^e  des 
opérations  de  V Arithmétique  (voirl.  Il,  p.  i4o),  et  il 
insiste  de  nouveau  sur  la  nécessité  de  vérifier  les  calculs 
en  même  temps  qu'on  les  effectue.  Hoosel. 


ODE 

A  MONSIEUR  LE  GENDRE, 

Étudiant  en  maihématiqiies  au  collège  Mazarin , 

i  Vœemaàon  de  mi  théte ,  aoutenue  en  préaence  de  l'Académie  royale 
des  Soienoes,  <[ui  en  avait  aooepié  la  dédioaoe. 

. .     Sunt  hic  etiam  sua  praemia  laudi. 
(Virgile.) 


Nous  croyons  faire  plaisir  en  réimprimant  cette  pièce 
très-rare.  En  1770,  l'Académie  a  honoré  un  intelligent 
écolier,  pourquoi  en  1857  retient-elle  Téloge  dû  à  Til- 
lustre  géomètre.^ 

Qu'aux  pieds  de  la  grandeur  une  Muse  vénale 
Dépose  son  hommage  et  brûle  son  encens  : 
Je  brave  dans  ses  dons  la  fortune  inégale , 
Je  chante  les  talents. 

J'applaudis  ton  élève ,  ô  sublime  Uranie  ; 
Viens  placer  sur  son  front  la  couronne  des  arts  : 
Sans  titres  fastueux ,  il  ne  doit  qu'au  génie 
L'honneur  de  tes  regards. 
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Si  ta  Cour  en  ces  lieuK  avec  toi  le  contemple , 
Ce  n*cst  pas  pour  sourire  à  l'orgueil  ci*un  Ci*ésus  ; 
Tes  Ministres  sacrés  ne  quittent  point  ton  Temple 
Pour  l'Autel  de  Plutus. 

Ces  hommes  courageux ,  nés  pour  régir  le  momie, 
Voudroient  perpétuer  Tamour  de  leurs  travaux  ; 
Enfanter  tout  à  coup  une  race  féconde 
De  successeurs  nouveaux. 

Toi ,  leur  fils  adoptif ,  que  ce  projet  enflamme , 
Renonce  pour  jamais  à  la  frivolité  : 
La  retraite  et  l'étude  élèveront  ton  âme 
Jusqu'à  la  vérité. 

Pour  soutenir  tes  pas  dans  un  sentier  pénible, 
De  tes  guides  hardis  observe  les  eiïorts  ; 
De  l'émulation  vois  l'ardeur  invincible 
Déployer  ses  ressorts. 

Loin  des  cris  insultants  de  raltière  ignorance, 
Ces  Sages  réunis  au  Palais  de  nos  Rois , 
Méditent  à  l'cnvi ,  dans  la  paix  du  silenœ , 
La  Nature  et  ses  lois. 

L'un ,  armé  du  compas ,  de  l'art  profond  d'Eudide 
Veut  étendre  l'empire  et  reculer  les  bords  ; 
D'une  courbe  nouvelle  à  son  calcul  rapide 
.   Il  soumet  les  rapports. 

L'autre,  à  l'aide  du  prisme»  éclairant  l'analyse. 
De  son  œil  étonné  corrige  les  erreurs  : 
De  l'écharpe  d'Iris ,  il  assemble  ou  divise 
Les  riantes  couleurs. 

Celui-ci  s'élançant  vers  la  céleste  voAte 
Mesure  ce  foyer  qui  nous  verse  le  jour; 
Ou  d'un  astre  efTrayant  fait  découvrir  la  \rouie 
Et  fixer  le  retour. 
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Plus  humble  dans  son  vol ,  sans  être  moins  utile , 
Celui-là  de  la  terre  ouvre  les  fondements  ; 
Et  sa  main  tour  à  tour  de  Tor  et  de  Targile 
Pèse  les  éléments. 

Chacun  sur  les  objets  dont  le  charme  Tentraîne  , 
Ne  cesse  d'appliquer  ses  avides  esprits  : 
D'un  procédé  savant  on  retrouve  la  chaîne 
Dans  de  miles  écrits. 

A  Taspect  de  ce  corps  dont  la  France  s*honore , 
Je  vois  fuir  à  grands  pas  les  préjugés  nombreux  ; 
Et  la  raison  plus  libre  a  préparé  Taurore 
D'un  changement  lieureux. 

A  mes  yeux  se  présente  une  liste  immortelle. 
Quels  noms  falneux  j  ai  lus  I  d'Alembert  et  Buffon!.... 
Et  vous,  que  ce  Portique  aujourd'hui  nous  rappelle, 
La  Caille  et  Varignon! 

Du  fond  de  leur  tombeau ,  j'entends  une  voix  sombre , 
Qui  crie  à  leur  disciples  «  Ose  nous  imiter  : 
»  Comme  nous»  loin  du  monde ,  enseveli  dans  l'ombre, 
•  Apprends  à  méditer. 

•  Sans  crainte  et  sans  espoir,  pour  servir  tes  semblables , 
y  Marche  dans  le  chemin  que  nous  t'avons  frayé  ; 

*  Si  tu  peux  t'assurer  des  amis  véritables, 

»  Tu  seras  trop  payé.  > 

Par  m.  CossoNy 

Profnseur  au  collège  Mazarin . 

Permis  d'imprimer^  ce  23  juillet  1770, 
De  Saktire. 

De  Timprimerie  do  L.-F.  DtilAtour. 
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Je  dois  à  rintérét  que  le  célèbre  académicien  M.  Bien- 
aymé  porte  aux  sciences  les  renseignements  suivants 
puisés  aux  archives  de  l'Académie. 

La  thèse  de  Le  Gendre,  ou  plutôt  les  thèses,  forment 
un  petit  in-4  de  3 2  pages  dont  trente  cotées  et  deux  de 
titre  ou  de  dédicace,  car  il  n'existe  pas  de  titre  propre- 
ment dit. 

Il  n'y  a  sur  le  premier  recto  que  ces  mots  : 

ReGIX  SCICNTlAKtJM  ÂCiLDEMI^. 

Sur  le  verso  :  Has  Thèses^  Deo  danle ,  propugnabit 
Adnanus  M.  Le  Gendre,  Parisinus^  jiuditor  Josephi 
F,"M.  Marie^  Uc.  TheoL  Soc.  Sorb,  Cens,  Beg.  et 
Matheseon  professons. 

Die  vigesima'-quintà  Juin,  ab  hora  post  meridiem 
teniâ  ad  vesperam . 

Pr^sentibcs,  Faventibus,  Auspicibus,  illuslrissimis 
Regiœ  scîentianim  jécademiœ  Viris. 

En  bas,  en  gros  caractères:  In  Mazarinœo^  anno 
M.DCC.LXX. 

Sur  la  première  page  cotée  i  se  trouve  l^inscriptiou 
suivante,  en  haut  du  texte  qui  commence  sur  cette  même 
page: 

Thèses  mathematicœ  ex  Analysi,  Geomeiria  et  Me^ 
canica  excerpta. 

Au  bas  de  la  dernière  page,  cotée  3o  :  Typis  L.-F.  De- 
latour. 

Voilà  pour  l'extérieur  des  thèses.  Quant  à  Tintérieur, 
ce  sont  bien  des  excerpta.  Il  n'y  a  que  les  énoncés  de  ce 
que  le  candidat  démontrera ,  prouvera ,  etc.  Les  lignes 
sont  fort  serrées  et  la  matière  est  abondante  :  mais  c'est 
seulement  matière  d'examen.  Il  ne  semble  pas  qu'il  y  ail 
un  mot  de  neuf.  C'est  sans  doute  le  programme  de  ce  qui 
a  dû  être  enseigné  par  un  professeur  habile  à  un  élève  in- 
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telIigeDt.  Il  est  possible  qu'en  1770  uu  élève  im  trouvât 
pas  tous  ces  matériaux  réunis  et  quUI  lui  fallut  les  cher- 
cher dans  les  volumes  où  ils  étaient  dispersés.  Mais  pré- 
cisément c'était  Tusage  du  professeur  de  mathématiques 
transcendantes  d'indiquer  tous  les  Mémoires  k  consulter, 
et  cela  se  continua  au  moins  jusque  vers  181 5,  même 
après  les  ouvrages  de  Lacroix. 

J'ai  parcouru  les  thèses,  et  cette  lecture  m'a  si  peu  in- 
téressé, que  je  suppose  qu'elle  n'intéressera  guère  plus 
vos  lecteurs,  à  moins  toutefois  que  l'on  n'ait  un  point  de 
comparaison ,  par  exemple  le  plan  des  études  de  ce  temps- 
là,  ou  bien  les  ouvrages  de  l'abbé  Marie  que  je  n'ai  pas 
sons  la  main.  Ces  thèses  n^offrent  aucune  découverte  : 
l'élève  répondra  sur  les  parties  des  mathématiques  pures 
et  de  la  mécanique ,  au  delà  des  éléments ,  puisqu^il  com- 
mence par  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  et  les  racines  égales,  et  qu'il  présente  même  du 
calcul  intégral  :  mais  il  ne  monte  pas  très-haut.  C'était 
peut-être  beaucoup  pour  le  temps.  L'élève  parait  au  fait 
de  toutes  les  bonnes  méthodes  de  MM.  Euler,  La- 
grange,  etc.,  bien  qu'il  ne  les  nomme  pas.  Cela  doit  prou- 
ver pour  le  professeur.  Il  fallait  que  ce  professeur  fût 
tout  à  fait  tourné  à  l'analyse  moderne. 

Quant  à  la  présence  de  l'Académie  à  ces  thèses,  rien 
n'indique  que  ce  fût  autre  chose  qu'une  faveur  adressée 
au  professeur  et  nullement  à  l'élève.  Voici  ce  que  j'ai  dé- 
couvert dans  les  registres  de  l'Académie. 

Du  a3  mai  1770.  —  Rapport  de  MM.  de  Lalande  et 
Bailly  sur  les  Leçons  de  Mathématiques  de  M.  l'abbé  de  La 
Caille ,  avec  des  Additions  de  M.  l'abbé  Marie,  professeur 
au  collège  Mazarin. —  On  le  loue  de  n'avoir  pas  confondu 
ses  additions  dans  le  texte.  On  dit  que  l'Académie  connaît 
ces  excellents  Éléments,  et  le  Rapport  finit  ainsi  :  «  Nous 
»  croyons  que  cette  nouvelle  édition  est  très-digne  d'être 

Bulletin  mathémaliifue,  t,  111.  (Août  1857.)  ^ 


(58) 
n  imprimée  comme  les  précédentes  sous  le  privilège  de 
»  l'Académie.   » 

Du  i3  juin. —  c(  M.  Tabbé  Marie,  successeur  de  M.  Tabbé 
»  La  Caille  au  collège  Mazarin ,  est  entré.  Il  a  présenté  un 
»  exemplaire  de  sa  nouvelle  édition  des  Leçofis  de  Ma-- 
))  ihématiques  de  M.  Tabbé  de  La  Caille.  Il  a  proposé  de 
))  dédier  à  l'Académie  une  thèse  de  mathématiques  qu'il 
»  veut  faire  soutenir  et  dont  il  a  lu  le  projet.  Ce  qui  lui 
»  a  été  accordé.  » 

Du  samedi ^i  juillet. —  «  M.  Fabbé  Marie,  professeur 
»  de  mathématiques  au  collège  Mazarin,  est  entré  aTec 
))  M.  Le  Grendre,  son  écolier,  et  ils  ont  présenté  une  thèse 
n  dédiée  a  TAcadémie  que  ce  dernier  soutient  mercredi. 
)>  L'Académie  y  assistera  et  s'assemblera  chez  M.  le 
»  grand  maitre  à  trois  heures  et  demie. 

Du  I"  août.  —  u  MM.  Tabbé  Marie  et  Le  Gendre 
»  sont  entrés  et  ont  remercié  TAcadémie  de  ce  qu'elle 
»  a  bien  voulu  assister  à  la  thèse  soutenue  par  ce  der- 
»  nier.  » 

Pas  un  mot  d'approbation  pour  Y  écolier.  Cependant 
on  doit  conclure  qu'il  avait  bien  défendu  sa  thèse,  ou 
plutôt  son  exercice  du  mercredi  soir  25  juillet,  puisqu'il 
venait  remercier  le  mercredi  i"  août. 

Je  conjecture  que  tout  Tintéret  de  la  chose  venait  de  la 
grande  jeunesse  de  l'auteur;  car  Le  Gendre,  né  en  175a, 
n'avait  alors  que  dix -huit  ans. 

Note  du  Rédacteur.  Le  mot  Parisinus  indique  que  Le 
Gendre  était  Parisien.  Lors  de  son  élection  a  T  Académie 
en  1783 ,  les  registres  portent  qu'il  est  né  à  Paris,  indi- 
cation qui  sans  doute  était  dictée  par  lui-même.  Il  est 
né  le  18  septembre  1752  et  mort  a  Auteuil,  où  il  est  en- 
terré, le  9  janvier  i833.  On  ignore  d'après  quels  rensei- 
gnements la  Biographie  unii^erselle  Michnud  assigne 
Toulouse  pour  lieu  de  naissance. 
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Depuis   179a,  pour  faire  disparaître  une  apparence 
féodalcy  on  a  écrit  Legendre.  Aujourd'hui  la  direction 
est  inverse  :  Tempora  mutantitr  et  nomina  in  Mis. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Cours  d'Analyse  db  l'Ecole  Polytechnique,  par 
M.  Stumiy  membre  de  l'Institut  5  publié  d'après  le  vœu 
de  l'auteur  par  M.  E.  Prouhet,  professeur  de  Mathé- 
matiques. Tome  P'.  Paris,  1857;  in-8  de  xvï-409  pa- 
ges. Prix  des  2  volumes  :  la  francs.  (ChezMallet-Ba- 
ohelîer,  libraire.  ) 

Il  n'y  a  guère  plus  d'un  an  que  Slurm  a  été  enlevé  aux 
sciences  dans  la  maturité  de  Tâge  et  dans  la  force  de  son 
génie.  Aux  regrets  universels  que  cette  perte  bi  grande 
et  si  inattendue  a  excités,  se  joignait  la  crainte  que  des 
Mémoires  manuscrits,  des  recherches  ébauchées,  fussent 
^arés  ou  oubliés.  Heureusement  une  soeur  dévouée  a 
conservé  avec  soin  des  fragments  précieux,  et  un  éminent 
géomètre,  M.  Liouville,  a  promis  de  les  faire  connaître 
aux  savants.  Slurm  s'occupait  à  la  fin  de  sa  vie  de  mettre 
une  dernière  main  aux  feuilles  de  ses  cours  de  TExole 
Polytechnique  qu  il  se  proposait  de  publier  -,  ces  feuilles , 
rédigées  par  les  élèves  les  plus  distingués,  reproduisent 
fidèlement  la  méthode  et  les  démonstrations  du  maître, 
mais  elles  laissent  subsister  des  répétitions  inévitables 
dans  l'enseignement  oral,  des  n^ligences  de  rédaction, 
des  inexactitudes  de  calcul,  etc.^  l'impression  n'en  était 
possible  qu'après  une  révision  sévère,  des  corrections 
nombreuses ,  des  vérifications  de  formules ,  des  additions 
pour  suppléer  aux  lacunes.  M.  Prouhct,  dont  les  travaux 
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comme  géomètre  sont  bien  connus ,  n'a  pas  hésilé  à  accep- 
ter la  tache  pénible  d'une  publication  qui  exigeait  autant 
de  patience  que  de  sagacité  :  le  premier  volume,  que 
nous  avons  sous  les  yeux  et  qui  renferme  le  calcul  diffé- 
rentiel et  une  partie  du  calcul  intégral,  nous  prouve 
qu'il  Ta  remplie  avec  un  plein  succès. 

Le  programme  de  renseignement  du  calcul  infinité- 
simal est  resté  à  peu  près  invariable  à  TEcole  Polytech- 
nique depuis  un  demi-siècle.  Les  questions  qu'il  renferme 
constituent  un  cours  élémentaire  distribué  dans  un  ordre 
logique^  les  géomètres  d'un  mérite  supérieur  qui  l'ont 
successivement  professé,  ont  contribué  d'une  manière 
sensible  au  perfectionnement  des  méthodes  d'exposition 
de  cette  branche  de  l'analyse.  Slurm,  qui  a  enrichi  la 
science  de  découvertes  immortelles ,  a  voulu  aussi  la  ser- 
vir en  léguant  à  ceux  qui  cultivent  les  mathématiques  le 
fruit  de  son  expérience,  acquise  pendant  un  professorat 
de  plus  de  vingt  années.  Ajoutons  qu'il  avait,  par  une 
rare  exception ,  toutes  les  qualités  nécessaires  pour  écrire 
avec  perfection  un  ouvrage  didactique ,  qualités  que  ne 
possèdent  pas  toujours  les  esprits  originaux  et  inventifs. 
Il  apportait  à  ses  leçons  le  zèle  le  plus  consciencieux, 
préparant  avec  soin  ses  démonstrations,  l'ordre  de  ses 
calculs  et  s'efforçant  à  rendre  lumineux  les  points  dîflS- 
ciles.  Penseur  profond,  il  avait  au  plus  haut  degré  la  fa- 
culté de  creuser  un  sujet  et  de  l'envisager  sous  toutes  ses 
faces  -,  aussi  arrivait-il  presque  toujours  à  des  démonstra- 
tions brèves ,  élégantes ,  non  surchargées  de  calculs ,  frap- 
pantes d'évidence. 

S'il  est  vrai ,  comme  le  rappelle  M.  Prouhet  dans  l'in- 
téressante Notice  qui  sert  d'introduction  k  Touvrage,  que 
les  auditeurs  écoutaient  la  parole  du  maître  avec  le  res- 
pect que  le  génie  inspire,  il  faut  ajouter  qu'ils  profitaient 
autant  vn  étudiant  les  feuilles  incomplètes  conservées  à 
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FEcole ,  et  dont  ils  admiraient  la  clarté  et  la  simplicité. 
Sturm  n'a  pas  voulu  parer  ou  déparer  son  ouvrage  par 
des  considérations  philosophiques  vagues  et  prétentieuses 
ou  par  des  aperçus  métaphysiques  qui  simulent  la  pro- 
fondeur et  ne  portent  que  les  ténèbres.  Il  se  contente  d'é- 
tablir avec  concision,  netteté  et  sans  équivoque  les  no- 
tions saisissables  par  les  esprits  bien  faits  et  à  fixer  le  sens 
précis  des  vérités  fondamentales.  Dans  son  exposition ,  il 
adopte  la  méthode  des  limites,  que  quelques  exemples  bien 
choisis  rendent  lumineuse.  La  différentiation  des  fonc- 
tions à  plusieurs  variables  rappelle  quelques  formes  des 
feuilles  d'Ampère.  Les  leçons  sur  les  séries ,  sur  le  déve- 
loppement des  fonctions,  sur  la  courbure  des  lignes, 
présentent  dans  un  cadre  resserré  un  ensemble  aussi  com- 
plet que  substantiel.  Deux  leçons  élégantes  sur  les  expres- 
sions imaginaires  renferment  tout  ce  qu'il  est  utile  de 
savoir  sur  cet  important  sujet.  Rien  n'est  omis.  Les  diffi- 
cultés qui  ont  été  un  sujet  de  discussion  entre  Euler  et 
d'Alembert,  relativement  aux  logarithmes  des  quantités 
négatives,  sont  résolues  de  la  manière  la  plus  simple;  en- 
fin des  considérations  très-fines  montrent  la  légitimité  de 
l'induction ,  lorsqu'on  passe  des  relations  entre  des  quan- 
tités réelles  aux  mêmes  relations  entre  des  imaginaires. 
Le  livre  de  Sturm  porte  partout  le  cachet  de  son  es- 
prit profond ,  rigoureux  et  original.  Il  restera  dans  l'en- 
seignement comme  un  guide  excellent  pour  tous  ceux 
qui  voudront  être  initiés  le  mieux  et  le  plus  vite  pos- 
sible à  la  connaissance  de  l'analyse  infinitésimale.  En  le 
parcourant,  nous  nous  sommes  souvent  demandé  si  le 
moment  n'était  pas  venu  d'introduire  dans  les  éléments 
la  méthode  et  la  notation  différentielle  dans  ce  qu'elles 
ont  de  plus  simple.  Par  ce  moyen ,  on  supprimerait  une 
foule  de  procédés  indirects,  particuliers  et  souvent  diffi- 
ciles, dont  on  fait  usage  pour  les  questions  des  maxima , 
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des  ungeules,  des  quadratures  ^  questions  non«-sea]eiiieni 
indispensables  dans  l'étude  de  Talgèbre,  de  la  physique, 
de  la  mécanique,  mais  aussi  dans  les  applications  pra» 
tiques  dont  on  s'occupe  beaucoup  aujourd'hui  (*). 

Les  professeurs ,  tous  ceux  qui  cultivent  et  qui  aiment 
les  mathématiques  sauront  gré  à  M.  Prouhet  des  soins 
qu'il  s'est  donnés  pour  éditer  les  oeuvres  classiques  d'un 
des  géomètres  les  plus  originaux  de  notre  époque.  Les 
amis  de  Sturm  seront  à  jamais  reconnaissants  à  ce  savant 
de  son  dévouement  pour  la  mémoire  d'un  homme  dont  le 
nom  durera  autant  que  l'algèbre.  Beassinb. 


FRACTIONS  C0NTINUI8. 


On  dit  qu'on  trouve  déjà  l'emploi  des  fractions  con- 
ti  nues  dans  l'ouvrage  suivant ,  antérieur  a  Broonker  : 

Càtàldi  (P.-A)  :  Tratlato  del  modo  brevissùno  di 
tro^are  la  radice  quadra  dei  numeri.  Bologna ,  161^. 

C'est  à  vérifier. 


PROBLÈME  D'ANALYSE  INDÉTERHIKÉE  DR  DiOPHANTE 

(▼olr  BoLUTiir,  lone  III,  part  M); 

Pae  m.  LEBESGUK. 


La  solution  de  DIophante  est  incomplète;  cela  vient  de 
ce  qu'il  raisonne  uniquement  sur  des  nombres  entiers, 

(*)  Ces  vœux  de  mon  savant  collègue ,  émis  il  y  a  plus  d'un  siècle  par 
d'Alembert,  sont  restés  et  resteront  encore  des  siècle»  dcs/9/a  desideria.  H 
ne  faui  poa  que  la  science  devienne  trop  facile.  C'est  l'ofiififoii  de  bi«D  des 
cens.  Tm. 
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tandis  qu'il  aurait  fallu  raisonner  sur  des  nombres  ra- 
tionnels enliers  ou  fractionnaires. 

S^il  y  a  X  mesures  à  8  dragmes,  y  mesures  à  5  drag- 
mes ,  les  équations  du  problème  sont 


8x4-5^  =  2',      x-{-  y  =z  v^«*  4-  6o  =  Vy 

.r ,  j^  z ,  ^'  étant  des  nombres  rationnels  positifs. 
Il  faut  donc  avoir 

z»  4-6o  =  v\ 
de  là 

3j:  =  p'  —  6o  —  Si', 
3r  =  8p--  (f;'-6o). 

Ces  équations  montrent  que  Ton  a 
8>._^>5. 


L'équation 

^2  4.  6o  =:  P' 

donne,  en  posant 

f  -h  Z  =  2  «  , 

d^où 

60 

i'—  Z  = , 

7.U 

i5  i5 

p=«H >      z=« ; 

»  If 


il  faut  donc  avoir  u  positif  >  ^i5. 
y  devient  nul  pour 

p=  2(2  -h  /Î9) 
et  X  le  devient  pour 
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(le  sorte  que  u  doit  tomber  entre 


î  [5  +  V^^  H-  v/io  (5  -h  v/265)  J 


et 


24-  V^-f-a  ^2-f-^, 
ou  encore  entre 

8  4-  une  fraction     et     114-  une  fraction. 

Posant 

a  =  9,  10,  H, 

on  a  les  trois  solutions 


32 


4  284  _  ^2         

27'  -^       27'  ~"3*  "       X' 
59                79                17  23 

12  12  a  2 

1252  244  106  i36 


121  121  II  II 

(solutions  de  Diophante). 

Toute  autre  valeur  rationnelle  de  (i,  entre  des  limites 
données ,  conduira  à  une  solution  :  il  y  en  a  donc  une 
infinité. 

Cette  solution  ne  suppose  rien  qui  ne  se  trouve  déjà 
dans  Euclide.  Diophante  aurait  pu  donner  une  solution 
complète  s'il  avait  vu  que  la  résolution  des  équations  du 
deuxième  degré  est  dans  Euclide.  U  s'ensuit  que  les  li- 
mites à  calculer  pour  que  les  solutions  soient  en  nombres 
positifs  pouvaient  être  déterminées  ainsi  que  je  Tai  fait 
plus  haut. 
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DALRYMPLE  (Aicimit). 


Le  Dépôt  des  cartes ,  plans  et  journaux  de  la  marine, 
à  Paris ,  possède  l'ouvrage  suivant  :  General  introduction 
10  the  Charts  and  Memoirs  published  bj  Dalrymple. 
Humanwn  est  errare,  Virg,  Originaly  printed  in  177a. 
Second  édition.  Loudon,  by  George  Bigg;  1786.  Grand 
in-4. 

-  C'est  une  collection  de  huit  Mémoires.  La  pagination 
recommence  pour  chaque  Mémoire.  Tous  ces  Mémoires, 
à  l'exception  du  premier,  roulent  sur  la  description  des 
côtes  de  la  Chine,  d'après  des  voyages  entrepris  par  divers 
bâtiments.  Ce  sont  des  journaux  marins  de  voyage.  Les 
cartes  n'y  sont  pas. 

Le  premier  Mémoire  est  :  Essay  on  nautical  sun^eying 
by  Dalrymple,  originaly  published  in  1771.  Second 
édition.  London,  1786. 

Essai  sur  le  relèvement  nautique,  20  pages  et  i  pi. 
Cette  seconde  édition  est  publiée  par  Tauleur,  qui  dit 
avoir  fait  quelques  légers  changements.  La  méthode  de 
relèvement  par  la  théorie  des  segments  capables  est  ex- 
pliquée (p.  7)  sans  aucune  citation.  On  donne  une  con- 
struction géométrique,  d'après  le  R.  M.  Michell,  ami  de 
Dalrymple. 

Les  Mémoires  sur  les  côtes  de  la  Chine  doivent  être 
très-utiles  dans  les  circonstances  actuelles. 

Sur  le  dos  du  livre,  on  lit  :  JVautical  Memoirs  and 
Journal  Dalrymple.  Fol.  IV.  C'est  probablement  le 
quatrième  volume  d'une  collection  de  journaux  de  voyages 
maritimes. 
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Le  nom  de  Daliymple  le  marin  ne  se  trouve  pas  dans 
la  Biographie  Mîchaud. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Eléments  de  Géométrii*.  conformes  aux  Programmes  de 
renseignement  scientifique  dans  les  lycées;  par  Cli, 
Biiot,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée 
Saint-Louis^  et  Ch,  Vacquant,  professeur  adjoint  de 
mathématiques  spéciales  au  Lycée  Bonaparte.  Appli- 
cation, 2"  et  S**  parties  ;  Géométrie  descriptive  et  Nivel- 
lement ,  à  Tusage  des  classes  de  Seconde,  de  Rhétorique 
et  de  Mathématiques  spéciales;  de  la  page  107  à  la 
page  3499  pi*  m  à  IX,  91  figures  dans  le  texte.  Pa- 
ris, in-8-,  i856. 

Permettez- moi ,  mon  cher  Rédacteur,  de  signaler  le 
progrès  qui  se  manifeste  d'une  manière  évidente  dans 
renseignement  élémentaire  de  la  géométrie  descriptive. 
.  Que  de  fois  vous  m'avez  entendu  dire  et  que  de  fois  j'ai 
écrit  :  Quand  donc  commencera- t-on  le  dessin  des  pn)- 
jections  avec  le  cinquième  livre  de  la  géométrie,  et  par  la 
projection  cotée,  si  simple,  si  élémentaire,  si  naturelle? 
Eh  bien,  nous  y  arrivons.  Jugoz^en. 

C'est  en  i8a3  que  le  capitaine  du  génie  Noizet  publiait, 
dans  le  n^  6  du  Mémorial  de  V officier  du  génie,  son  Mé- 
moire sur  la  géométrie  appliquée  au  dessin  de  laforlijica- 
tion,  où  se  trouve  exposée  avec  toute  la  clarté  désirable 
la  méthode  des  plans  cotés  que  cet  officier  enseignait  avec 
distinction  à  «1.^ Ecole  d'Application  de  l'Artillerie  et  du 
Génie.  Le  titre  technique  de  ce  Mémoire,  la  dénomination 
de  plans  cotés ,  et  surtout  la  publicité  restreinte  d'une 
impression  officielle,  telles  sont  les  causes  du  peu  d'atten- 
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tioii  qu'on  a  apportée,  en  dehors  du  corps  du  Génie,  à 
cet  important  travail.  Ce  n'est  même ,  chose  surprenante, 
que  dix  ans  après,  en  i833 ,  et  sur  les  demandes  réitérées 
de  TEcole  de  Metz,  que  les  plans  cotés  sont  entrés  dans 
le  programme  de  "géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Poly- 
technique [*).  Où  les  y  trouve-t-on?  Dans  les  applications, 
avec  les  ombres,  la  perspective  et  la  stéréotomie,  quand 
au  contraire  on  aurait  dû  mettre  celte  méthode  de  pro- 
jection au  commencement  du  cours.  Quelle  part  lui  fai>- 
sait-on?  Celle  d'une  leçon  et  d'une  épure.  Et  l'épure 
était  tellement  insignifiante  par  elle-même  et  à  cause  de 
sa  place  reculée,  la  dix-neuvième  dans  la  série  des  exer- 
cices ,  que  les  élèves  n'ont  jamais  eu  la  moindre  considé- 
ration pour  une  méthode  qu'ils  ne  pouvaient  pas  appré- 
cier, faute  de  la  connaître.  Les  conséquences  de  cet  éta'. 
de  choses,  qui  a  duré  vingt  ans,  se  sont  étendues  plus 
loin  qu'il  n'apparaît  au  premier  abord. 

En  1837,  après  plusieurs  années  d'essais  faits  à  l'Ecole 
d'artillerie  de  Metz  et  aux  Cours  industriels  gratuits  de  cette 
ville,  je  lithographiais  la  Représentation  des  co/jjs  solides 
à  raine  d'un  seul  plan  de  projection  et  de  cotes  de  dis- 
tance^ production  très-imparfaite,  improvisée  dans  des 
circonstances  de  service  pressantes,  dont  vous  vous  sou- 
venez sans  doute.  Aussi  ai-je  mis  de  côté  tout  amour- 
propre  d'autour  et  cédé  au  seul  désir  d'être  utile ,  on  con- 
sentant à  laisser  cette  aulographie  se  répandre.  J'espérais 
faire  naître  chez  quelqu'un  de  mes  honorables  collègues 
(le  renseignement  l'idée  de  rtîprendre  ma  voie ,  et  de  faire 
mieux  que  moi.  Soin  inutile! 


;*)  Programme  pour  Vanm'c  scoUiiie  »83i-i8!i3  ,  p.  18.  «  Notions  sur  lu 
»  manière  de  représenter  les  surraces  par  le  moyen  d'un  scnl  plan  do'pro- 
»  jecli(»n.  —  19**  opiire.  Problrnics  divers  ii  résoudre  au  moyen  do  ce 
))  procvdc.  »  Tes  probli»niO!<  n'nllaicnl  pns  au  delà  de  la  ligne  droite  et  du 
plan. 
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En  i849>  ^^*  "^  général  Noizet ,  alors  membre  dû  Con- 
seil de  Perfectionnement  de  TEcole  Polytechnique  et 
d'une  Commission  chargée  de  revoir  renseignement  des 
arts  graphiques ,  me  demanda  quelques  notes  où  je  re* 
trouve  les  réflexions  suivantes  :  a  II  n'y  a  pas  de  mesure 
»  qu'on  n'ait  tentée  à  TEcole  Polytechnique  pour  donner 
»  de  l'intérêt  au  dessin  topographique;  les  programmes 
»  de  renseignement  et  les  procès-verbaux  des  conseils  en 
)>  font  foi.  Encore  aujourd'hui,  malgré  les  améliorations 
»  réelles  que  le  colonel  Leblanc  y  a  introduites,  ce  genre 
>»  de  dessin,  si  utile  et  si  attrayant  par  lui-même,  n'est 
»  pour  les  élèves  que  l'occasion  de  quelques  exercices 
»  qu'ils  abaissent  sous  la  misérable  désignation  de  topOj 
»  mot  d'argot  qu'il  est  désirable  de  voir  disparaître  de 
»  l'Ecole.  On  ne  relèvera  le  dessin  topographique  du  dis- 
»  crédit  où  il  est ,  qu'en  prenant  pour  base  de  son  ensei- 
»  gnement  la  projection  cotée,  à  laquelle  un  nombre 
»  suflSsant  de  leçons  serait  consacré.  Alors  seulement  les 
))  élèves  accorderont  à  ce  travail  la  considération  qu'il 
»  mérite,  et  le  résultat  utile  de  leurs  exercices  sera  dé- 
»  cuplé.  Mais  surtout  que  l'on  remplace  l'insignifiante 
»  épure  19  par  quelques  autres  questions  faciles  à  trou- 
»  ver!  En  tout  cas  ,  c'est  au  commencement  du  cours  et 
»  non  dans  les  applications  que  les  plans  cotés  devraient 
»  être.  Je  vais  plus  loin  :  leur  vraie  place  est  dans  le 
»  Programme  d'admission ,  etc. 

»  Mieux  que  personne  ;  vous  reconnaitrez  que  le  sy&* 
»  tème  des  doubles  projections  i^ectangulaires  est  l'objet 
»  trop  exclusif  des  leçons  de  géométrie  desciiptive  à  l'É- 
»  cole.  Son  importance  est  grande  sans  doute,  puisqu'il 
»  est  la  base  du  dessin  architectural  et  du  dessin  des  ma- 
»  chines^  et,  en  général,  de  la  représentation  de  tout  ob- 
»  jet  qui  a  des  dimensions  plus  ou  moins  considérables 
»  dans  le  sens  horizontal  cl  dans  le  sens  vertical.  Mais 
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»  le«  bâtiments  et  les  machines  ne  sont  pas  les  seuls  tta- 
»  vaux  d'art  que  les  ingénieurs  aient  à  projeter,  repré- 
»  senter  et  exécuter.  Il  est  d'autres  objets,  tels  que  les 
M  canaux ,  les  routes,  les  chemins  de  fer,  les  fortifications, 
»  les  formes  du  terrain,  etc.,  qui,  ayant  un  très-grand 
»  développement  dans  le  sens  horizontal ,  sous  de  très- 
»  faibles  dimensions  dans  le  sens  vertical,  ne  peuvent 
»  plus  être  représentés  par  des  combinaisons  de  plans  et 
»  d'éléi^ations,  mais  seulement  à  Taide  de  plans  sur  les- 
))  quels  le  relief  est  indiqué  par  des  cotes  convenablement 
»  disposées....  » 

n  ne  fut  pas  donné  à  Tauteur  de  la  méthode  des  plans 
cotés  d'attacher,  enfin,  à  son  nom  la  célébrité  qu'il  aura 
un  jour  en  dehors  du  corps  du  Génie. 

Je  ne  parle  que  pour  mémoire  de  ce  que  j'ai  tenté  dans 
les  années  i85o  et  i8bi,  lorsque  je  remplaçais  le  colonel 
Leblanc  appelé  au  siège  de  Rome.  Je  me  suis  servi  des 
explications  que  j'étais  autorisé  à  donner  en  commun 
aux  élèves  réunis  à  l'amphithéâtre  pour  faire  apparaître 
la  projection  cotée  en  topographie. 

Nous  voici  en  i852.  Tout  étant  mis  en  question  par 
la  Commission  mixte  chargée  de  la  réi^ision  des  Pix)- 
grammes  d'admission  aux  Écoles  du  gouv^ernenient  et 
de  l'enseignement  scientifique  des  Lycées ,  j'en  profitai 
pour  adresser  des  Notes  à  M.  le  Président  de  cette  Com- 
mission, ainsi  qu'à  M.  le  général  Noîzet  et  à  M.  Bom- 
mart,  alors  directeur  des  études  à  l'Ecole  Polytechnique, 
Fun  et  l'autre  membres  de  la  Commission,  a  Je  suis  na- 
turellement conduit,  disais-je  à  M.   le  Président,  à 


» 


»  vous  parler  du  dessin  des  projections  qui  manque  dans 
»  l'enseignement  primaire  des  sciences,  bien  que  l'expé- 
»  rience  ait  prouvé  surabondamment  que  les  ouvriers, 
»  hommes  intelligents  mais  peu  exercés  aux  spéculations 
»  dcTesprit,  y  réussissent  parfaitement.  Pourquoi  donc 
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»  les  lycées  âout-lls  en  relard  sur  ce  poiiilP  Cela  lieiil  à 
»  ce  que  Ton  croil  les  élemeiils  de  la  géométrie  descriptive 
»  plus  difficiles  qu  ils  ne  le  sont  rc'ellcmenl,  et  que  Ton 
»  regarde  à  tort  comme  inliéreutes  à  la  matière  de  Fen- 
»  scignement  des  difficultés  qui  ne  vieunent  que  de  la  raé- 
»  ihode  que  Ton  suit.  Je  voudrais  pouvoir  dire  à  mes 
))  collègues  des  lycées  : 

»  Placez  les  premiers  éléments  du  dessin  k  la  règle  et 
»  au  compas  dans  la  géométrie  des  deux  dimensions,  et 
»  non  dans  le  dessin  des  projections. 

»  Parlez  de  projections  dès  le  cinquième  livre  de  la 
))  Géométrie,  en  aidant  les  élèves  par  quelques  exercices 
»  sur  Tusage  du  fil  h  plomb  et  du  niveau  d'eau. 

»  Renoncez  à  mellre  au  début  les  élèves  en  présence 
»  de  deux  plans  de  projection,  c'est-à-dire  d'une  dualité 
»  dont  la  conception  entraîne  des  idées  de  rabattement  et 
»  de  relèvement  d'une  difficulté  réelle,  que  tous  vous  aves 
»>  constatée  5  difficulté  encore  augmentée  par  la  considé- 
))  ration  des  cbangemenls  de  plans  dont  on  a  voulu  faire 
»  une  méthode  au  lieu  d'un  simple  artifice  graphique, 
))  connu  et  pratiqué  depuis  longtemps,  même  avant  la 
»  Géométrie  descriptive  de  Monge.  Commencez  plutôt 
))  par  la  méthode  d'un  seul  plan  de  projection  el  de  cotes 
))  de  distance,  par  Isl  projection  cotce^  avec  laquelle  les 
))  élèves  parviennent  très-proniptement  A  écrire  leurs 
»  combinaisons  sur  la  grandeur  figurée,  à  composer,  en 
»  un  mot,  presque  avec  la  rapidité  de  la  pensée.... 

»  Renoncez  h  faire  reproduire  aux  élèves  les  épures 
»  gravées  des  auteurs  et  obligez-les  de  bonne  heure  à 
»  travailler  sur  des  programmes  individuels,  travail  qui 
))  seul  peut  leur  donner  de  l'initiative,  les  rendre  sûrs 
)  d'eux-mêmes  cl  les  amener  fiiialinient  à  lire  facilement 
n  dans  l'espace . 

»  Cessez  de  les  arrêter  l\  des  questions  purement  abs- 
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>)  traites  ,  telles  que  l;i  distance  irun  point  à  une  droite 
»  ou  à  un  plan,  de  la  dislance  de  deux  droites,  de  l'angle 
»  de  deux  plans,  etc.,  questions  fondamentales  qu^on 
M  peut  comparer  avec  raison  aux  quatre  règles  de  T  Arith- 
»  mélique,  et  qu'il  suffit  de  traiter  au  tableau  avec  de  la 
w  craie  ou  sur  le  papier  avec  le  crayon.  Qu'on  leur  de- 
))  mande  plutôt  d'imaginer  une  forme,  un  solide  défini, 
M  une  pyramide,  je  suppose,  de  la  représenter  et  d'exé- 
»  cuter  sur  elle  diverses  opérations  empruntées  aux  com- 
»  binaisons  de  la  ligne  droite  et  du  plan  :  par  exemple, 
))  de  U  tronquer  suivant  certaines  conditions  ,  d'en  me- 
»  surer  les  dimensions  et  d'en  calculer  le  volume,  d'en 
»  développer  la  surface  et  de  construire  l'angle  qui  me- 
»  sure  Tinclinaison  de  deux  faces  adjacentes,  etc.  A  ce 
»  propos,  on  leur  expliquerait  sommairement  la  possi- 
n  bilité  d'exécuter,  avec  les  résultats  ainsi  obtenus,  le 
»  solide  qu'ils  ont  imaginé  et  représenté ,  de  l'exécuter  eu 
w  papier  d'abord,  puis  en  matière  solide  (plâtre,  cire, 
»   terre  glaise,  etc.). 

»  Signalez  enfin  aux  élèves  le  triple  objet  de  la  géo- 
»  métrie  descriptive ,  qui  est  de  concevoir  une  forme 
w  géométrique,  de  la  représenter  d'après  les  procédés  du 
»  dessin  des  projections  et  d'en  déduire  les  éléments  né- 
»  cessaires  pour  sou  exécution  en  relief-,  réciproque- 
M  ment,  de  mesurer  un  solide  donné,  de  le.  leuer^  selon 
»  l'expression  consacrée  par  la  pratique,  pour  pouvoir 
»  le  rendre  intelligible  par  tous  et  exécutable  en  relief 
«   à  une  échelle  quelconque. 

M  Suivez  cette  voie  déjà  éclairée  par  l'expérience,  et 
»  vous  serez  surpris  de  la  promptitude  avec  laquelle  les 
»  élèves  acquerront  des  notions  exactes  de  situation, 
»  de  forme,  de  dimensions,  de  symétrie,  de  régula- 
»  rite,  etc. 5  vous  les  verrez  passer  avec  une  étonnante 
»  facilité  de  la  projection  cotée  aux  doubles  projections 


(  7^  ) 
»  rectangulaires,  à  la  projection  oblique  et  parallèle, 
))  à  la  projection  concourante,  etc. 5  vous  les  trouverez 
»  enfin  parfaitement  préparés  pour  les  applications  les 
»  plus  importantes  de  la  géométrie  descriptive,  qui  sont 
»  les  leviers  de  terrains  y  de  bâtiments  et  de  machines  y 
»  but  final  de  l'enseignement  primaire  de  la  géométrie 
))  descriptive.   » 

En  défini live,  qu'est-il  sorti  des  travauiçde  la  Commis- 
sion mixte  de  iSSa?  Vous  le  trouverez,  mon  cher  Rédac- 
teur, dans  le  Plan  d'études  des  Lycées  de  i853 ,  sous  la 
forme  d'un  Programme  découpé,  discontinu,  sans  méthode 
apparente,  ainsi  que  le  montrent,  pour  ne  citer  qu'un 
exemple,  les  fragments  de  projection  cotée  qui  sont  pla- 
cés sans  ordre  à  la  suite  du  nivellement.  Mais  la  consé- 
quence la  plus  fâcheuse  de  ce  plan  d'études,  quant  à  ce 
qui  regarde  l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  et 
des  travaux  graphiques,  c'est  la  suppression  de  la  géo- 
métrie descriptive  sur  le  programme  des  mathématiques 
élémentaires.  Cette  suppression  est  Tobjct  d'un  regret 
général. 

Toutefois  on  peut,  on  doit  même,  en  s' arrêtant  au 
fait  de  l'apparition  des  plans  cotés,  considérer  les  nou- 
veaux Programmes  comme  un  acheminement  vers  la  meil- 
leure méthode  d'enseignement  du  dessin  des  projections. 
La  tentative  récente  de  MM.  Briot  et  Vacquant  en  four- 
nit une  preuve.  Ces  deux  habiles  professeurs  ont  fait, 
conformément  aux  Programmes  de  Venspignement 
scientifique  dans  les  lycées,  tout  ce  qu'il  était  possible 
de  faire.  Reproduire  leur  table  des  matières ,  serait  don- 
ner lieu  à  de  nombreuses  observations  de  détail  qui  ne 
sauraient  trouver  place  ici.  En  résumé,  voici  où  en  esta 
Paris,  à  la  fin  de  l'année  i856,  l'enseignement  élémen- 
taire de  la  géométrie  descriptive. 

L' Université  a  donné  entrée  aux  plans  cotés  dans  ses 
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programmes ,  programmes  dont  le  livre  de  MM.  Briot  et 
Vacquant  est  Texpression  fidèle. 

A  V École  Polytechnique ,  la  projection  cotée,  réunie 
aux  diverses  méthodes  de  représentation  de  Tétendue 
figu*^ée,  est  reportée  dans  les  premières  leçons  de  géo- 
métrie descriptive. 

On  la  trouve  placée  dans  les  mêmes  conditions  sur  le 
programme  du  cours  de  géométrie  descriptive  du  Conser- 
t^aioire  des  Arts  et  Métiers;  bien  plus,  on  la  retrouve 
sur  celui  du  cours  de  géométrie  appliquée  du  même  éta  - 
blisscment,  sans  doute  pour  y  être  traitée  d'un  autre 
point  de  vue. 

A  r Ecole  municipale  de  Dessin  de  la  ville  de  Paris , 
le  professeur  de  géométrie  descriptive  traite  aussi  les 
plans  cotés,  mais,  ainsi  que  MM.  Briot  et  Vacquant, 
après  une  exposition  complète  de  la  méthode  des  projec- 
tions rectangulaires  et  des  applications  qui  s'y  rattachent. 

Cest-à-dire  que  partout,  aujourd'hui,  on  enseigne  la 
projection  cotée,  mais  pas  eneore  à  sa  vraie  place  et  avec 
le  développement  qui  lui  convient.  Voilà  où  nous  en 
sommes  sur  ce  point ,  après  un  tiers  de  siècle.  Patience  ! 
mon  <her  Rédacteur,  le  dernier  pas  sera  fait  bientôt.  En 
attendant,  rendez-moi  la  justice  de  reconnaître  que  j'ai 
prêché  d'exemple,  en  paroles  et  en  action. 

L'année  dernière,  après  Pâques,  j'ai  remplacé  M.  Ch. 
Dupin  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  Huit  leçons 
seulement  étaient  disponibles  ^  il  fallut  donc  choisir  un 
sujet  ;  on  choisit  Tart  de  lever  un  terrain,  qui  pût ,  tout  en 
se  rattachant  au  titredu  cours  de  géométrie  appliquée,  être 
resserré  dans  ce  cadre  étroit.  Mais  plus  tard,  par  suite  de 
la  prolongation  imprévue  d'un  mois .  de  Tensemble  des 
cours  du  Conservatoire ,  cette  matière  dut  être  étendue 
pour  quatorze  leçons.  Cet  incident  rompit  toute  Técono- 
mie  de  mon  court  enseignement,  et  m*cmpêcha,  dans  l'im- 

BuUelinmath^aii^ue,X,  U\,  (Octobre  tSS;.)  lO 
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possibilité  où'j^ëtais  de  revenir  siÉrmes.pas,  de  consacrer  a 
la  projection  cotée  quelques  leçon^'qui  auraient  été  parfaî- 
teiiient  placées  là.  Si  ma  santé  m'avait  permis  de  restera  ce 
poste  utile,  je  me  serais  appliqué  à^eëtnbler  cette  lacune. 
J'ajouterai ,  en  terminant,  qu'ayaiit'été  appelé  i  l-E- 
cole  Normale  supérieure  pendant  les  années  i8S3  et  i^4 
poiir  diriger  les  exercices  de  levers  de  terrain  et  de  nivel- 
lement, j*ai  eu  Toccasion  de  voir  Pétat  des  travaux  gra- 
phiques &  cette  école,  et  de  concevoir  la  pensée  d'être 
chargé  de  cette  direction,  bien  autrement  importante  à 
mes  yeux.  Pai  même  fait  quelques  démarches  à  ce  sujet, 
bien  convaincu  que  c'était  11  qu'il  importait,  avant  tout, 
de  faire  connaître  et  pratiquer  la  projection  cotée. 

Note  du  Rédacteur. 

r*  Partie  (classe  de  Troisième).  Contient  le  levé  des 
plans;  mètre,  graphomêlre,  équerre,  planchette,  arpen- 
tage, boussole,  triangulation. 

IP  Partie  (classe  de  Seconde).  Méthode  des  projec- 
tions orâiogonales;  polyèdres,  cylindres;  plan,  éléva- 
tion et  coupe  de  bâtiments. 

///'  Partie  (Rhétorique).  Nivellement,  courbes  de 
niveau  ;  plan  coté  ;  problème  sur  les  cotes  ;  lignes  de  faite  ; 
thaï  w^s,  etc. 

jippendice  (Mathématiques  spéciales).  Niveau  à  bulle 
d'air,  vérification  des  instruments  ;  niveau  d'Egault. 

Voilà  ce  que  l'on  enseigne  dans  les  lycées.  Que>este-t- 
il  à  apprendre  dans  les  écoles  dites  à! application  ?  L'ou- 
vrage commence  par  i^  et  a*  Leçons.  Nous  maintenons 
qu'il  faut  dire  i**^  et  a*  Leçon  au  singulier.  Dirait-on 
i«r  et  a*  chevaux?  La  méthode  des  plans  cotés  est  à  la 
page  i85;  elle  devrait  se  trouver  à  la  page  xi  C'est  Topi- 
nion  du  savant  géomètre  graphiste,  chef  des  travaux  gra- 
phiques à  TEcole  Polytechnique;  opiùion  à  laquelle  nous 
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adhérons  complètement.  Si  un  plan  suffit^  pourquoi  de 
prime  abord  en  prendre  deux?  H  y  a  déjà  un  tiers  de 
siècle  que  M.  Noîzet  a  montré  avec  une  clarté  extrême 
qu'un  seul  plan  suffit  à  la  solution  de  toute  espèce  de  pro- 
blèmes dans  l'espace.  D'ailleurs,  dans  les  services  publics, 
on  emploie  beaucoup  plus  de  plans  cotés  que  d'autres,  et 
c'est  pour  les  services  publics  que  la  géométrie  descriptive 
a  été  créée  ;  c'est  14  qu^elle  obtîeiit  ses  prii^cipales  applica* 
tions.  M.  Bardin  est  surpris  de  la  lenteur  qu'on  met  A  l'a- 
doption de  la  méthode  Noisel.  l.e  contraire  serait  plus  sur- 
prenant. Le  calcul  jnfinitésimal,  proposé  par  d'Alembert 
il  y  a  plus  d'un  siècle,  est-il  adopté?  Principe  général  : 
Le  temps  exigé  pour  l'admission  d^une  idée  dans  le  cou- 
rant de  l'enseignement  est  toujours  eu  raison  inverse  de 
la  quantité  de  bon  sens  que  renferme  cette  idée.  C^est 
Qiènie  un  fait  d'expérience  :  plus  une  pi*Qpositioii  s'éloigne 
du  sens  commun,  po^rvi;  quMle  soit  entourée  d'un 
clinquant  profondément  inintelligible,  plus  elle  a  de 
chances  de  succès,  d'être  acclamée  avec  enthousiasme  par 
la  foule.  C'est  ce  que  nous  apprend  un  des  plus  abstraits 
penseurs  de  l'antiquité  païenne  et  des  plus  grands  poètes 
de  l'antiquité  romaine  : 

Omnia  enim  sfqlidi  mogis  admirantur  amantgue 
Inversis  quœ  sub  yerhis  latitantiq  cernant 
V craque  constiitiunt  qupe  beUe  tange^e  possani 
Jures  et  lepido  quœ  Muntfueata  sonore, 

( De  Rerutn  natura ,  lib.  I  »  v.  643*  ) 

Un  poète  français  ajoute  que  ce^  ^toUdi  spiaf  partout  en 
majorité  ('*')• 

(*}  Pourquoi  Lnccéce  esUl  eida  de  reMâigncmeiit f  O  poèlo  fait  pour- 
unt  partie  de  i*é^itioi^  ,de^  V^îeqan  publiée  p^r  l'ordre  de  Louis  XIV  à 
l'usage  du  Dauphin.  Le  système  atomistique  est  même  aujourd'hui  la  base 
de  toutes  les  sciences.  Gassendi /prêtre  philosophe,  enseignait  ce  système 
au  GoUége  de  France  et  avait  entrepris  une  traduction  de  Lucrèce. 
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NOTE 

Sar  la  correspoilaice  icieitiiqid  it  Je»  BeriHlIi  ; 
Par  m.  PROUHET. 


Longtemps  après  rapparition  des  journaux  scienti- 
fiques, vers  le  milieu  du  xvu*  siècle,  les  satauts  ont  con- 
tinué à  se  communiquer  par  lettres  leurs  découvertes. 
Pour  donner  une  idée  de  l'activité  qui  r^^nait  dans  ce 
commerce  épistolaire,  je  citerai  Tannonce  suivante  que 
je  trouve  sur  la  couverture  du  V*  cahier  (1796)  du  jour- 
nal d^Hindenbui^  (jtrchii^  der  reinen  und  ange\9and'- 
ten  mathematik). 

a  jénnonce  relative  à  diverses  correspondances  de  Jean 

BemouUi  avec 

LeUres. 

t.  Bilfinger  (1720^25),  en  latin 60 

a.  Bumet  (fils de  Tévéque)  (i7o8-i4)>  en  fr.  32 

3.  Cramer  (1727-33),  en  français 26 

4.  De  CrouKaz  (1712-24),  en  français 4^ 

tf.  L.  Euler  (1729-42),  en  latin 24 

6.  De  Fontenelle  (1720-30),  en  français 19 

7.  Hermaon  (1702-27),  en  latin 80 

8.  Marquis  de  THôpiul  (1691-1701)  en  fr. . .  85 
0.  De  Mairan  (1 723  ^o  )  en  fr Environ  1 1 2 

10.  ISlichelotti  (1714-25),  partie  en  latin   et 

partie  en  français 108 

11.  Moivre (1704-14)»  en  français 19 

IS.  De  Mon traort  (1704-19)9  en  français.  ...  4^ 

15.  De  Maupertuis  (1730-46  )  en  fr.  •  Environ  100 
14.  Renau  (i7i3-i4)>  en  français  (en  partie 

déjà  imprimées) 8 

756 
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Rq>ort ^56 

lit.  Jean  et  J.-Jacques  Scheuchzer  (1706-36), 

en  ladn  et  en  français 4^^ 

(Celles-ci    sont    moins  scientifiques 

que  les  autres.) 

16.  Varîgnon  (  *  )  (  1 692- 1 7  22  ),  en  français . . .     246 

17.  Wolf  (1706-43),'  en  latin 97 

18.  En  outre  plus  de  120  lettres  adressées  en 

grande  partie  ^  des  savants  ou  émanées 
d'eux 120 

"699 
»  Kn  même  temps  sa  correspondance  avec  Bousquet  au 
sujet  de  rédition  des  œuvres  complètes  de  Jean  Ber- 
noulli^  enfin  divers  écrits  académiques  (  feycrlischen 
reden  )  non  encore  imprimés  et  qui  contiennent  des  su- 
jets dignes  d'être  lus.  La  plupart  de  ces  lettres  sont 
accompagnées  des  réponses  de  Bemoulli,  dont  la  majeure 
partie  a  une  certaine  étendue  et  va  au  fond  des  choses 
(lang  und grundlich). 

»  Si  Ton  trouvait  un  éditeur  disposé  à  publier  cette 
précieuse  et  intéressante  collection  d'un  des  plus  grands 
hommes  en  son  genre,  on  la  céderait  à  des  conditions 
raisonnables.  Le  titre  pourrait  être  :  Lettres  relatives  à 
r/ustoire  des  sciences  mathématiques,  » 

U  parait  qu'aucun  éditeur  n'a  voulu  entreprendre  la 
publication  de  cette  collection  dont  le  possesseur  ne  se 
nomme  pas  et  dont  il  n'est  pas  question  dans  le  corps  du 
j'ournal.  Cette  annonce  doit  être  fort  peu  connue,  puis- 
qu'elle se  trouve  sur  une  couverture  qu'on  enlève  ordi<^ 
nairement  quand  on  fait  relier  l'ouvrage,  à  moins  qu'on 
ne  soit  un  bibliophile  zélé  et  désireux  de  ne  rien  perdre. 
*—  ■■  II-..,     ■     Il     ..  . ■  ■         I    .      Il     ■  .,  . I ■   I  t 

(*)  Varignon  légua  tout  sea  papiers  à  Fontcnelle,  qui  annonce  dans  re- 
loge de  son  ami  {Histoire  de  PAcadémie,  1733,  p.  t/|6)  la  publication 
prochaine  de  sa  Mécanique  et  de  hx  Correspondance i  mais  la  Mécanique  seule 
a  paru. 
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Parmi  toutes  ces  lettres,  il  n'y  ea  a  quune  douzaine, 
écrites  par  Bernoulli  à  Euler,  qui  aient  été  pubHées.  On 
les  trouve  dans  la  Correspondance  physique  et  mathé- 
matique de  quelques  géomètres  célèbres  SEu  xviii*  siècle^ 
recueillie  par  P,-H.  Fuss.  Saint-Pétersbourg,  i843.  Les 
lettres  d'Euler  à  Bernoulli  manquent  dans  cet  ouvrage 
et  devaient  se  trouver  dans  la  collection  citée  plus  haut. 

La  correspondance  de  Bernoulli  et  de  Leibuitz,  qui 
n'est  pas  comprise  dans  la  liste  ci-dessus  y  se  compose  de 
275  lettres  et  a  déjà  été  publiée  deux  fois  : 

1®.  Sous  ce  titre  :  Vironun  celeberrimorumGot.^Gul. 
LeihnitiietJohan.  Bemoullu  Commercimn  philosophî- 
cumetmathematicum,  Lausann»et  Genev»,  174S.  a  vol. 
in.4«. 

a^.  Dans  les  Leibnizens  mathematisthe  Sehrifien,  he- 
rausgegeben  von  Gerbardt.  Band  III,  pages  111-974. 
Halle,  t855-i856;in-8. 

Cette  dernière  publication  est  la  plus  complète,  car 
elle  renferme  environ  5o  lettres  inédites  et  de  nombreux 
passages  que  les  premiers  éditeurs  avaient  supprimés  par 
un  sentiment  de  convenance  et  probablement  sur  la  re- 
commandation expresse  de  Bernoulli.  Les  passages  réta- 
blis dans  la  nouvelle  édition  n'intéressent  guère  la  science 
elle-même ,  mais  ils  font  connaître  de  plus  en  plus  l'es- 
prit caustique  et  le  caractère  ombrageuic  de  Jean  Ber- 
noulli. Les  citations  suivantes  en  donneront  une  idée  {*). 

Bernoulli  loue  ce  bon  Yarignon,  qui  généralisait  si  bien 
ses  théorèmes  et  ceux  de  Leibnitz ,  mais  ce  n'est  pas  sans 
lancer  quelque  sanglante  épigramme  contre  le  peufde 
français. 

Cl  Laudo  hujus  viri  raram  modestiam;  {non  oerte 
Gallum  diceres,  adeo  alienus  est  a  nationis  ingenita  féro- 


ce) fierikOuUi  avait  conscience  de  son  iomence  6upéri«ii(é  et  avait  le 
tort  de  8*eo  exprimer  trop  ouvertement  et  d'une  manière  b1ea«ante.  Ta. 
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citate  et  fadtu  :  odit  ipse  vcinitatem  suorum  «popularium , 
qui  superciliose  super  eztraneos  se  attollunt ,  nostra  con- 
tra invidos  strenue  défendit  (^)]-  »  (Page  éfii,) 

Les  Italiens  sont  moins  fiers,  è  ce  qu'il  parait,  mais 
ils  s'abusent  sur  roriginalité  de  leurs  inventions. 

(c  Remitto,  ut  jubés,  epistolam  D°^  Zcndrini.  Ex  ca 
video,  ut  et  Riccatum  [aliosquequosdam  Italos  velle  agere 
simias  nostras,  non  tamen  agnoseere  nisi]  nostra  tantum 
imitari.   »  (Page  946.) 

Quant  aux  Anglais,  Bernoulli  les  déteste  cordialement 
et  ne  laisse  échapper  aucune  occasion  de  leur  dire  quel- 
que bonne  vérité. 

«  [Hi  non  disputant  ut  veritâtem  tueantur,  sed  quîa 
de  nationis  gloria  agi  putant,  quando  vident  magistrum 
suum,  in  cujus  verbi  juramnt,  in  discrimine  causas  si ve 
bons,  sivemalae  (boc  non  attendunt)  versari].»  (PagegâS.) 

Bernoulli  ne  dédaigne  pas  le  jeu  de  mots,  quand  il  s'agit 
de  dire  une  méchanceté. 

«  Vidi'Muysi  Elementa  Physices  et  perlustravi  :  [tu- 
midus  est  titulus  et  multa  promittens,  sed  de  quo  vere 
dici  potest  :  Parturiuut  montes ,  nascetur  ridiculus  mus. 
Cujus  itaque  uomen  et  omen  habet  auctor].»  (Page  89a.) 

De  plus  tristes  pages  sont  celles  où  la  haine  de  Jean 
Bernoulli  se  répand  en  amères  récriminations  contre  son 
frère.  La  passion  Fentraine  alors  dans  des  exagérations 
incroyables.  Ainsi  il  assure  hardiment  (audacler)  que 
sans  lui  son  frère-  Jacques  n'aurait  peut-être  pas  dépassé 
les  éléments. 

(c  [Nam  licet  explicatorem  sex  priorum  Elementorum 
Euclideorum  jam  ante  decennium  habuerim  fratrem  "vel 
poltus  instigatorem,  audacter  asseverare  possum  illum 
forsan  absque  meo  adminiculo  communis  geometri»  po- 

(*)  Les  passages  renfermés  entre  crochets  [  ]  sont  remplacés  par  des 
points  dans  l'ancienne  édition. 
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luaeria  nunquam  praeteigressum  fuisse.]  »  (Page  i63.) 

Néanmoins  BeruouUi  n'oublie  pas  les  égards  que  l'on 
doit  à  un  frère  aîné. 

(i  [Hsec  tibi  dico  saltem  ut  videas  illum  nuUam  me 
persequendi  rationem  habere.  Quod  quidem  publiée  os- 
tendere  deberam,  sed  fraternitatis  leges  melius  observa 
et  prùnogeniliirœ  aliquid  défera, '\  )i  (Page  i63.) 

Il  est  à  regretter  que  M.  Gerhardt  n'ait  pas  distingué 
par  un  signe  typographique  les  additions  faites  à  Tancien 
texte ,  ce  qui  aurait  permis  d'apprécier  d*un  coup  d'ceil 
le  nombre  et  la  valeur  des  documents  nouveaux  dont  sa 
publication  enrichit  Thistoire  scientifique.  Il  aurait  du, 
ce  me  semble,  conserver  les  sommaires  et  la  table  des  ma- 
tières de  Tancienne  édition,  appendices  sans  lesquels 
toute  recherche  est  impossible.  Malgré  ces  critiques,  qui 
ne  portent  que  sur  la  forme ,  nous  recommandons  à  tous 
les  amis  des  sciences  Futile  entreprise  de  MM.  Gerhardt 
et  H.  Pertz.  Peut-être  faut-il  attribuer  au  peu  d'encou- 
ragement qu^ont  reçu  les  éditeurs  la  lenteur  avec  laquelle 
marche  la  publication  des  OEuvres  complètes  de  Leib- 
iiitz,  qui,  commencée  en  1 84 2)  n  est  pas  encore  terminée 
en  1857.  L^honneur  de  notre  époque,  et  particulièrement 
de  deux  nations,  est  intéressé  à  ce  qu'un  pareil  monument 
ne  reste  pas  inachevé. 

Note  du  Rédacteur.  Il  est  à  remarquer  que  les  hommes 
les  plus  occupés,  qui  ont  publié  les  ouvrages  les  plus 
nombreux,  les  plus  volumineux,  sont  aussi  ceux  qui  se 
sont  montrés  les  correspondants  les  plus  actifs,  répondant 
toujours  aux  lettres  qu'on  leur  écrivait  sur  des  points 
scientifiques  ou  littéraires.  Il  suiSt  de  citer  Leibnitz  et 
>'oltaire.  Le  inanque  {le  temps  est  un  prétexte  banal,  le 
plus  souvent  mimsopger,  servant  de  manteau  soit  à  la 
paresse,  soit  à  un  orgueil  ridicule,  apanage  otxlinaire  de 
la  médiocrité. 
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BlBLIOGRAraiG. 


TaFELH  DER  QUÀDRAT    VND   KUBIK-2AHLElf   ALLER  MÂTtJRLI- 

CHEN  ^HLEJff  BIS  HUNDERT  TAusEND ,  nebst  ihrcr  anweQ- 
duDg  auf  die  zerlegung  grosser  Zahlen  in  ihre  faktoren 
nach  einer  neuen  méthode  berechnel;  von  D^  Jacoh 
Philipp  Kuli'k.  —  Tables  des  carrés  et  des  cubes  de 
tous  les  nombres  naturels  jusqu'à  looooo,  avec  l'ap- 
plication à  la  décomposition  des  grands  nombres  en 
facteurs,  calculées  par  une  nouvelle  méthode;  par 
Jacques-Philippe  Kulik,  professeur  ordinaire  de  ma- 
thématiques à  Tuniversiië  de  Prague.  Leipzig,  1848; 
in-8  de  vii-460  pages.  Prix  :  3  florins. 

Chaque  page  contient  aSo  nombres  avec  leurs  carrés 
et  leurs  cubes,  distribués  en  cinq  prc^ressions  arithmé- 
tiques de  5o  nombres  consécutifs  chacune.  Nous  donnons 
pour  exemple  Ten-lète  et  les  trois  premières  lignes  de  la 
page  56. 


99 


13 


N« 


8a  aSoo  4603;  5ooo 
8a  5301  6584  655i 
8a  7904   71 3a  6ao3 


115 


12        14 

88a    6313537 
84 
86 


352187 
990844 


913 


315 


415 


Ruileiim mmikémali^me ,  t.  III.  (Novembre  1857.) 
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i^  progression. 

i35o,  i35i, 

i352,. 

.  '399- 

2-        n 

ii35o,  ii35i,. 

•  •  y 

'«Bg?» 

3* 

9.i35o,  2i35i,. 

•  '  » 

ai399. 

4- 

3i35o,  3i35i,. 

•  •  > 

3i399, 

5- 

4^35o,  4'35i,. 

•  '  » 

4«399^ 

N  désigne  la  colonne  des  nombres ,  N*  la  colonne  des 
carres  et  N'  celle  des  cubes;  le  carré  de  i35oest  i8aa5oo 
et  le  chiffre  i  est  le  premier  chiffre  à  droite  de  tous  les 
nombres  de  cette  colonne;  ainsi 

{t35i)»=  iSaSaoi,  {i352)'=  1827904. 

11  en  est  de  même  pour  les  chiffres  2 ,  12,  i4*  Les  chiffres 
séparés  25oo  'terminent  tous  les  carrés  de  cette  ligne  \  de 
même  pour  les  cubes. 
Ainsi 

(îi35o)*=  128822500, 

(ii35i)»=  128845201, 
(11 352)'=  128867904, 
(i35o)*  =  2460375000, 
(ii35oy  =  1462135375000, 
{ii35i)3=  146252 1876551. 

L'auteur  nomme  léte  les  chiffres  que  les  nombres  dans 
la  même  progression  ont  en  commun  à  gauche  :  ainsi  les 
nombres  i,  2  ,  12,  i4  sont  des  têtes ^  et  il  nomme  pied 
les  chiffres  k  droite  qui  ont  en  commun  les  nombres  de 
la  progression  dont  la  raison  est  loooo:  ainsi  aSoo,  520i, 
7904 )  5ooo,  6551,  etc.,  sont  des  pieds.  Les  chiffres  du 
milieu  sont  le  corps:  ainsi  82 ,  46037 ,  882 ,  etc.,  sont  des 
corps.  Il  arrive  quelquefois  que  dans  une  progression  par 
unités ,  la  tête  doit  être  augmentée  de  i  ;  un  astérisque  * 
indique  cette  augmentation.  Très-rarement  cette  augraeii- 
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talion  monte  à  a ,  el  c'est  un  trait  )  qui  indique  cette 
augmentation.  La  page  suivante,  57,  contient  les  progres- 
sions commençant  par  5i3,  6i3y  713,  8i3,  913,  et  doit 
être  regardée  comme  ne  formant  qu'une  seule  page  avec  la 
précédente.  On  voit  comment ,  par  ce  procédé  ingénieux, 
on  a  pu  inscrire  cent  mille  nombres  avec  leurs  carrés  et 
leurs  cubes  sur  400  pages  in-8  renfermant  un  miHion 
et  demi  de  chiffres. 

M.  Caillet  a  eu  la  même  idée  en  1848  (Noo\^lles  Ati- 
naies,  t.  XIU,  p.  4^5) . 

Il  est  évident  qu'on  peut,  au  moyen  de  cette  Table, 
trouver  les  carrés  et  les  cubes  des  nombres  renfermés 
dans  la  formule  a.  10" +6,  pourvu  que  a  et  b  aient 
moins  de  six  chiffres;  mais  il  faut  faire  le  produit  a  ab  et 
3ab  (a-hb)]  d'ailleurs 


-*=m-(^)- 


On  voit  aussi  qu'elle  peut  servir  à  extraire  les  racines 
carrées  et  cubiques. 

L'ouvrage  contient  en  outre  onze  Tables  auxiliaires-, 

la  onzième  donne  les  multiples  de  tt  et  de  -  depuis  i  à 

loo)  avec  3o  décimales  pour  tt  et  avec  la  pour  — 

Les  dix  autres  Tables  servent  à  décomposer  un  grand 
nombre  en  deux  facteurs ,  lorsque  cela  est  possible. 

La  Table  II  contient  la  décomposition  en  deux  carrés 
de  tous  les  nombres  premiers  de  forme  4^  + 1  depuis  5 
jusqu'à  loSsp. 

On  trouve  une  semblable  Table  dans  le  Journal  de 
Crelle  (t.  XXX ,  p.  174)  étendue  jusqu'à  11981  \  mais  les 
nombres  197,  901,  ^713,  4913}  ^997  7  manquent. 

Au  moyen  de  cette  Table,  tout  nombre  qui  est  le  pro- 
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duit  de  nombres  pieiuiers  de  forme  4'»  +  x  pe«il  être  dé-* 
composé  en  somme  et  en  différence  de  deux  carrés  par  les 
théortoies  connus ,  pourvu  que  ces  faciçurs  soient  con- 
tenus dans  cette  Table. 

La  Table  lU  donne  les  nombres  impairs  de  7  à  12097 
qui  sont  la' différence  de  deux  cubes  :  N  =  op'  — y*. 

La  Table  lY  donne  les  nombres  compris  entre  9  et 
18907  qui  sont  la  somme  de  deux  cubes.  N  se  x*  -4-j^'i 
avec  les  valeurs  de  x  et  de  ^. 

Tous  les  carrés  possibles  n'ont  que  io44  terminaisons, 
en  prenant  pour  terminaisoa  les  quatre  premiers  chiffres 
à  droite. 

La  Table  X  donne  toutes  ces  terminaisons  avec  le  plus 
petit  carré  correspondant.  Exemple  : 


Terminaisons. 

Carrés. 

0001 

iia49 

OOOI 

0004 

20498 

0004 

0009 

31253 

0009 

Une  terminaison  quadratique  est  dite  congruente  addi- 
tiye  à  un  nombre  N ,  lorsqu'en  ajoutant  cette  terminaison 
aux  quatre  premiers  chiffres  à  droite  de  N ,  on  a  encore 
une  terminaison  quadratique  \  la  congruence  est  soustrac- 
live  lorsqu'il  faut  retrancher. 

Exemple.  Soit 

N  =  K;i434t; 

les  terminaiscms  0100, 0900,  2100,  23oO)  etc.,  sontcon- 
gruentes  additives;  car  434 1  +  0100  ss  444^  ^^^  est  en- 
core une  terminaison  quadratique. 

Le  Tables  V,  VI ,  VU ,  VIII ,  IX  sont  destinées  à  trou- 
ver ces  terminaisons  eongruentes  à  ui*e  terminaison  d'un 
nombre  donné  N. 

On  (comprend  i  utilité  immense  de  «ws  Tables  pour 
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trouver  les  solutions  de  Fëquatiou 

et  par  conséquent  les  facteurs  de  N  ;  soit 

N  =  2237791. 
Les  terminaisons  additives  congruentes  a  7791  sont 

0225,  0625 I  1025,  2225,  3025,  4^25, 

5o25,  6225,  7025,  8225,  9026; 

0609,  8809,  2209,  2609,  ^^^>  46^* 
9809,  6609,  7809,  8609,  9809. 

Les  nombres  astérisques  sont  des  carrés  \  si  on  les  ajoute 
successivement  à  N ,  on  trouve  des  nombres  N  qui  com- 
mencent tous  à  gauche  par  223  et  qui  ont  des  terminai- 
sons quadratiques  ^  le  nombre  0226  ajouté  h  N  donne  un 
carré 

2237791  -+-  0225  =  2238016  =  (1496)', 
donc 

N=:(i496)'  -  15'=  i5ii.i48r. 

Euler,  ayant  rencontré  ce  nombre  N,  déclare  qu'il  serait 
^lénible  de  rechercher  s'il  est  premier  ou  non  {N,  Comm, 
A,  S.  Petrop,  t.  IX,  p.  17). 

Soit 

N  =  997331. 

Par  un  procétlé  analogue,  l'autour  trouve 

N=  127.7853. 

Gauss  parvient  à  la  même  décomposition  par  la  théorie 
des  résidus  quadratiques  (Disc.  anth*y  p.  58i). 

Dans  une  note ,  Gauss  dit  avoir  calculé  une  Table  pour 
faciliter  ces  décompositions  et  exprime  l'intention  de  pu- 
blier cette  Table  si  on  le  désire.  A-t-elle  été  publiée!^ 

Les  Tables  \I11,  IX  sont  relatives  aux  terminaisons 
ccingruciites  soustractives,  cl  servent  à  découvrir  si  les 
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nombres  de  la  forme  4  '^  +  i  sont  des  sommes  de  la  forme 
X*  -j-jr*  ;  lorsqu'on  n'a  qu'une  solution  ^  le  nombre  est 
premier;  lorsqu'on  en  a  deux ,  il  n'est  pas  premier,  et  ou 
le  décompose  de  cette  manière. 
Soit 

N  =  A»-f-B*  =  C'-hD«=a*, 
on  a 

A=/?r— ^f,     C=:zpr-^qSy 

A  4-  C  =  2/?r,      B  —  D  =  2  yrj 

le  facteur  commun  àA+CetB  +  D  fait  connaître  p  et 
de  là  r  et  5. 

C  — A=2y#,     B  —  D^iqr; 

le  facteur  commun  2y  donne  la  valeur  de  q. 

Exemple  : 

N=  ioogi4oi , 

on  trouve  Tunique  solution 

a'=:i25i,     ^=2920. 

Ainsi  N  est  un  nombre  premier.  C'est  le  plus  grand 
nombre  premier  connu  (*).  Pour  le  démontrer,  Legendre 
remplit  trois  pages  ïn^4  de  calculs  assez  pénibles  {^Théorie 
ries  nombres,  3®  édit.  )  -,  M.  Kulik  n'a  besoin  que  d'une 
demi-page  in-8. 

Nous  croyons  avoir  fait  ressortir  les  services  rendus 
par  le  savant  professeur  de  Prague. 


(*)  M.  Lebesgue  me  fait  observer  que  depuis  la  publication  des  Mé- 
moires d'Euler  de  177S,  on  connaît  des  nombres  premiers  plus  grands, 
•ntre  autres  11 866009,  1 55 18809  {Commeitt4Hioiiet  arilhmetiem  coUecim, 
Pctcrsb.i  1849). 
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Sm  LE  CeiPAS  M  PROPORTION. 


L'ioTention  de  cet  înstrument,  qui  entrait  jadis  dans 
tons  les  étuis  de  mathématiques,  est  consignée  dans  Tou- 
yrage  suivant  : 

Le  operazioni  del  compasso  geometrico  e  militare  di 
Galileo,  stampata  in  Padova,  por  Pietro  Marinelli. 
t6o6.  In-fol. 

Tiré  à  60  exemplaires ,  cet  ouvrage  est  d'une  extrême 
rareté.  Il  est  réimprimé  dans  les  QEui^res  de  Galilée,  pu- 
bliées à  Bologne  en  i655,  en  tète  du  premier  volume.  On 
donne  à  Galilée  le  titre  de  noble  florentin ,  professeur  de 
mathématiques  au  collège  de  Padoue.  La  dédicace  à  Cosme 
de  Médicis,  prince  de  Toscane,  porte  la  date  de  juil- 
let 1606. 

Bientôt  après ,  un  noble  milanais  nommé  Capra  pu- 
blia un  opuscule  latin  où  il  s'attribue  Tinvention  du 
compas.  Voici  le  titre. 

Usus  et  fabnca  circini  cujusdam  proportionis  per 
quam  omnia  fere  tum  Euclidis  tum  mathematicorum 
omnium  prohlemata  facili  negotio  resoii^ntur,  opère 
et  studio  Balthazaris  Caprœ,  nobilis  Mediolanensis  ex- 
plicata.  Patav.,  1607;  in-4  de  60  j  pages  (*). 

Galilée  déféra  cet  ouvrage  au  tribunal  des  réformateurs 
du  collège  de  Padoue,  siégeant  à  Venise.  Il  obtint  gain 
de  cause.  La  sentence  porte  que  Capra  est  convaincu  de 
plagiat  et  d'ignorance  et  que  son  ouvrage  doit  être  con- 
fisqué. On  en  avait  tiré  483  exemplaires  :  44^  furent 


(*)  Dans  l'ouvrage  de  Capra  un  professeur  napolitain  adresse  dea  éloges 
à  Capra;  c^eat  probalAment  ce  qui  a  fait  dire  erronément  a  Monluda 
que  Capra  est  Napolitain. 
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saisis  chez  riniprimeur,  i3  chez  rsiiteur ,  mais  3o  éuienc 
déjà  distribues  en  divers  pays  d'Europe  ;  de  \k  aussi  Pex- 
trême  raretë  de  cet  opuscule.  Pbur  remiédier  k  ce  com- 
mencement de  publicité ,  Galilée  crut  nécessaire  de  faire 
paraître  une  défense  ; 

Difesa  contra  le  calumme  e  imposture  di  Baldassare 
Capra  Milanese.  UsetegU  si  nella  considerazioni  astro- 
nomica  sopra  la  nuova  Stella  del  MDCVIIII  corne  (e 
assaipiu)  nelpublicar  nuovamente  corne  sua  invensioni 
lafabrica  et  gli  usi  del  compasso  geometrico  e  mUitare 
sotto  in  tilolo  di  Usus  eifabrica  (comme  ci-dessus).  Pa- 
dova,  1607. 

Galilée  réfute  d*abord  un  autre  écrit  de  Capra  où  il 
prétendait  que  Galilée  devait  la  découverte  de  la  célèbre 
étoile  de  1607  ^  ^^  nommé  Coznaro.  Après  avoir  montré 
la iausseté  de  celte  allégation,  il  dit  avoir  fait  construire, 
il  y  a  cinq  ou  six  ans,  une  centaine  de  ses  compas  i  Pa- 
doue^  quHl  en  avait  montré  Tusage  au  père  de  Capra  et 
à  Capra  lui-même.  Il  rappelle  un  grand  nombre  de  pas* 
sages  de  Técrit  de  Capra  qui  ne  sont  qu'une  traduction 
littérale  de  Le  operazioni  del  compasso,  etc.  H  montre 
que  ce  Capra  est  un  ignorant,  qui,  ayant  peu  d'affection 
pour  lui ,  s'est  rendu  Tinstrument  d'un  de  ses  plus  achar- 
nés adversaires,  qu'il  ne  nomme  pas  et  sur  lequel  il 
s'exprime  avec  beaucoup  d'animosilé.  Il  le  déclare  l'en- 
nenU  du  genre  humain. 

On  a  composé  beaucoup  d'ouvrages  sur  le  compas  de  , 
Galilée^  Kastner  en  donne  la  liste  dans  son  Histoire  \ 
des  Mathématiques,  t.  III,  p.  336.  Cet  instrument, 
tombé  en  désuétude,  éuit  autrefois  aussi  répandu,  aussi 
préconisé  que  de  nos  jours  la  règle  de  Gunther. 

Burgi,  le  célèbre  co-inventeur  des  logarithmes,  a  con- 
struit avant  Galilée  un  compas,  maft  qui  n'a  rien  de 
commun  avec  celui  de  Tillustre  Pisan. 
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>^^m^  <  ■     I        ■   ■'■■  ■■ ■■..■>   Il  I        "  *! 

ROTE  SDR  II  PROCÉDÉ  POTHINOT. 

(TOlr  NoovsLLM  AmiAUit,  t.  Xlll,  p.  un.) 

Ce  procédé,  attribué  communément  à  Pothenot,  appar- 
tient à  Snellius  ^  il  est  explicitement  décrit  dans  Touvrage  : 
Eratosthenes  Batopus  de  terras  ambitus  vera  quaniitate 
à  Wûlebrordo  Snellio, 

Ati  rm  \j^' tHK^Trtif^ifmv  fttTpovg-Sf  i'têirr^mf  (*  ) , 

suscitatus.  Lugduni  Batavorum  apud  Jodocum  à  Colster,' 
ann.aOIOCXVn. 

Deux  branches  de  laurier  forment  ceinture  autour  de 
cette  devise  :  O  quant  contenipta  res  est  homo,  nui  supra 
humaria  se  crexerit  (**). 

Cet  ouvrage  remarquable,  in-4^  de  a63  pages,  est  divisé 
en  deux  livres.  Le  premier  contient  une  exposition  cri- 
tique (il  place  la  terre  Jixè  an  centre  du  monde ,  mais  il 
n'en  veut  pas  à  ceux  qui  sont  d'une  antre  opiuion)  des 
mesures  de  la  terre  données  par  les  Grecs  et  les  Arabes. 
Le  second  livre  débute  par  des  recbercbes  soignées  sur  le 
rapport  du  pied  du  Bhin,  qu'il  adopte  pour  unité,  à 
divers  autres  pieds  en  usage  :  il  trouve  que  ce  pied  étant 
représenté  par  looo,  celui  de  Paris  est  io55.  Il  évalue 
aussi  le  poids  d'un  pied  cube  rbinbndique  d'eau  disU'llée, 
afin  de  rattacher  la  longueur  de  ce  pîed  à  une  donnée 
naturelle  fixe:  à  cet  effet,  il  invente  un  appareil  in- 
génieux, qu'il  emploie  avec  beaucoup  de  précautions', 


(  *  )  Calculé  par  Tinterville  angulaire  compris  entre  des  lunettes. 
(*")  Ah!  combien  Thomme  est  chose  méprisable,  s'il  ne  s'élève  au- 
d€8su8  de  l'humaine  nature. 
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dans  Tesprit  de  celles  qu  on  a  prises  pour  déterminer  le 
gramme. 

n  détermine  la  distance  des  deux  villes  Âlkmaer  eL 
Berg-op-Zoom,  en  les  reliant  par  vingt  stations  et  une 
méthode  de  triangulation  qu  on  a  depuis  toujours  suivie 
pour  la  même  opération,  et  qui  est  encore  jisitée  \  et  ayant 
déterminé  la  différence  des  latitudes  de  ces  deux  villes,  il 
fait  la  même  opération  pour  Leyde  et  Alkmaer,  et,  pre- 
nant une  moyenne,  il  trouve  28  5oo  perches,  chacune  de 
4 2  pieds  dû  Rhin  pour  longueur  de  i  degré  du  grand  cer- 
cle de  la  terré.  Ainsi,  342060  pieds  du  Rhin,  environ 
54  oa8  toises  ou  27  lieues  de  aooo  toises,  longueur  trop 
grande  de  2  lieues  environ.  Il  a  été  aidé  dans  ces  travaux 
par  les  deux  frères  Érasme  et  Caspar  de  Slerrenberg, 
jeunes  barons  autrichiens,  déjà  versés  dans  les  calculs  tri- 
gonométriqucs.  Philémon,leur  professeur,  voulant  mettre 
à  profil  les  vacances,  avait  prié  Snellius  de  faire  connaître 
la  contrée  à  ses  élèves.  Alors  Snellius  les  engagea  à  pren- 
dre part  à  sa  triangulation.  U  prit  pour  première  station 
un  endroit  nommé  Oudewart,  lieu  de  sépulture  de  son 
père,  et  où  sa  vieille  mère  vivait  retirée  depuis  son  veu- 
vage. 11  célèbre  cette  ville  ob  nobilem  illam  cladem 
quant  Oudewarte  est  perpessa  q no d  omnium  prima  pa- 
triœ  libertalem,  suo  sanguine  redemerit ,  à  cause  de  la 
noble  catastrophe  qu'Oudewart  avait  subie  ;  la  première 
de  toutes  les  villes,  elle  racheta  de  son  sang  la  liberté  de  la 
patrie.  Il  donne  à  ce  sujet  l'extrait  suivant  d'un  manu- 
scrit de  son  père  : 

Feteraquinumarctè  obsessumfuit,  tandem  captum  VII 
Augusti  JuUaniy  anno  ClO  10  LXXF.  Sole  médium 
cœlum  jam  signante ^  citées  et  prœsidarii  cœsiy  nulli  ne- 
que  œtati  nec  sexui  parcitum ,  paucissimi  in  semen  ser- 
i^ati.  Oppidum  incensum  et  Jlamma  absumptum.  Sed 
nescio  quo  me  patriœ  amor  et  meornm  dulcissima  recor-- 
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datio  abn'puei  it ,  ijuin  ad  institutum  polius   rei^eriar? 

((  Oudewart  fut  utroilement  assiégée,  et  enfin  prise  le 
7  août  1 575,  à  midi.  Soldats  et  bourgeois  furent  massacrés  ; 
on  n'épargna  ni  l'âge  ni  le  sexe.  Quelques  enfants  seuls 
au  berceau  furent  conservés.  La  ville  incendiée  devint  la 
proie  des  flammes.  Mais  ou  m'entraîne  l'amour  de  la  pa- 
trie, les  si  douces  ressouvenances  des  miens?  Retournons 
plutôt  à  notre  besogne.   » 

Le  chapitre  X  (page  199)  est  intitulé  :  Trium  locorum 
intefvallis  inter  se  datis  y  quarti  distantia  ah  omnibus 
wiica  statione  defim'tus, 

«  Les  distances  mutuelles  des  trois  points  étant  don- 
nées, déterminer  par  une  seule  station  la  position  d*un 
quatrième  point.  » 

II  prescrit  à  cet  effet  la  méthode  des  segments  capables, 
que  Pothenot  croyait  avoir  inventée,  et  qui  porte  son 
nom.  Snellius-fait  usage  de  sa  méthode  pour  lever  divers 
édifices  de  la  ville  de  Leyde.  Sur  la  page  204,  on  trouve 
la  figure  qui  représente  Tintersection  des  deux  arcs  de 
cercle  (*). 

Le  triangle  donné  est  iuy^  et  o  le  quatrième  point. 

On  a 

ni  =  62,6, 

fi  =  52, 
uj  z=  110,9, 
yoi=:  32«57', 
jroti  =  64"  4"'  » 

de  là  il  conclut 

iyu  =  i5°56'. 

Ensuite  abaissant  des  deux  centres  des  segments  capables 
sur  les  côtés  iu  et  yu ,  il  obtient  une  suite  de  triangles 

(•)  Pothenot  fut  adjoint  à  La  Hire  pour  continutrMa  méridienne  de 
Pari»  au  Nord  (Lalande,  Astronomie,  n®  3663  ,  a*  édition  ). 
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rectangles  ou  Ton  peut  calculer  successivement  les  côtés 
et  les  angles,  et  parvient  facilement  à  ces  distances  : 


ou  =  I  l8,2. 


U  serait  de  toute  justice  d'attacher  désormais  à  ce  pro- 
cédé le  nom  de  Snellius.  Ne  pas  oublier  que  l'auteur  n'a-  i 
vait  que  a6  ans.  Quel  génie  !  (Nou\f€ll€S  Annales  y  t.  XIII, 
p.  80.)  n  évalue  le  nombre  de  grains  de  sable  que  peut 
contenir  la  sphère  céleste  d'Ârchimède,  et  dans  celle  de 
Copernic,  il  suppose  que  too  grains  de  sable  mis  bout  à 

bout  occupent  une  longueur  de  —  de  pied  du  Rhin. 

Il  a  dédié  son  premier  livre  aux  Etats  des  provinces 
confédérées,  et  le  second  aux  deux  barons  autrichiens. 

Dans  le  chapitre  VII  et  dernier,  il  fait  voir  les  défauts 
de  la  méthode  proposée  par  Maurolycus  pour  mesurer  la 
terre;  elle  consiste  à  mesurer  Tangle  de  dépression  sur 
une  montagne  dont  la  hauteur  est  connue.  Il  attribue  la 
principale  erreur  &  la  réfraction  qui  a  lieu  a  Thorizon, 
où  s'accumulent  tant  de  vapeurs.  Il  cite  un  navigateur 
nommé  Patritius,  qui  prétend  prouver  que  la  terre  est 
plane,  parce  que  sortant  de  Toulon  les  matelots  aper- 
çoivent les  montagnes  de  la  Corse  :  ce  qui  serait  impos- 
sible, si  la  mer  était  bombée  ! 

Le  Eratosthenes  Bafauus,  ouvrage  très-rare,  appar- 
tient à  M.  Prouhet,  qui  fait  une  collection  d'ouvrages  ma- 
thématiques avec  un  discernement  digne  d'un  excellent 
géomètre,  digne  d'un  érudit  consommé:  qualités  dont 
la  réunion  est  aussi  excessivement  rare  en  deçà  du  Rhin. 
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BIBLHNSIAPHIE 

Della  vita  et  dellb  opekb  di  Ghbeàedo  Cuemomese, 
traduttore  del  secolo  duodecimo,  et  di  Gherardo  da 
Sabionetta,  asfronomo  del  secolo  decimoterzo.  Notizie 
raccolte  da  Baldassare  Boncompagni.  In-folio  de 
109  pages;  Roma,  i85i. 

On  dit  souvent  que  nous  devons  nos  connaissances 
■scientifiques  aux  Grecs  et  aux  Arabes.  H  serait  plus  juste 
de  dire,  avec  un  sentiment  de  reconnaissance,  que  nous 
devons  nos  sciences  à  ceux  qui  ont  traduit  les  ouvrages 
grecs  et  arabes.  Ce  sont  là  les  véritables  promoteurs  de  la 
renaissance ,  du  rappel  de  l'esprit  humain  à  toute  sa  li- 
berté d'action.  Gérard  de  Crémone  est  un  de  ces  vaillants 
promoteurs.  Il  a  traduit  trois  ouvrages  de  dialectique, 
dix-sept  ouvrages  de  géométrie ,  douze  ouvrages  d'astro- 
nomie; onze  ouvrages  de  philosophie;  3a  ouvrages  de  mé- 
decine. On  en  trouve  la  liste  complète  dans  un  Éloge 
de  Gérard  conservé  dans  la  bibliothèque  du  Vatican  et 
inséré  dans  la  présente  Notice  (p.  4  ^  7)*  L^^lmageste 
de  Ptolémée  est  le  plus  important  de  ces  ouvrages.  Ayant 
appris  que  ce  manuscrit  existait  à  Tolède,  Gérard  s'y  est 
transporté  et  y  a  passé  plusieurs  années  pour  étudier 
l'arabe. 

L'Italie,  terre  privilégiée,  n'est  jamais  restée  complè- 
tement étrangère  ni  aux  lettres ,  ni  aux  sciences ,  et  encore 
aujourd'hui ,  qui  ne  connaît  ses  philosophes ,  ses  géo- 
mètres, ses  astronomes,  ses  physiciens? 
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AVIS. 


En  i858,  on  donnera  soit  l'analyse,  soit  Ténoncé  de 
tous  les  articles  contenus  dans  les  journaux  suivants. 

1°  Journal  de  Crette;  o?  Journal  de  Gunther; 
y  Quarterly  journal  (  Caylerf  et  Sylvester)  ;  4°  jinnales 
de  TortoUni, 

Les  thèses  qui  nous  seront  adressées. 

M.  le  professeur  Mathieu  (Emile)  nous  a  communiqué, 
les  solutions  de  questions  difficiles  proposées  et  non  ré- 
solues dans  le  traité  dé  M.  Bertrand;  elles  seront  succes- 
sivement publiées  dans  les  Annales  y  ainsi  que  les  ques- 
tions analogues  des  traités  de  M.  E.  Catalan  et  Rouché; 
modèle  de  gymnastique  mathématique  propre  à  former  de 
vigoureux  athlètes. 

Les  ouvrages  suivants  sont  en  voie  de  traduction. 

1°.  Conic  curves,  de  G.  Salmo»,  par  M.  Poudra. 

a°.  Geometrische  Entwickelung ,  de  Steiner,  par 
M.  Dewulf,  ofGcier  du  génie. 

3®.  Calcul  of  opérations  y  de  Càrmichàel,  par  M.  le 
professeur  Rey. 

4^.  Theoria  motus  planetarum,  de  Gauss,  par  M,  le 
professeur  Dieu, 

U Astronomie,  de  Bauirow^  par  M.  le  professeur  Ter- 
guem  (Paul)^  est  terminée. 


.  On  est  prié  de  faire  les  figures  à  part  et  de  dimension 
à  pouvoir  entrer  dans  le  texte  des  Annales. 
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